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1. 

Die  Stürmischen  Functionen  zweiter  Gattung. 

Von 

Herrn  Dr.  Heinrich  Wendlandt 


Sturm ')  bemerkt  am  Schlüsse  seiner  iu  der  Tiieorie  der  numeri- 
s»'heü  Gleichungen  Epoche  machenden  Arbeit:  „Memoire  sur  la  reso- 
lutioa  des  uquatiuiiä  uumeri^ues"  im  Artikel  21: 

„n  cxiste  encoro  un  antre  moycn  particnlicr  de  former  los 
fondions  anxiliaircs,  aussi  simplo  quo  cdni  qai  a  M  espos^ 
n'*  1.  Quand  oo  a  dcax  fonctions  cons^cutivcs,  1«.!  et  Th, 
on  peat  formcr  la  sulvantc  ^Nfi,  en  divisant  Vn-i  par  Ym, 
aprte  avoir  ordonnö  ces  polynomcs  snivaut  les  paissances 
eroissaotes  de  au  lieu  do  Ics  ordonner  toivant  Ics  puis- 
sanccs  d^croisaantes,  commc  oa  a  contamc  de  lo  faire.  La 
division  donncra  an  qnotlent  de  la  forme  ;>  +  V'^t  reste 
divisiblc  par  x*\  on  changeant  les  signes  de  tous  les  tcrmes  de 
CO  restc,  et  lo  divisant  par  r-,  ou  aura  la  fonctiou  l'nii,  qui 
est  aiusi  liec  avcc  Vh-i  et  l'n  par  la  rclatiou 

1  M  -1  =  1  h(  p + q-r)  —  1 .4 1 1 X*. 

Ainsi,  i)our  obtonir  y„\i^  ou  i>eut  cffectucr  la  division  do 
r„_i  par  I'h  de  deux  manieres  differentes  en  ordounant  ces 
poljmonies  suivant  les  puissances  decroissantes  de  j-,  ou  suivant 
les  puissances  ciois'^autes.  La  combinaison  df  ces  dcux  pro- 
cedes  donne  plusicurs  s\>tcnii'S  ile  lonclidus  aiixiliaires  t'-Lrale- 
meut  propres  ä  la  n'sidution  de  Teiiuation  «);  i  t  de  l;i 
r^sultcnt  aussi  plusieurs  systcnies  de  ijuantitcs  di'iK'ndant<>s  des 
coefticieuts  de  cette  eqnation.  dout  les  sigucs  fout  couuaitre  lo 
uombro  de  ses  raciues  reelles.*' 
1M1  LXU.  I 
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Dio  Zahl  der  liier  von  Sturm  iingedeuteteu  Keihcii  seiner  Ilülfs- 
liiiu  tionen  ist  wenn  die  CJleirhun^;  1'-=^=  0  r  von  einander  ver- 

Rclii«  ilene  ^Vurzeln  besitzt.  Zwei  dieser  Kesto-Keihen  nehmen  eine 
ausgezeielmete  Stellung;  ein;  man  tindet  die  eine  derselben,  wenn  man 
stets  Divisor  niid  Dividend  nach  lallenden  l'otcnzen  srhieibt,  die 
andere,  wenn  man  stets  voo  deu  uach  uulbtcigcudou  Poteuzcu  ge- 
orduetuu  Fuuctioacu  ausgebt 

£8  liegen  Uber  jene  ersten  Httlfsfunctionen,  dio  man  TorzttgUch 
die  „Sturm'Bchen  Functionen**  nennt,  zahlreiche  durch  Eleganz  und 
Reichtum  der  Barstdlungsweisea  so  interessante,  wie  lehrreiche  Unter- 
suchungen vor,  welcho  Herr  Hattendorf  ^)  zum  weitaus  grOsston  Teile 
in  seiner  Monographie  der  Stnrm'schen  Functionen  zu  einem  ab- 
gerundeten Ganzen  vereinigt  und  zugleich  von  der  beschränkenden 
Vcraussetzung  befreit  liat,  dass  sämnitliche  Wurzeln  der  Gleichung 

0  ungleich  seien. 

Die  Uebcrtragung  dieser  Untersuchungen  auf  dio  andere  bemer- 
kenswerte Reihe  der  Stnrm'schen  Hfllfsfunctionen  soll  den  Gegenstand 
der  Torliegcndeu  Arl>oit  bilden.  Ich  nenno  diese  Functionen  zum 
Unterschiedo  von  den  gebräuchlichen  Stnrm'schen  Functionen  dio 
„Stnrm'schen  Functionen  zweiter  Gattung/^  Herr  Professor  Stern 
hat  gezeigt,  dass  mit  ihrer  HtUfe  —  da  sie  allein  sich  auch  Itlr  trans- 
cendente  Gleichungen  aufstellen  hissen  —  der  Sturm'sche  Satz  auf 
transcendente  Gleichungen  erweitert  werden  kann.  Diese  Eigenschaft 
verleiht  den  Stnrm'schen  Functionen  zweiter  Gattung  gleiches  BQrger- 
recht  mit  den  gewöhnlichen  Stnrm'schen  Functionen,  trotzdem  sie 
„bei  Berflcksicbtigung  nur  der  algebraischen  Gleichungen  schwerlich 
denselben  vorzuziehen  sein  mOchten.^ 


Litteratur: 

1)  Sturm:  „Memoire  sur  la  resolution  des  equations  numeriques"' 
(Mcmoires  presentes  jiar  divers  savants  ä  rAcadcmic  lioyalc  des 
Sciences.   T.  G.  pag.  ^17.) 

2)  Hattendorf:  „Ucber  dio  Stnrm'schen  Functionen.  GOttingcu 
1862. 

1874  zweite  AuHage.   llauuüver  1874. 

3)  Stern:  „Ueber  die  Anwendung  der  Stnrm'schen  Methode  auf 
transcendente  Gleichungen'*  (Grelle,  Journal  Bd.  33.  pag.  363.) 
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§  1. 

£8  sei 

eiuc  ganze  Function  mien  Grades  vou  r,  und  Qq  sei     1,  so  dass  auch 

ist.  wenn  mit  Tj,  r^,  ...  a*,,,  die  m Wurzeln  von  /'(j-) hi  /cichnot 
Nurilt'ii.  Ks  soll  ferner  diT  Coofticiont  vou  j-,  c^,  als  von  Null  ver- 
scbii'dou  Vürau^;:i'setzt  werden,  damit  die  Constaute  DiÜereu- 
tialquoticnten  vou 

^  ^  0  ist  Beide  Functionen,  F{x)  wie  seien  nach  steigen- 

den Potenzen  von  x  geordnet. 

Die  Stunn*8chen  Functionen  zweiter  Gattung 

(2)  Fix),  rix),  /i(a-),  ...  /V-i(a-),  Frix) 

lind  dann  durch  das  folgende  System  von  Gleichungen  bestimmt: 

I{x)  =^t.F'(*}-»*./i(ar), 
F»-9,./;(x)-x*./'3(x), 

(3)  F^ix)  "  (/, .  F^ix)  -  ar«.  /^U), 


Fn-lix)  =■  i/M .  i '«U ) — ar* .  f  M I  l(a:), 

/V-Ua")  «  ör .  Frix)  ^  r  <^  f»  ^ 

Han  dividire  F(r)  durch  l^is  der  Quotient     eiuc  liacare 

Function  von  x  wird;  der  verbleibende  Rest  stellt,  wenn  man  noch 
den  allen  Gliedern  gemeiusamen  Factor  x*  absondert  und  das  Vor- 
zeichen wechselt,  die  Sturm'sche  Function  zweiter  Gattung  F^ix)  dar. 
Diese  ist  also  eine  ganze  Function  (m— 2)ten  Grades.  Allgemein 
giebt  die  Division  Fh^i(x)  durch  /m(^)  den  in  x  linearen  Quotienten 
qm  —  «n'\'ßmJt  uttd  oineu  Bcst,  der  sich  vou  der  Hfllfsfunction  /*Mf  i(^) 
nur  durch  den  Factor  —  x'  unterscheidet 

Es  ist  bei  Aufstelluug  des  AlgDrithiuus  (:J)  stillschweigend  vor- 
ausgesetzt, dass  bei  sAmmtUcheu  Kenten  die  Coefticienti^u  der  höchsten 

1* 
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rotcuzoii  von  j-  und  die  coiistautcu  GliodtT  von  Null  vcrscliiotlcii  sind. 
Bei  dieser  Annalime  —  au  der  iin  folgenden  festgelialtcn  werden  soll 
—  ist  jeder  Quotient  q  nur  eine  lineare  Function  von  und  in  der 
Keilie  (2)  der  Sturni'sclicn  Functionen  zweiter  Gattung  ist  jede  Func- 
tion im  Grade  um  1  niedriger,  als  die  unmittelbar  vorUcrgebcDdo  und 
um  1  höher,  als  die  unmittelbar  folgende. 

Die  Keilic  der  Functionen  ist  vollzählig,  das  lieisst,  ihre  Anzahl 
ist  r-f-l,  und  daher  ist  die  letzte  /'Kj-),  der  grösste  gemeinsame  Teiler 
von  Fix)  und  F'(x),  \om  Grade  iu~r,  also,  wenn  r  =  m  ist,  eine 
von  X  unabhängige  Coustunte. 

Hat  die  Gleichung  F(x)  =  0  nur  angleiche  Wurzeln,  so  ist  Fr(x) 
eine  von  Null  verschiedene  Constautc,  also  r  »  m.  Die  Functionen 
(2)  besitzen  dann  folgende,  allgemein  die  Sturm'schen  Functionen 
charaktcrisurenden  Eigenschaften. 

1)  Es  können  nicht  für  denselben  Wert  von  ur  zwei  nnmittclbar 
folgende  Functionen  verschwinden;  denn  sonst  mttssteu  alle  anderen 
Functionen,  auch  F{x)  und  /"(a),  für  dasselhe  r  zu  Null  werden, 
was  der  Voraussetzung,  dass  F{x)  »  0  nur  ungleiche  Wurzeln  habe, 
widerspricht 

2)  AVird  eine  der  mittleren  Functionen,  etwa  J],{x)  =  0^  so  ist 
nach  ('))  für  diesen  Wert  von  F„-i(x)  =  ~-j-F„\i{x),  die  ein- 
schliesscndcn  Functionen  hahen  also  entgegengesetztes  Vorzeiclu-n. 
Da  nun  stets  ein  und  nur  ein  /eichenwechsel  entsteht,  einerlei  ob 
oder  —  zwischen  zwei  entgt'gcngesct/ten  /eichen  (angeschaltet  wird, 
so  ändert  sich  die  Zahl  der  Zcichenwechsel  und  der  Zeiclienfolgen  in 
der  Zeicheureilie  der  Functionen  (i?)  nicht,  wenn  x  stetig  wachsend 
einen  Wert  passirt.  für  den  eine  oder  auch  mehrere  der  mittleren 
Functionen  verschwinden. 

:i)  Ist  endlieh  ak  eine  Wurzel  der  Gleichung  Fix)  —  0,  so  ist 

F(rk  <y) 

für  hinreichend  kleine  Werte  von  a  der  Quotient   .  negativ, 

der  Quotient  positiv. 

Der  allgemeinere  Fall,  dass  die  Gleichung  Fix)  0  auch  gleiche 
Wurzeln  habe,  lässt  sich  hiernach  leicht  erledigen.  Sind  nändieh  die 
Wurzeln  arr+i,  ;r,+j,  ...  x,„  irgend  welche  Wiederholungen  der  unter 
einander  verschiedenen  Wurzeln  a-j,  ...  xr,  so  besitzen  F{x)  und 
F\x)  und  also  auch  alle  übrigen  Functionen  F^ix),  F^ix^  ...  Fr{x) 

den  gemeinsamen  Factor  ^1 — — x+2)     (^~jr  )' 
wir  setzen  können 
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^'<'>-(^-.'.)(^-.rM)-(^-ä-'-'<'>' 

wo  jetzt  autcr  Trir)  cino  Coustanto  zu  vcrstehea  ist.  Die  Functiouou 
7*  sind  durch  dasselbe  System  von  Glcichangen  (3)  verbunden,  wie 
dio  und  daher  haben  sie  auch  die  in  den  Sätzen  1)  und  2)  aus- 
gcftprocheuon  Eigenschaften.  Ist  femer  art  eine    fache  Wnrzel  von 

—  u,  also  etwa  J\x)  =  ^1         VW>  so  hiidct  mau 

7Ü)       F(j')   Tk  

^'  (-0   _    !  7^  __  \  .'■'^•'•^ 

o<lcr  für  -r  ^  Jf»  J_rt 

nn  -Ji«!  _  J^V»:J:«).     _^  ^T«  

Diese  Gleichung  zeigt  endlich,  dass  auch      negativ  für  ./-—.rt  « 

und  positiv  für  ar  ist,  wenn  man  «  hinreichend  kleine  Werte 

beilegt 

DfP  Zfirlh'nn-ilM'  der  Fuiulidiicn  /'.  F',  F..  ...  7v  stiiuiiit  aluM-  in 
d«T  Zalil  diT  Zeichenwci  l  und  /«  ii  li''iir(>I;.M'ii  niit  di  i-  der  l'unc- 
tioucu  7;  y,,       ...  y,  üboreiu,  da  der  geuieinselialtlichc  t'actor 

die  Zeichen  nicht  ftndcrt,  wenn  er  positiv  ist, 

sie  alle  in  die  ('ntü'egfnge'set/tcn  verwajult  li.  wt  iin  er  n»  ,:.'aiiv  ist.  \Vir 
können  uns  dalier  stets  an  »lio  Zrichenreilie  der  Functionen  /'  /•", 
...  Ff  halten,  einerlei  ob  die  Gleiehuiig  F(x)  =  0  nur  uugleicko 
oder  auch  mehrfache  Wur7.cln  besitzt. 

Es  crgicbt  sich  also  allgemein  dies  Resultat: 

^Dio  Zescbenreiho  der  Stürmischen  Functionen  zweiter  Gattung 
FF*  Fi  ...Fr  verliert  stets  dann  und  nur  dann  einen  Zeichenwechsel, 
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VTcnii  die  A'arial)It'  von  klciiu  reii  zu  grösseren  Werteu  Uborgcbcud 
eiücu  Wurzelwcrt  der  Gleichung  l\x)  =  0  passirt" 

und  als  eine  einfache  Folge  desselben  der  Sturm'scho  Satz: 

.,Ks  liegen  so  viele  verschiecU  iic  Wurzeln  der  Gleichung  i'X^)  —  0 
zwischen  den  reellen  Grenzen  a  und  h  {a  h)^  als  die  Zeicheureihe 
der  Stunn'schen  Fuuctioueu  zweiter  Gattung  für  a:=Ä  Zeichenweclisel 
woniger  enthält,  denn  für  x  ^  a/^ 

Für  den  Fall,  dass  die  Gleichung  F{x)  =  0  gleiche  Wurzeln  be- 
sitzt, bleibt  noch  zu  ermitteln,  wie  vielfach  eine  aufgefundene  Wurzel 

derselben  y*  ist.  Setzen  wir  T{x)  —  (l  — ^^"^'^"'^ 
so  ist 


(-1) 


Tjx) 

T(x) 

Man  dividire  diesen  Wert  von  nuf~\  dorch  den  oben  ermittelten  Wert 
von        ;  es  wird 


xk^V     xkj  i{x) 


) 


also 

Um  die  Zahl  der  verschiedeneu  Wurzeln  der  Gleichung ^  0 
überhaupt  zu  bestinunen,  niuss  wvaw  die  Zeichenreiheu  für  x  =  -4~'^ 
und  r»  — cc  bilden;  in  diesen  beiden  Zeichenroihen  haben  aber  die 
Functionen  dasselbe  Zeichen,  welche  mit  einer  geraden,  die  das  ent- 
gegengesetzte Zeichen,  welche  mit  einer  ungeraden  Potenz  von  x  be- 
ginnen. 

Im  vorlicm  iidcu  Falle  ist  die  Znld  der  Fnnetionon  F',  /•  ..  . 
F,  vollzählig;,  ihr  Grad  also  aliwet  hselnd  j^erade  und  ungerade;  daher 
werden  die  Functionen  ahwi  ».Iis  lud  ihr  Zeichen  behalten  und  ver- 
äudern.  das  heisst,  einer  ZcirlH  iücdgf  in  ( — x)  entsi)richt  ein  Zeichen- 
Wechsel  in  (-|-  >-)  und  uin^M  kehrt.  Enthält  nun  die  Zeichenreihe 
(-|- x)  /  Zeichenweehsel,  mithin  m  —  /  Zeiclienfoli^en ,  so  bietet  die 
Zeichenreihe  (— x)  m  —  i  Zeichenweehsel  und  i  Zeichenfolgen  dar; 
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«lic  Gleit  hung  F(x)  0  hat  i»  —2/  roolln  uml  2*  cüiuiilexe  verschic- 
tlcuc  Wurzeln.    So  crgicbt  sich  der  Saty.: 

fj)ie  Gleichung  f(x)  »0  hat  soviel  verschiedene  Paare  com- 
plexcr  Worzeln,  als  die  Reihe  der  letzten  Coeflicientcn  der  Sturm- 
Kben  Functionen  zweiter  Gattung  Zeichenwechsel  enthält.'^ 

und  als  einfache  Folgen  desselben  die  weiteren  Sätze: 

1)  „Die  Reiho  der  Ict/.tcn  Cocfficicnten  der  Stiirm'scheii  Func- 
tioncD  zweiter  Gattung  kann  höchstens  ^  Zeichenwechsel  haben.'' 

DDd 

2)  ,,Dio  Gh'ii'liunf;  Fix)  ()  hat  nur  reelle  Wurzeln,  wenn  die 
letzten  Coefticienten  der  Stürmischen  Functionen  zweiter  Gattung 
sämmtUch  iK>sitiv  sind/' 

Dil-  erste  und  zweite  der  oben  von  den  Functionen  FJr)  nach- 
gewiesenen Kiiji'nseliaften  bestehen  noch  fort,  wenn  statt  F'(j)  als 
erster  DiNisor  irgend  eine  ganze  Function  (m— l)ten  Grades 
\crwendet  wird;  es  ist  nur  VDrau^/nsetzeii,  dass  /  mit  F(.i)  keinen 
gemeinsamen  Factor  habe,  wenn  alle  Wurzeln  von  F(j)  -  (i  ungleich 
biud,  —  dass  der  grösste  gmiein^^ame  Factor  von  F\{j)  und  F\x)  aber 

"■(»-xrf>)0-x7,:.)  (•-^„) 

a"r|2,  ...  »"m  ^Viede^hülungen  der  von  einander  verschiedeni-n  Wurzeln 
r^,  ...  Xr  sind.  Stimmt  auss(>rd(Mn  ftir  alle  r  clU  n  Wurzelwi'rte 
von  F{x)  =  0  F^ix)  mit  /•"(./•)  im  N  orzcii  hcn  übcrein,  so  boit/i  n 
nud  auch  die  in  angegebene  Kigenschatt,  und  es  bleibt  daher 
für  die  aus  F  und  aligcleiteten  Sturm'scheu  Fuuctioucu  zweiter 
Gattung  der  Sturm'schc  Satz  glUtig'). 

Die  wirkliche  Herstellung  der  Sturm'schcn  Functionen  zweiter 
Gattang  durch  wiederholte  Divisiou  nach  dem  Sclieuia  (.'5)  würde  sehr 
mühselig  sein.  Man  bedient  sich  zweckmässiger  folgenden  eiutachi-n 
Verfahrens-),  wclclus  Herr  Prot".  Stern  in  seiner  \'orlesuug  „Die 
Theorie  der  uumerischeu  Gleichungen"  zu  entwickeln  i»tlegt. 

Es  sei 

^(')  •=  «^+<'oi'+<^«'+  -  +"0*»*"'  «od 
F,(ar)-=  rt,o+«,tae+<i,f»:*+  ... 
so  wird  der  Quotient 

»  -^--j  jr, 

••lO  "in 

und  es  kann,  wie  eine  leichte  Itechnung  zeigt,  F^ir)  in  die  Form') 
gc:^etzt  werden 


I 
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00 


«Ol  «10  «11 
Oos  Oll  Ois 

0 


+ 


a 


10 


«00  ^)  «Jü! 
«Ol  "JO  «11 
«98  «11  «15 


a 


10 


+ 


(7 


X  ;«oi      «10      «ji     , .  a;" -j- ... jj  «^01  «10 
«10  «10  I  <  \ 


10 


Das  Vorzeichen  von  F^ix),  welches  uns  allein  interessirt,  wird 
durch  den  allen  Coefficicnten  geniciusamcu,  wesentlich  positiven  Factor 

^  .  nicht  boeinfloBSt;  wir  dürfen  ihn  daher  unterdrücken  und  fUr 


«10 

/j(x)  schreiben 


M  i«oo 


0 


a 


0,m-2 


a 


Ol 


(l 


10 


a 


10 

11 


aQHi2  ajNfl  a]N42 


oder 


II 


l(ö00«10)-«l««+2+  («01«10  —  «00«u)-«l«  1 1  +  (—  «10^)-«0»«  I  2|*"l 

also,  wenn  mit  ^1,  By  C  dio  Grössen  bezeichnet  werden 

~  ^'oo«io? 
Ji  -=  «Ol  «10  ~  «00  «u» 


(5) 


Q,m-2 


Diese  Gleichoug  giebt  die  Regel  für  die  Bildung  der  Coefficientcn 
von  Fiix)  an: 

„Man  crlifilt  den  Coefficicnten  von  der  Sturm'schcn  Function 
/wcitiT  Gattung  F^(x),  wenn  man  die  Grössen  A,  B  und  C  beziehent- 
lich mit  o^„^2,  Oin-^i  und  aoM+2  mnltiplicirt  und  dio  Summe  dieser 
Producta  bildet/' 

£s  werde  danach 


s«  t/t,  so  orgicbt  sich  ganz  ebenso,  wie  in  Gleichung  (5)  F^{x)  dar- 


gestellt wird,  dass 


ZU  setzen  ist,  wenn 
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ist  £s  mag  dies  genügen,  um  das  allgemeine  Sclicma  zu  voransoliau- 
licbcn,  nach  welchem  die  Cocfficinitcn  aller  Sturm'sciu'n  Functionen 
zweiter  Gattung  aus  den  bekannten  Cocfticienten  von  F(j-)  und  f\{x) 
alldn  durch  die  Operationen  des  MulUplicirens  und  Addirens  gefundcu 
werden. 


1)  Die  in  der  Einleitung  11.  angeführte  Abbaudluug  von 
Starin  enthält  alle  vorstehenden  Sätze,  bezogen  auf  die  „Sturm'schcu 
Fonctionon/^ 

2)  vergl.  Loc'st'kamp  ,,1'cber  die  Theorie  ih  r  algebraischm  (ilci- 
chungeu  mit  complcxcu  Wurzeln.''  Güttingen  1867.  Der  \  erla^ser 
erwähnt  weder  bei  diesem  Verfahren,  noch  in  den  4—7,  H  erste 
Hälfte  und  1»— 11,  dass  der  Inhalt  derselben  der  crwühutcu  Vorlesung 
des  Herrn  Trol'.  Stern  eutnommen  ist. 

Ein  anderes  Verfahren  für  die  praktische  Berechnung  schlagt 
lloilermann  vor:  „Ueber  die  Reste,  welche  bei  der  Auwendung  des 
^^turnrschen  Satzes  vorkommen."  (Crclle.  Hd.  43.  png.  4;).  185-J.). 
Die  Ableitung  dieser  Methode  ist  sehr  umständlich,  und  sie  selbst 
dürfte  in  der  leichten  Handhabung  wohl  kaum  die  oben  mitgeteilte 
Methode  ttbertreffen. 

3)  Diese  Form  des  Kestes  giebt  auch  Sylvester:  ..üu  a  Tlieory 
of  thc  Syzygetic  relatinns  of  two  rational  integral  fiiin  tions'"  (IMiilo- 
sophical  Trausactions  of  thc  Uoyal  Society  of  London.  Juue  läöü.) 
im  art.  3.  pag.  418. 

Ich  bemerke  hier  ein  fUr  allemal,  dass  die  littcrarischon  Nach* 
weise  sich  stets  auf  die  entsprechenden  Untersuchungen  (Iber  dio 
«Stnrm'schen  Functionen**  beziehen. 


Ks  soll  an  der  Annahme  festgehalten  werden,  dass  die  Wurzeln 
irgend  welche  Wicderholnnuen  der  unter  einander 
Terschiedcnen  Wurzeln  ar,,  ar»,  ...  Xr  bilden;  der  1«  sondere  Enll.  dass 
F(x)  nur  ungleielie  Wur/elu  besitzt,  leitet  sich  hieraus  ab,  wenn  mau 
r  «=  w*  setzt.    Wir  wählen  zum  ersteu  Divisor 


Litteratur: 


S  2. 


^^^^^       {}      «r+l)(^      Xritj'i}  «•«•)* 
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uod  verstehen  unter  T^ir)  eiiistwoilen  eine  beliebige  ganze  Function 
(r— l)ten  Grades,  dio  jedoch  mit  F{x)  kciücü  gcmcinsamcu  Factor 
babeu  darf. 

Das  System  <3)  gicbt  diese  Gleichnngcn 


aus  denen  sich  der  Sturm'scbe  Ketteubrucb  zweiter  Gattuug  zusam* 
mensctzt 

...  Fix)     rix)  , 

■'^iW      -«iW  5j  

«3  —  .  2 

oder  mit  Zubülfeuahmo  der  Stcrn'scheu  Bczeichuuugswcise 

F(t)  _  Tix)  _  ^.  . 

Zugleich  sieht  iiiftD,  dass 

und  folglich 

ist  Es  besteht  aber  allgemein  die  Relation  qnqr  ^  qrqn  und  daher 
folgt  ans  (7) 
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Diese  Gleicbaogcn  zeigen,  dass  die  Verhftltaisso  der  bei  der  Eut« 
wicklvog  des  Eettenbmcbs  /(qiqr)  auftretenden  Reste  zn  dem  letzten 
unter  ilinen  d.  i.  der  Functionen  —2;  ^7*2,  — 7,,  ...  —Tr  zu  der 
CoQstanten  —  7V  gleich  sind  den  Zfthlcm  der  NOherungswerto  vou 
^(9r«h),  diese  in  umgekehrter  Folge  genommen. 

Die  Division  durcli  dio  (onstaiito  7',  beeinflusst  die  Zahl  der 
Zeicbcuvvecliscl  und  Zeichenfolgen  io  der  Zeichenreihe  von  jT,  7",,  7'^ 
...  Tr  nicht,  daher  der  Satz 

1)  ,.Die  Zühler  der  Näheruiiiis werte  von /(<7r7,):  «/i  ;  '//  'A»;  •• 
*frq,-i\  qr\  1,  sind  der  Keilie  7',  J\,  1\,  ...  7V,  also  nach  §  1.  auch 
der  Reihe  /•',,  /j,,  ...  /•',  iiquivah'nt.  d.  Ii.  IkmiIo  weisen  für  denselben 
reellen  Wert  von  x  die  gleiche  Zahl  von  Zeicbenwechselu  auf/* 

Die  Coefficienten  ahi  ßn  des  Qaotienten  qn  nehmen  um  so  com- 
plicirtere  Werte  an,  je  grösser  n  wird;  es  ist  deshalb  fflr  die  prak- 
tische Berechnung  von  Bedeutung,  dass  der  so  eben  fttr  die  Zfthlcr 
der  Näherungswerte  von  /(gr^i)  bewiesene  Satz  auch  f&r  die  Zähler 
der  Kftherungswerte  von  /(qtqr)  gültig  ist  Man  sieht  zunächst  au.s 
den  Gleichungen,  welche  den  Zusammenhang  zwischen  den  Zählern 
der  Käherungswerte  vou  /i'jiqr)  ausdrflcken, 


dass  die  erste  und  zwi'ite  der  für  Sturin'silie  Funrtioncn  charakteri- 
stischen Kigcnschafteu  auch  von  der  l*'unctioucureiho 

*7i7o  vtv»;  '"q\Hi\  ni\  i 

gelten.   Ferner  hat  die  Gleichung  qiqr  ^0  dieselben  Wurzeln  wie 
*  F{x)     0,  da  beide  Functionen  qiqt  und  T{x)  sieh  nach  Gleichung  (7) 
nur  durch  den  constanten  Factor  Tr  unterscheiden,  und  endlich  ist 
in  Folge  der  Relation 

Vi  Vi..  V- 7m -1  —  'ii'b-'h'l"  -l      —  a^(M-l) 

auch 

^1  q^qr       4|i9r-l -«is'ir  ^  *-^'~*^  +  ^|  Vr  '9*«|r-l' 

Diese  GleicbuDg  zeigt  aber,  dass  das  Product  'u'j'-i  qi'ir  und  somit 
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aach  der  Quotient  in  der  NäIio  eines  Wurzelwcrtos  von 

9, 47r  «  0  (oder  2* »  0)  im  Yorzoichcn  mit  7^  flbcroinstimmt  (Der 

Wurzt'lwcrt  « «-»  0  ist  idurcli  dio  Voraussetzungen  im  §  1.  ausge- 
schlossen). 

Wir  erhalten  hieniach  den  Satz: 

2)  ,.Dic  Zcichcurcihe  der  Functionen  qjqr\  qiqr^i  \  qtQt\  (Tii  1 
ist  der  Zeichcnrcihe  der  Storm'schen  Functionen  zweiter  Gattung 
/;  JP„ ...  Fr  ftqni?a1ont** 

Hat  also  /•',(./)  für  alle  reollcn  Wurzclwcrti^  von  F(x)  ~  ö  mit 
7'''(r)  gk'iclics  VcHvcicbcn ,  so  gilt  von  den  ZäUlcni  der  ^iäherungs- 
wertc  des  Kctteubruchs  /iqtqr): 

(9)  1;  qitji\  -'Ji'lr 

der  Sturm*8cho  Satz^). 

Aus  Satz  1)  und  2)  zieht  man  mit  Sylvester ')  den  interessanten 
Schlnss,  dass  die  Zahler  der  Kfthcrungsivcrto  von /Oji^t)  uiul  /{(ji  ^h) 
äquivalente  Zeichenreihen  liefern. 

Für  die  Zeichenreibe  kommt  nur  das  Glied,  welches 

die  höchste  Potenz  von  x  enthält,  in  Betracht.  Der  Coeflicient  des- 
selben in  qign  ist  gleich  dem  Zähler  des  Ketteubruchs 


und  wird  daher  nach  dieser  Bcgel  gefunden:  „Man  lasse  aus  dem 
Prodncte  ßi^ß^  ßj ...  ßu  irgend  ein  Paar  oder  eine  Anzahl  Paare  auf 
einander  folgender  Grossen  ßi.ßt-n  fort  und  bilde  dio  Summe  der  so 
erhaltenen  Glieder,  nachdem  man  diejenigen  mit  negativem  Zeichen 
versehen  hat,  welcho  durch  AVeglassung  einer  nngraden  Zahl  von 
Paaren  ßi.ßiyi  entstanden  sind/' 

Dieselbe  Summe  von  Gliedern  wird  aber  auch  durch  die  Deter- 
minante 

1    0    0  ...  0 
1    ^j,  1    0  ...  0, 

0  1  1      ...  0 

0  0   1   ^4  ...  0 

•       A        •        #       *  • 

lO  0  0  0.../}» 
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dargestellt,  so  dass  wir  tlcu  Satz  ausspivclieu  können; 

„Die  Gleicburg  F(x)  —  0  besitzt  so  viele  vcrschicdcuc  Paare 
complexer  Wnrzeio,  als  in  der  Bcihe  der  Derminantcn 

Ij  j^,    i;;  \     O  ;  ...  1     0  0 

II  l    ß,    1  i'l    ß,     1  ...  U 

10  1  ßz        0  1  ßii  ...  0 


iO  0   0  ... 


Zeichcnwcchsel  vorkommen.*^ 


Dil  dit'so  Ausdrikke  für  «lio  luioliston  rooftiricntcn  weit  coni- 
plicirtcr  sind,  als  bei  dem  gewühulicheu  Stürmischen  KettenbrucU 

Hl  —  -         5  80  kann  die  mcrkwttrdigo  Tatsache     dass  böchstcus 

die  Hälfte  der  Coefficientcn  ...  ß»  negativ  sein  kann ,  für  den 

Stnrm*schen  Kettenbmch  zweiter  Gattnng  nicht  gefolgert  werden. 

Hier  ist  die  ZciclKiirL'iho  r  0  die  einfachere;  fiir  a-  =  <>  redn- 
dncirt  sich  7,7»  auf  die  Constante  . ...  a,i.  Die  Zeichcnreiho 
(x  =  U)  ist  daber  die  der  Productc 

sie  enthält  also  eben  so  viele  Zcichenweclij^ul,  als  unter  den  Cueffi- 
cieuteu 

1?     ^'li  •••  *r 

negative  vorkommen,  eben  so  viele  Zcicbenfolgcn,  als  positive. 

Dieselben  ErwUgungen,  durch  welebe  man  die  Regel  des  Cartosius 
als  eine  Folge  des  Fourier'schen  Satzes  erweist,  führen  bei  dem 
Sturm'schen  Satze  zu  dem  entsprechendem  Ergebnisse: 

JEa  hat  die  Gleichung  F(x)  »  0  höchstens  so  viele  verschiedene 
reelle  positive  Wurzeln,  als  Zeichenwechsel  und  höchstens  so  viele 
verschiedene  reello  negative  Wurzeln,  als  Zeichenfolgen  in  der  Reihe 
der  constanien  Glieder  der  Sturm'sdien  Functionen  zweiter  Gattung 
and  der  diesen  äquivalenten  Functionen  auftreten.*^ 

Insbesondere  ist  also  die  Zahl  der  verschiedenen  i)0sitiven  Wur- 
zeln von  Fix)  nicht  grösser,  als  die  der  negativen  Grössen,  die  Zahl 
der  verscbiodencu  negativen  Wurzeln  nicht  grösser,  als  die  der  posi- 
üvcn  Grössen  in  der  Reihe  1,  Sj,  tt^  or,, ...  «r. 

Die  Functionen  7\f,  A^,  ...  Fr  lassen  sich  sänimtlich  durch  F  und 
F^  und  die  Näheningswcrto  des  Sturni'scheu  Kettonliruihs  zweiter 
Gattung  ausdrücken  -).   Substituirt  man  in  die  Gleichung 
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T  T 

fUr  9|fiN  und  q^q»  aus  (7)  die  Werte      und        so  erhält  mau  die 

■iu  -in 

Glcichnog 

oder 

(10}  «2("  -J)  /„(or)  =  F^ix) . -  Fix) .  fi,s«-i. 

Klie  wir  zu  diMi  weiteren  Ihitersucljungcn  übergolipii,  welche  sieh 
au  die  Fundamentalloniu'l  (10)  aiisehliesscn,  soll  noch  gezeigt  werden, 
wcklio  Modiiicationcu  die  aufgestcUtcu  Sätze  erleiden,  weuu  bei  der 

F(x) 

Kettonbrachcntwiclclung  von  ^,      jeder  Best  mit  unTerftudertem 

Zeichcu  genommou  wird^).  Die  Gleicliuugen  (3)  werden  dann  durch 
folgende  ersetzt 


Die  Quotienten  Q  siud  w  iedor  lineare  Functioaen  von  und  allgemoin 
ist  der  Rest  üP»  vom  Grade  r—v.  Vergleicht  man  dies  neue  System - 
von  Gleichungen  mit  dem  frQheren  (3),  so  ergeben  sich  die  Beziehungen 

qi  Qsi    ^s  ^8 

<b — hOai  — 1-^4 

94  Qi'^      ^5 -=+^5 


allgemein 


F(j-) 

Enlwiekelt  man  also         auf  dorn  gewöhnlichen  Wege  in  einen 


Kettenbruch 
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und  bezeichnet  die  auftretenden  Reste  mit  Ji^,  It^  ...  R,,,  so  crhült 
mau  die  Sturm'scho  Function  zweiter  Gattung  /'nU)i  wenn  mau  den 

N(tl-1) 

Best  Rn  mit  (—1)  >  —  den  Sturm'schon  Teilnenoer  zweiter  Gat- 
tang  (jfN,  wenn  mnn  Qu  mit  (—1)"-^  mnltiplicirt. 

Wir  lialten  nna  im  Folgeoden  an  den  Storm'sclieu  Kcttenbrucb 
zweiter  Gattung. 

Littcratur. 

1)  vergl.  Stern  »Tlieorie  der  Kettenbrflche''  (CreUe  Bd.  la  1833. 
pag.  1  ff.);  in  den  §§  3,  4,  6,  8  nnd  9  findet  man  die  weiterhin  be- 
nntztcn  Belationeu,  welche  far  den  allgemeinen  Kettenbmch 

gdtcu» 

Qiqn .  (/*(/h-1  —  qi^H-l  .q^qn  =  (—  1)"       .p^  .  • .  pn. 

2)  Storni:  „Demonstration  d*un  Theoreme  d'alg^bre  de  M.  Syl- 
vester" (Liottville:  Jonmai.  T.  7.  pag.  356). 

3)  Sylvester:  „On  a  remarkable  Modification  of  Sturm's  Theo- 
rem*^ (Philosophical  Magazine  Jnne  185a  pag.  i4ß.  July  1853.  pag.  14). 


sa. 

Aus  der  Glciihuug  (10)  er>ii'ht  man,  dass  sich  stets  drei  gan/o 
Functi(»nen  von  x  ^,„-Jj-),  (Tti-iix)  und  ntu-iU)  bez.  vom  Gra«le 
tn  —  H  —  1  und  n  —  2  SO  bestimmen  lassen,  dass  sie  der  Functioual- 
glcicbaug 

(11)  »)^«,.,.(x)  =  F,(x).(;rM-i(u)-/».V.'H>2(x) 

Genüge  leisten;  man  bat  nur  nötig, 

ra  setzen,  wo  mit  In^i  dne  constante  Grösse  bezeichnet  wird. 

Es  lüsst  sich  aber  weiter  zeigen'),  dass  die  Gleichung'  (11)  mir 
diiso  eine  Lösung  besitzt;  mau  erhält  nämlich  durch  Kiiminatiou  von 
/V(')       (10)  uud  (Ii): 
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Die  liuke  Seite  dieser  Gleichung  ist  teilbar  durch  die  rechte 

enthält  dagegen  h()(']istei>s  dea  Factor  o^"-^,  da  Fix)  nach  VoraQS- 
sctzuug  (§  1.)  uicbt  durch  x  oder  eine  höhere  Potenz  von  x  teilbar 
und  der  Klammerausdruck  rechts  nur  Tom  Grade  2n— 3  ist  Es 
mUssen  also  notwendig  beide  Seiten  der  letzten  Gleichung  —  0  sein, 
und  daraus  ergiebt  sich  der  in  den  Gleichungen  (13)  ausgedruckte 
Satz,  dass  die  Functionen  und  ^  sich  bez.  tou  qtQu-i 
und  q^M-i  nur  durch  ein  und  denselben  constonten  Factor  unter- 
scheiden kdnuen. 

Der  gemeinsame  Factor  von  F{x)  uud  Fi(a:) 

\       •'V+l/  \       av^S/      \  a-iii/ 

ist,  ivie  die  Gleichung  (11)  zeigt,  auch  ein  Factor  von  0m^\  wir 
setzen  daher 

=  (i --;^-)  (i  -       ..  (i  -4) .  e,-„(.) 

und  haben  dauu  statt  (11)  die  rcducirtc  Gleichung  zu  lösen 

Diese  ist  entsprechend  der  Gleichung  (10*)  nur  gültig  für«  =  2,  3,  ... 
r>]-l,  wenn  mau  fOr  n  »  r-fl,  6r-w  gleich  Null  setzt;  sie  verliert 
ihre  Bedeutung  fOr  n     0  und  n  =»  1. 

Wir  lU'limeu 

e..(.)-=..)=(x-y(i-y...(i-:j 

und 

e,.-i(a)  =  7\ix). 

TJat) 

Die  Partiaibrucbzerleguug  des  Quotienten  -—^y  liefert  die  Formel 

in  welcher  der  erste  Partialbruch  als  Bilduugstypus  flQr  die  flbrigeu 
hinter  das  Summenzeichen  geschrieben  ist.  Bezeichnen  wir  den  Quo- 

tienten  y,^''\  zur  Abkürzung  mit  u 

4»)  '^}'"^^n 
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SO  wird 

(13)      er-l(x)  =  Ux)  =  -£'2  '  ^^'^ 


Wir  setzen  ferner  nach  Analogie  mit  den  Sylvestor'schen  Functionen 
nnr  rt  mit  -  ,      mit  vertauschend, 


Xk'  fk 


ud  allgemein 

Iiier  ist  d(-  —  ...  -  ^  das  Troduct  dir  süiniiitliclieu  Ditiaeuzeu  von 


je  zwei  der  Grüssea  ^  .  ^  »  •••  ^  und  das  Sumineuzfichcu  bezioiit 
sich  aof  alle  Combinationsformen  der  Mten  Classe  aus  den  Elementen 

Eutsprcchoud  der  Furmel  (14)  sctzcu  wir 


(Ii)  ♦.-,(,)  -  (-      ■  ■  /  X 

Xi-J  2  ...  Tn— 1 

l»esoudcrs  auch  mit  Rüiksii  lit  daiaul,  dass,  wie  bei  «lou  Sylvostcr'schen 
Kiinrtidnen  die  Coeftieii'iitfii  der  lj<u'liston  Potenzen  von  x  in  W,_„ 
und  T».  so  hier  dio  coustauteu  GliedtT  vou  ^r-M  und  (fu  diesellieu 
Wi-rtc  iiubcn. 

Es  Usst  sich  nnn  zeigen,  dass  anter  Zugrundelegung  der  Werte 
(14)  and  (15)  Ittr  B  nnd  9  die  Differenz  «^»~^)^r-ii(ar)— r,(«).7».i(j;) 
dsreh  T(r)  teilbar  ist;  hiorza  genflgt  aber  der  Nachweis,  dass  jeae 
Differenz  f&r  Irgend  einen  Wnrzelwert  von  F(x)«0,  etwa  fOr  x=^af^ 
Tctachwindet,  da  sie  eine  symmetrische  Function  der  Wurzeln  j^, 
r«,  ...  «Tr  dantellt  Man  findet 

uü  Lxu.  a 
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-•^'•>-i(-::)-0-::) 

.._.(,,=(-.,.-..,^^.(i...;.y(.--)...(x-::) 

und 

daher  arj«("-»8,w«(xi)  =  7\(a-,).«3r„-i(a-i)  w.  z.  b.  w. 

« 

Es  ist  also  L  t   ^  eine  gaozt)  I  u&ction 

vod  zwar  (n->2)teii  Grades;  damit  ist  aber  bewiesen,  daaa  die  Aas- 
drflclLe  (14)  und  (15)  die  Oleichuu^^  (u*)  befriedigen. 

Man  bomerlce,  dass,  wenn  die  Wurzeln  x,  +u  a-,  12,  ...«•«»  Wieder- 
holungen der  unter  einander  Torscbicdcueu  Wurzeln  d^t»  •  ^^"^1 
und  nur  unter  dieser  Yoraassetznng,  fQr  solche  Werte  von  n,  welche 
>>r  sind,  die  Ausdrücke  für  0m^n  und  tp„  identisch  »0  werden. 
Umgekehrt  zeigt  also  das  Verschwinden  der  letzten  oder  mehrerer  der 
letzten  Functionen  9-  und  ^  das  Vorhandensein  gleicher  Wurzeln  an. 

Die  Werte  (14)  und  (16)  fttr  die  Functionen  ^  und  9,  welche 
wir  die  Sylvester'schen  Functionen  zweiter  (Gattung  nennen  wollen, 
kann  mau  noch  in  eine  andere  Form  setzen,  wenn  man  beachtet,  daas 

U{H  -1) 

./II  1\  (-1)  , 

Vi«"*     ruj      (XjX,...  ;/m)-  **  *" 

ist.  So  findet  man  leicht 


im 


T{x)  Fix) 


^hh        {^^xn)'^**'^i '  ix — H  l)  (x — a-J...  {X  -  -  h) 


) 
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(15*) 

Es  bidarf  zur  I.ösuug  dor  Aufgabe,  /'„(-r)  und  qifjn-i  selbst  durch 
die  \Vurzehi  der  Gleicliung  FU)  =  0  darzustelleu ,  uoch  der  Bestim- 
mung' des  constauteu  Factors  iU-i.  Mau  crbiüt  zau&cbst,  wenn  mau 
aus  deu  beiden  Gleichungen 

dio  Function  /;(«)  climiuirt  und  auf  der  rechton  Seite  des  Resultates 
fttr  9  und  ^  ihre  Werte  aus  (12)  substituirt, 

ara(M~l)  j  d«-«(jr) .  Vh(x)  — .  ^«,-„-i(it) .  V«-i(ar)  j 

(kKt  nach  eiuur  schou  im  §  2.  büuutztcu  Furmcl  aus  der  Theorie  der 
Ketteubracbe 

Heben  wir  den  Factor  y-^»-^)^  und  setzen  x=0,  so  reducirtsicb 
H')      ^  constante  Glied  oq  » 1,  und  wir  erhalten 

oder 

(16)  A,.A»-i 

weuQ  die  Coustauto 

mit  I«  bezeichnet  wird.  Die  Recursionsformel  (16)  gestattet,  A«  durch 

die  Grossen      ^-i,  ^i  und    auszudrucken;  nach  Gleichung  (13) 

ist  aber  Ij  —  —       uud  ^«-iC«)  «         also  A©  =  1»  «iahcr 


«od  allgemein*) 
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Da  die  Coef&cicnteu  von  FU)  reell  sind,  so  sind  auch  die  Grossen 
l  reell;  denn  sie  sind  rationale  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln 
'11  *  •  •  nnd  demnach  auch  rationale  Functionen  der  Cooffidenten 
von  F{x), 

Es  unti'isrhficUt  sich  also  ^m-nW)  von  uud  <r«-i(^)  von 
«7i7m-i  nur  duivh  ciucu  von  x  mKibliüngigcn,  wcsontliclj  positiven 
Factor  so  dass  wir  mit  Rttcksicht  auf  den  Satz  2)  des  vorigen 
Paragraphen  den  neuen  Satz  aussprechen  können: 

„Besitzt  T'^{x)  für  alle  recUon  \\  ui/dwcrtc  von  F{j) -  V  mit  F'{j  ) 
gleiclics  ^'orzcichcu,  so  küuueu  die  Syh  cbtcr'schcn  Functionen  7.wcit<.'r 
Gattung 

oder 

1,  ViW,  yj(ar),     ...  ^rr(ir) 

den  Sturm'schen  Functionen  zweiter  Gattung  substitutrt  werden/* 

In  dem  he^iouderon  Falle  F^ix)  =  F'(x)  drttclwt  (Gleichung  (4))  tt 
aus,  wie  oft  xk  unter  den  Wurzeln  von  F{x)  »  0  vorkommt,  und  man 
kann  dann  statt  der  Formeln  (14)  und  (15)  sich  der  folgenden  be- 
dienen 

'<^i«-n(x)  —  (— 1)  •^jrjx^.,.^^^  (^^  (^""u-Mf^)" '(^~*») 

(18) 

X  K)-  (-^)^ 

wenn  man  nur  die  Summe  auf  alle  Combinationsformen  nter,  bcz.(n— l)ter 
Classe  aus  den  m  Elementen  x^^  x^^...xm  erweitert  Denn  diese  neuen 
Ausdracke  stimmen  mit  (14)  und  (15)  unmittelbar  Ittr  den  FaU  fiber- 
ein, dass  sämmtlicho  Wurzeln  der  Gleichung  /^(x)»0  verschieden 
sind;  enthält  aber  die  Gleichung  F{x)  »0  mehrfache  Wurzeln,  so 
verschwinden  in  den  obigen  Summen  so  viele  Glieder,  dass  man  auf 
die  früheren  Formeln  (14)  uud  (15)  zurückgelangt. 

Der  Coefhcient  der  höchsten  Potenz  in  ^M-n  ist 
—^-~£t^(^,.jji(-  ^  ...  '  ) 

der  iu  qr^C-t)  ist 

(XjXj  ...Xm)-    \x^  x^  x,J 
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Es  giebt  also  die  Anzahl  der  Zcicbcuwccbscl  ia  der  Reiho 
wie  ia  der  licihe 

(20)  ü     £'':'A'  % 

nach  §  1.  die  Zahl  der  vcrscbiedencn  complexon  Wnrzelpaarc  von 
F{x)  =  0  an  -) ;  beiläutig  kaDii  man  hieraus  die  FultriTunj^  ziehen, 
dass  die  Grössen  (19)  ond  (20)  ftqnivalento  Zeichenreihen  bilden. 

■ 

Littcratnr. 

1)  siebe  Sturm  §  2.,  2) 

2)  Sylvester:  „Monioir  oii  Rational  Dci ivatioii  lV<jiii  Kiinaiions  of 
Cooxistcuce"  (Philosophicul  MauMziuc  DoccinljtT  is:5*.),  j>ag. 
drückt  zuerst  die  Sturnrsrhc  Fuiutioii  FJj)  und  qiq>,-i  durch  die 
^Va^/c•ln  von  /'(-f)=0  aus.  —  In  seiucr  „Thcory  of  thi;  Syzygctic  rcla- 
tioüs*'  (siehe  §  1.  3))  behandelt  Sylvester  deu  allL'''meinen  Fall,  dass 
der  erste  DivisDr  ein«'  jj;anz«"  Function  beliebigi-.i  (irades  ist  (Sectiou 
II)  :  er  sjuM  ialisirt  die  allgemeincu  Fornielu  iu  Sectiou  III,  bcsoiulers 
im  art.  '6ö  und  30. 

3)  Hattendorf  stellte,  wie  schon  in  der  Einloitnng  hervorgehoben 
wurde,  die  Formeln  für  den  Fall  anf,  dass  Fix)=0  ancb  mehrfache 
Wurzeln  enthalte. 

Im  letzten  l'ara^rra])hen  sind  <lie  Ausilriieke  lur  die  Fuiutiuneu 
^  und  rp  nach  Analogie  mit  den  Syl\L'.>ler'schen  Functionen  aufge- 
stellt, und  es  ist  uacbträglicli  gezeigt,  dasä  sie  der  Fuuctiuualglci- 
cbung  (11*) 

genftgen.  Man  kann  aber  aacb  direct  von  dieser  Gleichung  aus  die 
Werte  von  4^  nnd  ^  ermitteln. 

Aus  (11*)  folgt  n&mlich,  dass  f Or  a;  »  a*,,     ...  str 
mithin 
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Es  sind  uns  also  von  der  ffobrodienon  Function  u  »•  be- 

sondere  Werte  bckauut 

(21)  ^^JjM 

und  diese  bestimmen  sie  vollständig-,  denn  ihr  Zähler  ist  vom  Grade 
r  — n,  ihr  Nenucr  vom  Grade  n— 1,  somit  überhaupt  r+1  Constantc 
unbestimmt,  von  denen  eine  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden  darf* 

Die  Function  u  ist  nun  gp|feben  durcli  die  von  Cancby  ^)  aufge- 
stellte Intorpohitionsforniel ,  wrlche  für  <lcn  Fall,  dass  der  Zähler 
eine  ganze  Function  d — ?Oten,  der  Nenner  eiuc  gauzc  Fuuctiou 
(n  — l)ten  Grades  ist,  folgeude  Form  auuiuimt: 

(22)  =  •  (g|>-g„  rr)...(flr„— yM-n)-..(jr»— arr) 
^  «   (arj— — ar)...(a-n»i — ae)  

Hier  ist  (Gleichung  13» 

^  (—  1 )'         Ua— x»)  ...  (Xji-- a-r) 

also 

 n|«2...«».(3-— 3-„-n)...(y— yr)   ( — l)*'" 

(arj-a'«+i)...(a',— arr)...(jrn— a-H4.i)...(a-M— arr)  "  (a',7j...a'r)»* '  ^ 

K^i  — -f^l-.C-^i— -a-M) ...  (.^M-i  —  5-, ) . ..    » -1  —  J  n)  (.f  —  ./^ii4l)  — (a*— a-|  )| 
^     (-1)"'  bhmllty^ 

x<-.i-'C.i-i.y<-«--(-4;)-('-i) 

und  dem  entsprccheud 


x('-i)('-^j-('-^.) 
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Wir  sehen  von  dem  Zfthler  mid  Nenner  gcmeioeamcn  Factor 

l)(..-l)r.(_l)  2 

 <Xf)n^   ^^^^  behält  der  Zähler  den  Factor 

(— l)'.(-l)— =  — 1  und  wir  finden  schliesslicli 


Da  aber  for  «  —  0  Br^Ji^c)  =        ist,  so  mQssen  wir  setzen 

(10)  ©,-»(«) -ir-i^.£'fy  '; ... l y X 

X  (-4)  ■■('-:.) 

aud  dalier 

x(-:.)-.(-.y' 

dies  sind  die  in  (14)  und  (15)  für  ^  und  9  anfgesteUten  Ausdracke. 

Ks  wird  sich  siuitor  boi  ciiioin  amlercu  directcn  Verfahren  zur 
Ermittelung  der  Fun«  tionen  &  und  q>  zeigen,  dass  man  zuerst  ileu 
WiTi  von  fjp  findet.  Setzen  wir  aber  die  Funetion  <p  als  bekannt 
voraus,  so  kann  man  durch  folgendes  Verfahren*)  bestimmen, 
welches  nur  aus  dem  Grunde  schon  hier  seinen  IMatz  findet,  weil  es 
fOr  die  Function  0,  gleich  den  vorhergehenden  Methoden,  ihren  Aus- 
drock  durch  die  Wurzeln  r,,  x^,  ...  Xr  giebt.  Man  kennt  nach  der 
Lagrange'schen  Interpol ationsmothode  die  Function  f^r-N(x),  deren 
Grad  r—n  ist,  wenn  ihr  Wert  für  r— »+1  Werlo  des  x,  etwa  für 
X  X  7h|.i,  ...  ffssrr  gegeben  ist  Nach  (11*)  ist  für  jode 
Wnrsei  n  der  Gleichung  T(x)  —  0 

es  ist  aber  nach  (13) 

und  nach  (Id) 
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T«-iW-{-i)->x?ii-'-"'«-Ja(i  ?  ...  '  \-U-''^-\U-'-^Y. 

also 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  der  Ausdruck 

für  die  j-  -»<  +  l  Werte  von  x\x  =       ^  •'»(ij  ^  f"«!-*,  ...  x  = 
mit  tibereiustininit,  und  da  er  eine  ganze  Functiou  vom  Grade 

r  — «  ist,  so  ist  er  also  auch  der  Wert  von  Or-iiCx). 

Littcratur: 

1)  Cancby:  „Analyse  algdbr/*  pag.  528.  —  Liouvüle  hat  zuerst 
auf  die  Bcnntznng  der  Canchy'schon  Formel  zur  Bestimmung  von  ^ 
und  9  aufmerksam  gemacht  (siehe  die  in  §  2.  2)  erwähnte  Abhandlung 
von  Sturm  pag.  3C1). 

2)  Ich  verdanke  diese  Methoilc  einer  Mitteilung  des  Herrn  Prof. 
Stern ;  man  hat  dieselbe  bei  der  Sylvcster'schen  Function  ^  noch 
nicht  in  Anwendung  gebracht;  dies  kann  aber  in  ganz  ähnlicher  Weise, 
wie  hier,  geschehen. 

F.s  ist  unsere  weitere  Aufgabe,  die  Functionen  O  und  9  zu  er- 
mitteln, wenn  nur  und  die  Gleichung  F{x)  =  0  gegeben  ist, 
deren  Wurzeln  u»s  unbekannt  sind.  —  Man  löst  diese  Aufgabe  am 
einfachsten,  indem  man  in  das  bystem  von  Gleichungen  (3)  für  Fh{x) 

seinen  Wert  aus  (12)   "1—"—  snbstitnirt;  dann  geht  die  Gleichung 

ft 

Uber  iu  die  andere 

oder  durch  Multiplication  mit  Ah-s.Am.i.Am  in 
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Setzen  wir  g».l».AM-2  —  On^  spccicll  .il,  =  ,  fh.X^  =  Qj,  and 
beachten,  dass  nach  (17)  allgemein  A».!.    =  ^n*  ist,  so  wird 

nnd  daher  der  Algorithmns  fllr  die  ^  dieser: 

(23)  . =      .  ^«-»(ar)  -  x^. ^«-m-i(x) 


Um  also  aus  zwei  auf  einauder  folgenden  Functionen  {>„,-,^|.i  und 
dio  nächste  0,„_,,_i  zu  bilden,  multiplicire  mau  \\  niit 
In'  d.  L  mit  dem  Quadrat  des  constaiUon  Gliedes  von  ^»i~m  nnd  dlvi- 
diro  dieses  Product,  welches  man  nach  wachsenden  Potenzen  von  x 
ordnet,  durch  die  ebeoso  geordnete  Function  O,,,-,,.  Der  Quotient 
ij-t  eine  lineare  Function  von  x  und  der  Rest  jiii  bt,  durch 
dividirt,  die  ganze  Function  (m^n — l)ten  Grades  Om-n^iix).  Diese 
Kegel  gilt  von  n  «  1  an. 

Die  liccursionsformeln  für  die  cp  ergeben  sich  genau  in  derselben 
Weise,  wenn  man  von  der  Kelatiun 

ausgeht.  Substitnirt  man  in  in  dieser  q^qn  ^  mnltiplicirt 
wieder  beiderseits  mit  In-s.Iii-i.Aih  so  wird 

also 

li*.9t(*)  ^              —  *'-Si"  Vo(') 
(24)   


Erscttt  man  endlich  in  der  Gleichung 
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9t  g»  durch   ,  so  erhält  man,  wie  oben 

Am— 1 

Der  Wert  von  %{x)  ergiebt  sich  ans  dem  Vergleich  der  beiden 
Gleichungen 

&,„-2{x)  =  (p,(x) .  F,(x)  -  t/.o(r) .  F{x)    (nach  (11)) 

x\  ^«,-2(ar)  =  Qt .  ^m-i{x)  -  l^*  (nach  (23)) 

nämlich  ^^(x)  =  und  daher  ist  die  vollständige  Reihe  von  Glci- 
chungen  für  die  Functionen  ^ 

^'o(^)  -  I,- 


(25) 


|r-l*.^r-l(«)  =  <2r.i/'r-2(ar)  — «•.{r*.Vr~8(«). 

Litteratur: 

Die  Bccnraionsformeltt  fttr  die  Sylvester*schen  Functionen  gicbt 
Sturm  im  Schlussparagraphcu  seiner  Arbeit  (s.  sub  §  2.  2). 


S  6. 

Die  im  Eingänge  des  vorigen  Paragraphen  gestellte  An^be,  dio 
Functionen  ^  und  ip  zn  bestimmen,  wenn  nur  F(x)  und  F^ix)  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden,  lässt  sich  auch  dadurch  Idsen,  dass  die 
^  nnd  9  durch  die  reciproken  Potenzsnmmen  dfer  Wurzeln,  also 
mittelbar  durch  die  Cocffidenten  von  F{x)  mid  /jC-r)  allein  ans» 
gedrückt  werden. 

Wir  müssen  zu  diesem  Zwecke  auf  die  Gleichung  (14)  zurUck* 
greifen,  ans  der  folgt 

^;-t-U(--i)''Z^^"dO  i  ...L)'        1  — 

£s  ist  aber  (vcrgl.  Baltzcr,  Deteriniuauieu.  §  10.  1) 
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1 


('  '  •-  --) 


I 


1 
1 

1 


1 


»-1 


und  ferner 


f|  ff  ...  tn 


1 


2:—-  ^'i -»ISLI"  "  jrr  -  .  J  \ 


d.  1. 


fl 

a-M 

1 

f» 

mithin  nach  dem  MnltipUcatioDSthcorem 


a-w' 


('-:.) 


An -1-1 


...  ATgN— 3 
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Diese  letzte  Deteriuinante  zerfällt  in  ?*"  Dctenniiianten ,  die 
siinimtlicli  idcutisch  ü  sind  mit  Ansnalimc  der  1.2...?/  Deter- 
minantcu,  welche  man  aus  der  folgcudeu  durch  rcrroutation  der  lu-  . 


3, ...  n 

ableitet: 

!l 

!«_ 

tn 

Man  findet  also  (—1)".—.,-  ,         die  Sammo  der  r(r— 1)... 

(r  — M-f  1)  Dctermmautcn,  welche  sich  aus  der  vorstchendeu  Deter- 
minante ergeben  f  wenn  mau  darin  statt  der  Indices  1,  2, ...  ti  alle 
Variationen*)  der  »teu  Classe  aus  den  Elementen  1,  *J,  ...  r  setzt. 
Dieselbe  Summe  wird  durch  die  fol^'ende  Determiuaute  zusamuicu- 

gefasst,  welche  wir  also  ==(—1)*.—^'^^^^^  setzen  darfon. 


(26) 


=  (-1)"  .  : 


St 


...  Sh  i 


Uk 


+ 


Es  ist  zu  der  Formel 


+...+ 


*)  Die  VarialiotMforaien  begceifen  alle  die  Formen,  welche  ans  den  Com- 
hinationsfonnen  dnrcb  Permntation  der  Indicet  erhalten  werden. 
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iSj       ...  Su 
Siii     ...  £^ II  I 


Un^i  ...  Lv|w~i  ...  Ufu-i  I 


die  Domorkuiig  uiclit  ülKrilüssiu .  dass  nnui  die  in  ihr  aultretcinlo 
Determinante  noch  weiter  traasl'ormircu  kmu.  Dcun  aus  der  ideuU- 
scbeti  Gleicliuug 

folgt 

Ii  =  X" -1.  Ii I  H-l  +  ar»*     iSrf f M-2 + a.»-^ Ä  J «-3  + ...  +  'S.  M  +  Ä ; 

mnltiplicirt  man  daher  dio  erste  Uorizontalreiho  mit  a;^  die  zweite 
mit  Q.  8.  £,  die  (n— l)to  mit  ar»-^  and  addirt  diese  Prodacto 
sftmmtlich  zur  letzten  Horizontalreihe,  nachdem  man  diese  zuvor  mit 
x*^^  mnltiplicirt  hat,  so  findet  sich 


Si      iS|  ...  8i       ...  8n 
8^  8i%i     ...  ^1-1 

Ui  ...  Vi       ...  Vh  I 

In  dieser  Form  hat  wenigstens  die  DeternäuiuiU}  mehr  Symmetrie 


mit  derjenigen,  welche  bei  den  Stnrm'schen  Functionen 
darstellt. 


Um  ^M-ii(x)  durch  eine  Determinante  darzustellen,  die  sofort 
erkennen  Iftsst,  dass  ^m^n  nur  eine  Function  (m— ii)ten  Grades  ist, 
moltiplichren  wir  in  (26)  auf  beiden  Seiten  mit  F{x)  und  setzen 


Z 


ik.Fix) 


dann  wird 


27)  ^«-M(-f)-(— i)".S    '%    ...  N.n    ...  ^'h  ' 


<i»    IVtl^I  ...  l'Mlr    ...  r^-ii 

(-l)-t'->    8,       ...  5r  Sri  2  ...  Sn 

...  S|r|l      jSrfS  ...  <^«i(2 


I 


\8n 
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die  (//  —  ii)to  mit  ay^o.  ,  tlit'  forste  mit  ai^n-i  und  addirt  die  Summe 
aller  zur  letzten,  so  wird  das  allgcmeiae  Glied  derselben 


Wir  bezeichnen  dieses  mit  Q'h  \  i  \  dann  ist  nach  (i'ü) 


(34)      ^«-„(a-) -(-1)- 


St 


...  5r+I 
...  Sr^% 


8h 


0»m-ii 

0,1 


Setzt  mau,  ura  auf  die  Functionen  t>  dcu  Sturm'sdieu  Satz  au- 
weuden  zu  können,  I\{.r)  /''(j),  so  wird  bk  —  (it+D^iii;  Si  stellt 
dann  wirklich  nur  die  Summe  der  rcciproken  iton  Potenzen  aller 
Wurzeln  von  F(x)  =  0  dar,  und  die  Gleichung  {'X])  vereinfacht  sich, 
wenn  man  noch  r-|-l  mit  r  vertauscht,  zu  der  Formel 

8r  +  rt,  Sr-l  -|-      Sr-2      •  •  +  «r— 1  iS,  -|-  »* •  «r  0, 

welche  durchaus  der  Xewtoirschcu  Ivecursionsfürmel  für  die  Summen 
der  ganzen  Potenzen  alier  W  urzeln  aualog  ist. 

Litteratnr: 

1)  Cayley  „Note  sur  los  fonctions  de  Sturm (Liouville.  T.  11. 
pag.  297.)  entwickelte  zuerst  die  Formeln  27  —  30  unter  den  beson- 
deren Yoranssetznngen,  dass  Fiix)  =  F'(x)  und  alle  Wurzeln  von 
F(x)  ungleich  sind.  Yergl.  Hattondorl  §  7. 

2)  Andere  Ableitungen  der  Gleichung  (33)  gaben  Hattendorf  (§  7.) 
und  Brioscbi:  nintomo  ad  alcune  questiono  d'algebra^'  (Tortolini: 
Annali  dl  Scienze  matematiche  e  fisiche.  T.  5.  pag.  301.) 


17. 

Um  auch  (pu-i(x)  durch  eiue  Determiuaute  darzustellen,  eut- 
nehmeu  wir  aus  (15)  den  Wert 

\x  rn-i/ 
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Wir 


das  Product 


Vi  »1    «r«.l/  Vt    «i/  \«    «i/     \»    »«-1/         NSTj  a"!    »«-l «/ 


darch  die  Determinanta 


1 
1 


1 
1 


1  i 


1 


Diese  ist  zu  roultipliciron  mit  i  J  ^^cj 


«-1 


0 
0 


3-1.-1' 


Zi  0 


0 


DiB  BosuiUt  ist,  weutt  man 


setzt, 


wie  eine  Betrtchtiing  seigt,  ftbnUch  der,  welche  znr  AufstoUnng 
der  Gldduug  (86)  führte  >), 

s 
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<85) 


Sh—\    Sh       ...  »^1-2 


Ä  =  + 

Fahrt  man  diesen  Wert  für  (pu-i(r)  nnd  den  f&r  ^m-nM  am 
(26)  in  die  Fnnctionalgleichuug  (11)  ein,  so  wird  man  finden 


(86)      ihirMx)  =  (— l)"««*-* 


8i            ...  iSr^l  —  Sit 

...  ...  i^-fi 

...  Sr^n^l  ...  <Si2N-2 

0            J\    ...  /V  ...  ^H— 1  ' 

« 

Bequemer-)  gelaugt  mau  zu  diesem  Ausdruck  lUr  ^'n-2(.2^),  wenn 
man  iu  (32) 


also 


 F(*)  -ii-^' 


setzt  uud  diesen  Ausdruck  für  U  iu  (l'G)  siil)stituirt;  dadurch  zerfällt 
die  Determinante  auf  der  recbtcu  beit*j  jeuer  üieichuugjin  zwei  Teile, 
uud  mau  erhält 


F{x)  F{x)  Ä.+1 


3m-X  Sn  ...  i%N-8 
1_  1_ 


oder  mit  Racksicbt  aof  (35) 
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»Sj        »S^   ...  •..  Sn 

«^./-l  »S.  ...  'S  im-I  ...  iS^w— 2 


Vergleicht  man  diese  Gleiclmug  mit  (11),  so  crgiobt  sicii  zur 
BcstimmuDg  von  y^n-^ix)  die  Formel 


St 
8n 


S,\  1 


j-S,,-!  Sh  ...  5r4i»-l  ...  <Sf2N— 2 


welche  sich  zu  der  iu  (3G)  aufgestellten  vereinfacht,  wenn  mau  in 
der  Detcrmiuauto  auf  der  rechten  Seite  die  erste  llorizdntalreihe  mit 
1,  die  zweite  mit  x, die  vorletzte  mit  x**-^  multiplicirt  nnd  die 
Smnme  alier  von  der  leUetcn  sabtrahirt 

Endlich  ist  die  Cuustaute  1»  in  \>m-tM  oder  9Pm(j-)  nach  (35) 


S,t^i 


uii.l  der  höchste   Coefticient  (\u  h'"""^  in  ist  nacli 

(oder  einfacher  direct  nach  (10)),  ahgeselien  von  dem  constanten, 
deu  böchsti'u  Coefticieuten  aller  Fuuctioueu  ^  gemeiusamea  Factor 

^  (-:i)"L 

2-j    ...  rm 

<S|      iS|  ...  <Sm 


^-1  Sm  —  8tu^2 


der  höchste  Coefficient  Ton  ^nCx)  hat  dagegen  nach  (35)  (oder  direct 
(20))  den  Wert 

S^     Ss     .«  ^  1 1 1 

...  Sn^2 


8n^l  Sn^t ...  Su 

Uta  folgert  hieraus  (§  1.): 
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„Die  GIcicIiUDg  F(r)=0  hat  nicht  mehr  verscUiedciio  reelle 
positive  Wurzeln,  als  Zeicheuwocbsel  uiul  nicht  mehr  vcrscliiedeno 
rccUo  negative  Worzeln«  als  Zeichenfolgon  in  der  Dcterminanteurciho 


(37)   1,   -5»,  -i-S^  - 


Ä,  S4 
<S| 


...  Sr 
...  Är  fl 


auftreten;  die  Oleichang  Fix)  0  bat  so  viele  vcrschiodcue  Paare 
coujugirter  Wnneln,  als  die  DctermlnanteDrelhe 


(38) 


1»  ^  ^1!» 


oder 


1, 


8,  St} 


So  5j 


i%  »Sj 
•"^'j 

^4  ^5  Stf 


Sr-l  St 


^  Sr-\ 

*   •  • 
...  Sfr-i 

...  Sr-fl 
...  *5r-f2 


Zeicbenwechsol  cntbüt^.  Die  Zeicbenreihen  von  (38)  und  (39)  sind 
also  äquivalent.^ 

Diese  Sützc  gelten  nur  dann,  wenn  auf  die  Functionen  &  \im\  qo 
der  Satz  von  Sturm  Anwi-udung  findet,  also  insbesondere  in  dem  Falle, 
wo  F^is)  =  F\sr)  uud  die  iS  die  reciprokcu  Potcuzsummcu  aller  Wur- 
zeln darstellen. 

Litteratnr: 

1)  vergl.  Joachinistliul :  „Bemerkungen  über  den  Sturm'scheu  Satz** 
(Crellc.  Bd.  48.  pag.  386.  im  §  5.  und  G.) 

2)  vergl.  Brioschi  in  seinem  %  6.  2)  erwftbuten  Aufsätze  pag.  306. 

'))  vergl.  Borchardt:  „Dcveloppenients  sur  Tt^quation  i  l'aide  de 
laquellc  on  determine  les  inegalites  seculaires  des  planetes"  (Liou- 
ville.  Journal  T.  12.  pag.  50.  oder  Crelle.  Bd.  30.  pag.  41.).  Die 
Reihe  (38)  geht  sofort  aus  der  Heiho  Uorchardt's  hervor,  wenn  man 


1  * 

allgemein  xk  mit    .  also    =  £  tun*  mit  S» 


£  -  ,  vertauscht. 


S  8. 

Es  ist  iBr  die  weiteren  Untersuchungen  Ton  Bedeutung  und  auch 
au  und  für  sieb  nicht  ebne  Interesse,  dass  man  die  Functionen  9 
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md  ^  durch  ortho-tymmctrifcbo*)  Determiiuuiten,  bei  denen  aUgcnein 
du  Element  atjk     arjf  ist,  danteilen  kann  (»+ifc  =  t^-f-i^')* 

Man  erbAlt  diese  Ansdracke  am  einfachsten  ans  der  aUgomciaen 
Fonnd>) 


m 


'»•-1  'i»  ...  L»M-2 


dio  man  mit  den  Mitteln  ableiten  kann,  wcicho  bei  HcrUitung  der 
Gleichung  (20)  zur  Anwendung  kamen.  Ks  hizeichoct  in  (40)  /Xx) 
eine  beliebige  Function  von  x,  und  durch  das  Siimmenzeichon  wird 
aogedeutct,  dass  man  für  1,  2, ...  n  <ler  Reihe  nach  alle  ComhiDationcn 
der  Uten  Classe  ans  den  Zahlen  1,  2, ...  r  setzen  und  die  entstehenden 
Ausdrücke  summiren  soll. 

Ans  der  Gleichung  (40)  folgt  (nach  U),  wcnn/^jr«)  °-  ~  • 


gesetxl  wird, 


0'. 


...  Vn 
...  I-Mfl 


1 


idcntificirt  man  dagegen  in  (40)  /{j-k)  mit  ^^^1 — so  wird  nach 
(15)x 


(42) 


U]   »3       ...  Mn 
U,  ...  Mn^I 


*)  Bahxer  „DctcnDioaotcn".    §  S,  10. 
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Dieselben  Determiiuuiteii  für  d  und  9  kano  man  anch  aas  den 
fraheren  Besnltaten  ableiten. 

Man  multipliciro  in  (26)  die  Glieder  der  letzten  Horizontalreihe 
mit  X  und  addirc  sie  znr  vorletzten,  multiplicire  dann  diese,  nachdem 
man  sie  noch  zuvor  mit  Hülfe  der  Relation  fJ,- «=»  ar.üif  1+ ver- 
einfacht hat,  mit  x  and  addire  sie  zor  (»— 2)ten  a.  s.  f.;  es  ergiebt 
sich 


ün  Unil  ...  Ihm-l 


in  Uebereinstimmang  mit  (41). 

Um  endlich  auch  aus  (35)  den  neuen  Wert  von  cptM  zu  erhalten, 
>vird  dort  u  mit  n-\-l  vertauscht  und  von  jeder  Vcrticalreihe  die 
folgende,  welche  zuvor  mit  ar  multiplicirt  ist,  subtrahirt ;  dadurch  wird 
die  letzte  llorizoutali  i'ilio  zu  Ö  0  ...  0  1,  uud  die  Determinante  (m"}-!)- 
ten  Grades  reducirt  si^  ii  also  auf  die  folgende  n  ten  Grades 

(42»)    9>»(fl5)  —  (—1)«.  Si'-Sjtx      8,^8iX       ...  Sn—Sn^ix 

welche  sich  von  der  Determinante  in  (42)  nur  durch  die  Scbreibweiao 
nnterscheidct,  da  Si^x.St^i  =^  tn  ist 

Litteratur: 

1)  vergl.  Joachimsthal  in  der  Abhandlung  sub  §  7.  1)  pag.  394. 

2)  ver^l.  Jacühi  „Ueber  die  Darstellung  einer  Reihe  gegebner 
Werte  durch  eine  gcbrochne  rationale  Function".  (Grelle.  Band  iK>. 
pag.  143.)  und  Brioschi  in  der  Abhandlung  sub  §  6.  2)  pag.  309. 

3)  vcrgl.  Jacobi  in  der  Arbeit  sub  2)  pag.  129.  und  Brioschi: 
„Theorie  der  Determinanten".  (Deutsche  Ausgabe  von  Schellbach 
pag.  61.  ibö4.) 


§9. 

Der  im  §  3.  eingeschlagene  Weg,  um  zu  beweisen,  dass  die 
Functionen  -ö-  und  <p  den  Sturm'schcu  Functionen  zweiter  Gattun«i; 
ä(iuivalcutc  Zeichenreihen  liefern,  ist  nicht  der  ciuzig  mögliche j  es 
gieht  noch  eine  Reihe  anderer. 
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Wir  setzen  voraus,  dass  die  Grössou  €  positiv  sind;  dies  ist  anter 
arntcm  der  Fail,  weou  Fj(a)  =  F'(x),  da  dann  ik  nach  (4)  angiebt, 
wie  oft     unter  den  Wurzeln  von  F{x) » 0  vorkommt 


Man  hat  zunächst  aus  (13)  uud  (Ii) 

■ 


aho  auch 

und  nach  (15) 

Diese  Gleichungen  zeigen ,  dass  ö,  (a:)  ==  0  uud  q>rix)  0  dieselben 
Worzolu  besitzen,  wie  F{x),  aber  jede  nur  einfach,  und  dass  für  alle 
reellen  Worzelwertc  von  Fix)  =       =  ü  Br~i{x)  und  —  abgesehen 

(—1)' 

von  dem  Factor  ,  der  indes  q>r(x)  und  (pr-iix)  gcmeiusam 

ist  —  auch  tpr-iix)  mit  2|(flr)  gleiches  Vorzeichen  hat. 

Es  bedarf  daher,  um  auf  die  Ae^iuivalenz  der  Zeichenreihen  der 
^  und  (p  mit  der  der  Sturrn'sclien  Functionen  zweiter  Gattung  schliesscn 
zn  können,  nach  §  1.  nur  nocli  des  Nacliweises ,  dass,  wenn  eine  der 
mittleren  Functionen  qp  oder  i>  ghnr.h  Null  wird,  die  eiuschliesseudcn 
Functionen  eutgefren|.'esetztes  Zei(-hen  halieii,  und  eben  diese  charakte- 
ristische Eigenschaft  der  ^^yhester'schcn  Functionen  zweiter  Gattung 
soll  im  Folgenden  auf  verscblcdcuen  Wegen  gclblgcrt  werden. 

Sylvester*)  hat  zuerst  gezeigt,  dass  in  einer  Reihe  orthosym- 
Dietriscber  Determinanten 


2^  =  1;  A-^oij;  A 


22 


Om+Ij  On+lf  «•  «M-f  In  f  1 


; ...  Dr 


«11 

••11 

*"  '  ^11  «12  •••  «!»•  ! 


21  "22 


Ort  «rj  ...  «rr 


stot^  Du-i  und  Z^Mfi  von  entgcgengeset/.tom  Zeichen  sind,  wenn  Dn 
verschwindet 

Denn  bezeichnet  man  mit  den  Coefticicntcn  von  ö,,jk  in  M»fi, 
so  ist  bekanntlich 
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Ahm  fli»4-lf» 


oder,  da 


und 


(43) 


Wird  also  Z?n  =  0  fQr  «  «  rjt,  so  wird  für  denselben  Wert  des  # 
d.  b.  es  haben  jQhH  und  Dm^i  entgegengesetzte  Zeichen 


Im  Torigen  Paragraphen  ist  aber  gezeigt,  daas  die  FnnctioDeii 

— —  iiQd       durch  orthosymmotrische  Determinanten  dargeateilt 

werden;  denn  der  Factor  (— 1)**  hebt  die  Orthoiymmetrie  in  Formel 
(41)  und  (42)  nicht  auf.  Diesen  Fnnctionen  kommt  daher  die  be- 
sprochene Eigenschaft  zu;  man  erhftit  spedel) 

(43*)   <fn  n(«) .  yi.-i(«)  -  -3^-7  •         -  ^  j 

(43**) 


uud 

Fix) 
oder  einfacher 


Einen  andern  Beweis  verdankt  mau  Joachimsthal ').  Kach  (35)  ist 


5|  iSi  i^^i 

S2  ...  £m  )-2 


Wir  setzen 
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oi  beMtdiiien  dm  entsprechend  die  Goelficienten  der  flbrigen  Fnnc- 
tiooen  «f. 

Aas  Glcicbaog  (35)  ersiebt  mao  Icicbt,  dass 


l.r  *« 


0  ftr  ji<»^  2ii 

— ilo^»«*»)  für  i  — 2h4-1 

iit  and  diese  Foraeln  h»ichen  ans,  nm  filr  die  FanctioneD  <p  die 

FudunentaleigcDBchafl  nachzuweisen.  Dhidirt  man  nämlich  <pHi2{jr) 
dorcb  7h-|-i(x),  so  erhält  man  den  Quotienten 


oder  kOner 


nnd  einen  Aest  —x',R{x),  indem  wir  die  ganze  Function  »ten  Grades 
setM  wollen,  so  dass 

Um  die  Fnnetion  JI(c)  wirklich  m  hestimsMiii  svBuniren  wir  die 

flir  I;  —  1,  2, ...  r  und  nehmen  in  dem  Resultate  •«■fi-|-9,  t  — n-f  4, 
...  t —  211-^3;  dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  (44)  die  folgcuden  ülei- 
chnngen: 


0—  /••.^^i.+y«-i5»4i+...  4-yo& 
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W€ndlondtt  IM»  Sturm^tekm  f^utcUonen  zweütr  Golimg, 


Verbindet  man  mit  dieseo 

80  fährt  die  EliminatioQ  der  Grossen  y  zu  dem  Resnitato 


,„  Sn  +  2  0 


Sf  ...  Sn^2  0 

^+1  ÄMi2  -  ftull  ^Vfl)  V***^^ 


...  1 

oder  einfacher 


=  0 


^(«+l^ÄW — — vnix)  -  0. 

Daher  fiudet  mau  schliesslich  die  gcwüQscbtc  Gleichung 
Dasselbe  Verfahren  l&sst  sich  anf  die  Fnnctionen  d  anwenden'). 

  • 

Es  sei 

MnltipUcirt  man  beide  Seiten  der  Gleichung  (26) 


Tix) 


Sg      Sf      ...  Sn 

Sf     8n     ...  i^4.i 


iu  der  LV 


mit  T{x)  und  beachtet,  dass  y^a-) .  Vi  sidi  f&r  x 
reducirt  (Gleichaug  (13)),  so  hudet  mau 


auf  -  — 


1^       ...  Sn  ' 

S|  ...  <S»f  1  j 

Ä«— 1       5«      ...  ^2,1-2  j 

0  für  0^  «—2 
(—l)»-»D-*-i für  »<0 


Um  nun  die  Rdation 
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zu  beweisen,  setzen  wir  mit  einer  kleinen  Umstelluug 

t\x)     ^\  Cot«-»)  'x^'^^^  xj  ""««-^W 

und  machen  für  U'{x)  den  Ansatz 

Es  werden  danach  die  Ansdrttcko  Xem'^'^"/  "  gebildet,  die 
fOr  c  =  it,  isn— 1,  ...  t«l  dio  folgenden  ^Gleichungen  ergeben 

0—   . s,  4-y*»+i^+  •  •  •  +yÄH-iÄ« 


EUminircn  wir  ans  diesen  nnd  der  Gleichung 

Jt'{x)  =  y„.  L'„+y»'fi  -  ^         +y^»-i  ^^'2)1-1 

die  Grossen  y,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (31) 
mid  daher  schliesslich 

(47)    ör-HC-^)  =  [ ^C-n-i) +^r'}  Ör-^-i(x) 

Das  Verfahren  bei  Ablettung  dieser  Oldehung  entspricht  nicht 

genan  demjeDtgcD,  welches  zu  der  Gleichung  (45)  führte;  um  die  voll* 
ständige  Symmetrie  in  der  Hcrlcitung  beider  Gleichungen  wahren  zu 
können,  ist  ein  Umweg  einzuscklageu 

Die  wirkliche  Berechnung  (§  1.)  des  bei  der  Division  von  (pu-^2(x) 
durch  gr»'+i(^)  gebliebenen  Restes  zeigt,  dass  in  Ji{x)  der  Cocf- 
ficient  vüu 
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A><'*+»>  ^1/"»^' 
j|*+a«»l«)  j4»fi<*l»)  ulif3«*H> 


ist;  ans  Gleichung  (45)  aber  folgt 

nnd  durch  Gleichsctznng  beider  Werte  von  yu 


Um  diese  Gleichung  weiter  zu  vereinfachen,  bezeichnen  wir  mit 
E  dio  folgende  DetemuDaute ,  in  der  allgemein  nach  einer  Differon* 
tiation  oa    i^t-»  gesetzt  worden  soll 


«II 


Olli 

OS« 


aitifl 


<l«ii|S 


«HO 


Olli 

om-i-si 


•..  aii4SN-i 


aufs» 


4lNtl|-t 

attftMfi 
««•f-Süfl 


Ofi'i-aH-l-s 


Nun  ist  allgemein 


^^(N)  =  (— 1)H  » » 


also 


...  5»-»  *5m-»|2  ... '^f  1 
Sh  ...  £f2w-ft-l  J§2»-k  \  1  ...  I 


and  daher  die  Determinante 
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an; 


dciM^Bi»4.2'  raM4S«|4  daN-|-2ii|-l 


oiicr 


<L  h. 


d 


Fflbrcn  wir  diesen  Wert  in  die  Determinante  dritten  Grades  ein, 
so  ergicbt  sicii  die  mcrkwfirdige  Gleichung 

spccicll  für  ^  =~  0  erhält  mau  hieraus 


Ißt  Hlllfe  dieser  Formd  kann  die  Gleichung  (47)  anf  folgende 
Weise  hergeleitet  werden. 


IKe  Division  von  I^m-w^'>  durch  4^m-«-i(^>  giebt  den  Quotienten 

Cot«"-«)    ,  „  ^^^(m-w-l)  ,C^{m-n)  _  Cot*"-»*)  C/"»-»»"^)  . 


-i> 


nnd  einen  Rest,  der,  abgesehen  von  dem  Factor  x*,  eine  ganze  Func- 
tioii  (»»»—2)  ten  Grades  von  c  ist  VTir  setzen  Jetzt  entsprechend 
dem  Yerfahren  beim  Beweise  Ton  (45) 


Jl,(flp)  =  yN4sOit-|^s+3'Hs^«is+  +s. 


und 


Die  Aosdrttke  ^<m'.  x 
i,r 


-,  welche  wir  aus  den  beiden  vor- 


itebeiid«o  Gleidrangen  bflden,  tiefem  mit  Rlicksicbt  auf  (46)  fttr 
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n  —  2,  > 


System 


0 
0 


«n— 3,  ...  »  =  0,         1,  «  =  —2,  »«—3  folgendes 


1^1  =s 4"y«»4«'Äifi+ ... +y2«+3.iS2H+i  ' 

«—  ynf  2 .      1 1  -f-         .         +  . . .  -|-  y2ti  f  :i .  'So,,  ^  .j 
-£»-3  =  }'»+2.Ä»f2  +  yif+3.Ä»+3+  ...  +y2ii43.'S2ji+3. 

Hierzu  schreiben  wir 

und  erhalten  durch  Elimination  der  / 


0  Si  ...  *Sh+2 

0  ... 

0  Stt-l  Stt^i  ... 

—  Z-l  5»      Sn^l  ...  *S2h  J  1 

— i-2  iSh+I  •••  '88i»+2 

— i^42  ...  i%»f  3 

— ?7h+2  i/n+S  ...  Ü2Hi^Z 


=  0 


Es  ist  aber  (s.  Gleichung  (31)) 


i-i  =(—1)"  -i/^o^«-«*)  — 


und  daher  wird  das  Kcsultat  der  Elimination  einfach 


Der  Ansdnick  Air  X  «  Iftsst  eich  in  Detenninaiiteiifonii  seUen 
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,  til)"  

—  Co^«  «-i)Cij\"»-«-*)' 


Bezeichnet  man  ferner  die  Determinante  g^^;;^  »"^^ 
findet  ^ch 


d.  h. 


nnd  daher 


»  i>^(*»-») 


fin 

n(».-ii-l)  +  1.-1) 


Der  Vergleich  der  letzten  Dcterminantü  mit  der  iu  (48*)  zeigt 
die  Identit&t  beider  i  daraas  folgt 


nittliin 


und 


(47)    Or-C»)  »  1)  +  //i^^  -^'(x)^ 


Litteratnr. 


1)  Sylvester  im  Art  11.  seines  Ansatzes  snb  f  1. 3);  vergl.  anch 
Brioschi,  DetermiBanten  pag.  62. 

2)  veigl  sab  §  7.  1)  pag.  307.  —  Kinc  andere  Ableitung  dieser 
Gleicimg  giebt  Jacobi  „De  eliminatione  fariabilis  e  dnabns  aeqoa* 
tiooibas  algebralds''  (CreUe,  Band  15.  pag.  123) 

3)  Hattendorf  iu  seiner  Dii>sertaüon  pag.  '6^. 

4)  Bitteldorf  in  der  iweüen  Anflago  pag.  35. 
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Jüacbimsthal  gicbt  eine  andere  Ableitung  der  Glcichuug  (47), 
die  liier  um  so  weniger  übergangen  werden  soll,  weil  sie  Gelegenheit 
bietet,  auch  die  weitem  Untersuchungen  Joachimsthars  auf  unsern 
Fall  auszudehnen.  Joachimsthal  weist  nämlich  zunächst  nach,  dass 
eine  der  Gleichung  (45)  ühnliehe  Relation  für  eine  ganze  Classe  von 
Functionen  besteht  und  zeigt  sodanu,  dass  zu  diesen  auch  die  Func- 
tioncu  ^  gehören. 

Es  8^ 

0     i^rf  i)         a-r  1 2)     i}  a-*) 
dF 

mid  F\x)    ^»  80  dass  also  unter  n  die  wesentlich  positive  Zahl 

verstanden  wird,  welche  angiebt,  wie  oft  tu  unter  den  Wurzeln  von 
F{r)  «=  0  enthalten  ist  Wir  bezeichnen  ferner  mit  lix)  irgend  eine 
rationale  Fuuction  von  von  der  wir  nur  dies  Zweifache  voraus- 
setzen : 

1)  dass  sie  für  alle  rcellcu  Werte  von  x  stets  positiv  bleibt,  und 

2)  dass  sie  für  keinen  Wonelwert  von  7(«)    0  verseliwiodet. 

Setzen  wir  cudlich  noch 

uud 

80  belillt  naeli  f  1.  der  Storm'sche  Sati  für  die  Beihe  der  Reste^ 
welche  man  nach  Analogie  der  8tnmi*8chen  Beste  iweiter  Gattung 

aus  T{x)  und  %^{x)  oder  aus  T{x)  und  %%{x)  ableitet,  seine  Gflltigkelt. 

Wir  nehmen  zunächst  X^i»)  zum  ersten  Divisor,  mnltipUcireii 
aber  T(m)  and  %M  vor  Ausfahrung  der  Division  mit  dem  conatanten 
Factor 


(ii....iyx.t...» 


80  dass  sie,  wenn  man  noch  rar  AbkOrrang  mit  2»  beseicbnet, 
ftbergehen  bes.  in 
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(-1)'  a      ... ^ .    (i  -  ^  )  ( 1  -    ...  (i  - 1) 

^    \XjXg    (TrJ  *iarj    afr\      scj\      rj     \  «r/ 

und 

dc'im  Dach  (13)  ist 

Fflr  die  vorstehenden  Ansdrflcke  von  und  <Pr-i  findet  man  nach 
Analogie  mit  (35)  die  Determinanten 


...  1 


^r— 1  Xr     ..-  ^Sr— 2 


Diese  Darstcllnngen  zeigen,  dass  auch  für  die  Functionen  9  die 
Relation  (45)  bestehen  bleibt.   Setzen  wir  daher  allgemein 


2^3     ...  -£"»»4^2 1 

ar"  «»-1  ...  1  I 

und  bezeichnen  der  Reihe  nach  mit  ^lo^"),  ...  An^^^  die  Coeffi- 
cienten  in  den  nach  wachsenden  Potenzen  Ton  x  geordneten  Function 
^n(^),  so  ist 

(  J      +  \  {  AM  2)  \  i 


Wir  erhalten  so  den  Satz: 

TtU  LIXL 
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„Die  Functiouen  Orix),  <!>,— i(a;),  ...  O^ix),  (^i(x),  1  könrn'n  zur 
liestimraung  der  zwischen  zwei  reellen  Grenzcu  liegenden  Wurzeln 
von  <Pr(a")  =  0  oder  /'(x)  =  0  benutzt  werden.'' 

Wir  begegnen  hier  znm  ersten  Male  der  Tatsache,  dass  es  un- 
endlich viele  Reihen  von  Functionen  giebt  (wie  man  unendlich  viele 
Functionen  jjix)  mit  den  angegebenen  Eigenschaften  bilden  kann), 
welche  den  Stunn*8chen  Functionen  ftqnivalont  sind.  Man  gelangt 
von  diesen  allgemeinen  Functionen  0{x)  zu  den  q>(x)  zurflck,  wenn 
man  jjin)  der  positiven  Constanten  n  gleichsetzt;  —  man  wird  aber 
auch  die  Functionen  9{x)  aas  Ihnen  ableiten  können,  wenn  man  mit 
^>,(x)  solche  Transformationon  vornimmt,  dass  die  Function  Zi{x) 
erster  IMvisor  wird. 

£s  ist  nAmUch 


Xi  Xu) 


x(    1      LV_aA1  {h^^,---^>-2Y.{x,X^...Xr-2)'^r^ 
U-l  Xr  j  ~    W  't  "'  'rj  '    {r^CxJ  .  'J\{X^) ...  'J\{Xr-.2)\  *  ^ 

/II       1  y  (f^£,...gr)«.(a-^a-8...«v)«^-^   ./II  IX« 

Diese  Ausdrücke  werden  in  di^  Summenformeln  für  die  Func- 
tionen <P  eingesetzt ;  man  erhält  so 


Digitized  by  Google 


Wendlandt:  Die  Stürmischen  Functionen  zweiter  Gattung.  51 

<I>r-M  = 

X4^^...M7X-  ')...(!--) 

/     jwZl     Xr»/1_    1^ Vf— '^-^ a-r-l  (f,fy...fr-l)^.(r^y....y.-l)'-'-4 

^  ^  (x|  arj  *"  xr-i)  »r) 

1  -  - 

Wir  lassen  den  gemeiosamen  Factor  aller  ^  fort  nnd  vertauschen 

lk\T  '''^^^  2  eine  sonst  beliebig«  rationale 

Fnnetion  von  x  becelcbnet,  die  nur  den  obeu  crwäbutcu  Vorans- 
setzungen  gcuügt.   Sotzou  wir  dabcr  allgemein 

(15.)  ö,.„w=(_i)..iö&.&.«(ii-..L\Y,_  '  Iii-'-) 

so  ist  auch 

«ad  für  die  Functionen 

ör(«),  ^r-i(«),  ...  6,(af),  eo(«) 

gilt  der  Stunn'.sihe  Satz.  Ist  endliili  spocioll  yin)  -  so  wird 
fir-*A-r)  zu  0r-«U)  und  die  üleicbung  (47*)  gebt  in  (47)  über,  wenn 
irir  iu  ibr 


4* 
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setzen. 

Litteratar: 

Die  §  7.  1)  crwäbnto  Abhandlang  von  Joachimstlial  (pag.  40). 

§  H. 

Aas  der  Gleichang 

(11*)  «««^D .  y„(x)  =  l\{x) . ff,  2„-i  -  7'(ar)  .  ^„-i 

folgt,  wenn        -» «(9i9«t-i)  gesetzt  wird, 

(49)  '   ^«(x*)  =  M*(fl,fl«-i)* 

für  X-  —  1, 2, .«  r,  WO  «ft  den  Wert  -^^^jizü  hat  und  ontcr 

iuia»-i)t  der  Wert  verstanden  wird,  welchen  9,911-1  ilür  «  =  7»  an- 
nimmt Eliminirt  man  ans  den  r  Gldehungeu  (49)  nnd  ans  der 
Gleichung 

die  r-f-l  Coefticieuteu  von  7\,(x)  und  9,711-1  und  cutwickelt  die 
Determinanten,  welche  den  Zähler  und  Nonner  von  n  bilden,  so  er- 
hält man  die  Canchy'sche  Formel  (22),  aus  der  sich  dann,  wie  im 
§  4.  gezeigt  wurde,  die  Ausdrücke  der  ^  uud  9  durch  die  Wurzeln 
der  Gleichung  T{x)  0  ergeben.  ~  Bleibt  man  aber  bei  den  un- 
entwickelten Determinanten  stehen,  so  werden  die  Functionen  9,911-1 
nnd  Th(x)  direct  als  Beterminanten  gefanden.  Diese  Herleitung  liefert 
zugleich  einen  neuen  Beweis  dafür,  dass  die  Zeichenreiben  der  bez. 
durch  die  Gleichungen  (35)  nnd  (26)  definirten  Functionen  9  und  B 
den  Zeichenreihen  der  Sturm'schen  Functionen  zweiter  Gattung  äqui- 
valent sind. 

Wir  eliminiren  aus  den  r  Gleichungen  (49)  zuerst  die  (r  —  u) 
Coefticienten  von  Tnix)  uud  danach  aus  den  uach  der  Elimiuation 
erhaltenen  Gleichungen  und  aus 

(:)())  r/,*z„-i  -  V'"*^+«/""*^«+ai^*""'^«*+."+«i«-i^""'>«*~* 
auch  die  »  (^fdcienten  von  9i9n-i. 
Nach  (49)  ist 

^^^^  iTr  r(a-*)""if,  rv*) 
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(52) 


Die  Partialbnicluscrlcgiing  giebt  dio  Identitftt 


Entwickelt  man  beide  Seitou  der  Gleicbuug  (r)2)  uach  fallenden 
Poteuzeu  vou  ^,  so  bcginut  die  lieilie  links  mit  einem  Gliede,  welches 

^  enthält,  es  mflssen  daher  alle  Glieder  der  rechten  Seite,  welche 

mit  einer  höhenu  Pounz  von  r,  als  der  »tea  mulUpUcirt  sind, 
identisch  veiöchwindou,  d.  h.  es  muss 

-  0  sein  für  t  —  «—2,  n— a,  ...  2,  1,  0 

Es  ist  also  nach  (61)  auch  woim  man 

l,r  (n) 

(k  T'(xk) 

für  mr  seinen  Wert  -^^2<n-i)  sobstitnirt, 

(51,,      i^'-'^L^r^'  -  0  für  .  =  «  - 2,  n- 3,  ...  1,  0 

Hiorans  ergieht  sich  mit  Rücksiclit  auf  die  Detiüitiousgleichuug 
lür  ^q$k^i  das  folgende  System  von  Gleichungen 

(53)      I  +...+ir«.if^i>i%  -0 

( V«-i)iSita-a+«i<*-»'i^-8+.-+«ii-i<"-*>fiU-i  -  0 

Aas  diesem  folgt  in  Yerbindnug  mit  (ÖO) 


Sn-1  8n 


1 


8m  Sm^l  ...  Sht-l 


Es  sei  •/./'-"'  die  Cunstauto  in  J'i,ix)\  wir  finden  fUr  diese,  wenn 
wir  in  (52)  x  =  0  setzen,  den  Wert 


»„(— 


oder  nach  (51) 
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«  (r-M)  — _  i  «t.fa <y..~i)fc  i gt.(gigH-i)> 

also  entwickelt 

\'erl)iudcii  wir  diese  Gleichung  mit  dem  System  (ö3),  so  erhalten  wir 
die  Kelatiou 

(54)  —  yo^'  -»>        —  V'-^>  ^* 

daher  ist  ancli 


(55) 


^»  ^  ^  •••  ^'»-fi 

Es  bleibt  noch  der  constante  Factor  — —  zu  bestimmen. 
Die  Gleichungen 

a>2(«-2).  2;,-i(ar)  —  T^ix) .  <jr,  gw-S  —  T(») .  g»-2 
geben  mit  Rücksicht  darauf,  dass 

qi  qn~2>qfqn-l  —  999n-2.9i  qn-l  =  ist: 

Die  constanten  Glieder  mfissen  beiderseits  dieselben  sein 

Die  EliiniiKitiou  von  «0^"-^'  aus  der  letzten  Gleichung  und  aus 
(04)  fuhrt  zu  der  Kccursionsformel 

1  Jn 


Nun  iät  die  Coustante  in  'J\{x) 


(f-1) 


also  allgemein 


^2« 


yo 
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Es  mitencheidet  sich  also  ^tg^-i  von  der  durch  Gleichung  (35) 
definirton  Function  9n-i(«)  nur  durch  einen  stets  positiven  Factor. 

Man  kann  Tn{x)  in  analoger  Weise  wie  7,711-1  ableitou;  doou 
ans  der  Gleichnng  Tnifk)  »  uk,(qig.H-i^k  folgt  auch 

....  l  n'.  (qtqn-l)t       *  ««.  n(xk) 

(51a)  z  'Irvir"  "  fr 

Die  Partialbruchzeriegnng  von  ^j!^  zeigt,  dass  die  linke  Seite 

tl<T  (ileichung  (.'»la)  den  Wert  Null  hat  für  i  =»»  0,  1,  ...  r  — «— 1 
und  deu  Wert  — ag("-^)  für  *  =  — 1,  also  ist 

/>;i«.\         *,^i^^'H^£*)  _  (  0  für  /  =  0,  1,  ...  r  — n— 1, 
^   ^       U     ^ '(^*)  ~  l  -V«-!)  für    -  - 1, 

Oder,  daitt=-.^,_i^. 

»  jrtV  rjxi)         I  0  für  i  2rj  — 1,  ...  r  +  n-3, 

:/i(xik).  2  '(a:ik)  "  i  -ttof-l)  für  k  -  2«  — 3. 

beizen  wir  daher 
viid  bezeichnen  noch 

•0  erhallen  wir  dies  System  von  Gleichungen 


(56) 


und 

(56^ 

— «o*"*  =  yr-•l<•■-■J.^r-l•fl  +  ^-ll-l<'-•>.rr-lH-«+•••+yo*'""*•«^'-2»f^ 

Wir  snbstituiren  die  Werte,  welche  sich  aus  (56)  für  die  Yer- 
hlltttisse  der  Coeffidenten  von  Tnix)  ergeben,  in  den  Ausdruck  für 
TtM       finden  so 
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TM  - 


To 


(r-») 


Vr-u  r>r-u\\  ...  V2r-2n 


»3 


...  tV— II 


fr— »  ir-M^-l  •••  t72r-2n-l  i 

Znr  Bestimnraiig  des  constaaten  Factors       -  crgiebt  sieh  ans 


(56)  und  (56^^)  die  Formel 

d.i.  "-y^(.i.^i)igr-H  (da  «r^(»-i).yo<'-'*+*>  =  l  (pag.54)) 
durch  deren  wiederholte  Anwendang  man  zeigt,  daes 

ist  IBs  ist  daher  die  durch  die  Determinanten 


(-1)« 


...  '-.-^-fi 

rg      i'j    .      ...  rr-Mf2 


(n  =  0,  1,  ...  r) 


dargestellte  Fnnctionenreihe  der  Sturm'schen  zweiter  Gattung  äqui- 
valent 

rm  aber  T„{x)  (bciKso  wio  durch  liuc  Detcmiiiiantc 

utcu   Grades   darzust ollen,    crsetzcu   wir   iu   (ö2)    ^'«(üt)  durch 


«»(gi«A-i)» 


T{X) 


oder 


es  wird 


r«(a;) 


—  5^  =  «o<"-»>.  1^-1+ f^«-a+...+«*-i(»-^).  t/'» 


wo  wieder  mit  Ui  die  Summe  .2 


hezeicbuet  ist  Ver- 


bindet  man  diese  Gleichung  mit  dem  System  (53),  so  si^t  man,  daas 
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(H-1) 


S,i~l  Sh      ...  *?2«— 2 


ist;  hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  obige  Constautcübcätimmang, 
Tu(t) 

bis  »nf  emen  vesentliGb  positiven  Faetor  mit 


2\x) 


(26) 


ftbefeinstimoit 


Littoratnr: 


Die  in  diesem  Paragn^en  gegebene  Uerlcitung  ist  eine  Spocia- 
finniDg  der  Untersncbnngen  Jacobi's  in  dem  Anfeatze  §  8.  2)  — 
Man  Tergleiehe  noch,  besonders  bezflgUch  der  Constantenbostimmnng 

Brioscbi  „Sur  Ics  fonctions  do  Sturm ^  (Konvelles  Annalos  de 
Ifatli^matiqnes.  T.  13.  pag.  71).  —  Den  aUgemeineron  FaU,  dass  der 
erste  DiTisor  von  dnem  nm  e(e  >  1)  niedrigeren  Grade,  als  F(x) 
ist,  behandelt  Briosehi  in  gl^cher  Weise  in  dem  Anfealze  S  6.  2) 

pag.  304. 

Ueber  die  Darstellung  von  '/'„(x)  durch  eine  Determinante 
(r  —  >i-i-l)tcn  Grades  vergl.  Kronecker:  „Uobcr  die  verschiedenen 
Stürmischen  Rcilieu  \  (Monatsberichte  der  Berliner  Academie.  Februar 
1873.  pag.  124  and  1^0). 


§  12. 

Ein  anderes  Verfahren,  die  Functionen  (p  und  i>  direct  durch  die 
Determinanten  in  (35)  und  (26)  darzustellen,  geht  von  der  Entwick- 
loDg  des  Ketteobmcbs 

in  eine  Beihe  aus. 
Wir  setzen 
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^  z — »  also,  wenn  »  <C  r, 

odor,  da  '^^9^  ist. 

Bcrüeksicbtigt  mau,  Jass 
ist,  so  erhält  man  ans  der  letzten  Gleichung 

(57)    -  («0^  +  «li'Oa;  4- ...  +  a„(«)a:»0 .  (ß^  +  -S,«  +  ;%a;«+ ...) 

=  h  '/i  (/n  i  ———————  -4-  ...  . 

Auf  der  rediten  Seite  von  (57)  beginnt  die  Eutwicklung  nach 
wachsenden  Potenzen  Ton  x  mit  dem  Gliede    /».-ng^^M  es  müssen 

daher  links  zunächst  die  Coefticicuten  von  x",  x\  ...  a:"", ...  a:"~*  gleich 
Null  sein: 


(5ö) 


V»>.5h    +«,(»»).5;-i+...+«rH-iW.iS|+/JH-l<»>  —  0 

Diese  Gleichungen  reichen  zur  Bestimmung  der  Coefticienten  in 
92<7n  ans,  sobald  man  die  Coefticienten  von  q^qn  gefunden  hat;  sie 
bilden  eine  Erweitemng  der  Recursionsformel  (33),  die  aus  ihnen 
henorgeht,  wenn  n  —  r  gesetzt  und  auf  beiden  Seiten  mit  FA,x) 
multiplidrt  wird.  Denn  da 

F{X)  ^  Fr{x).q,qr 
Fi(x)  =  Fr{x).q^q;r 

80  ist  allgemoin 
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ttk  —  «»W.FrC«) 

Femer  müssen  auf  der  linken  Seite  \on  (57)  auch  alle  Glieder, 
welche  die  rotcuzeu  x",  x»*!-^,  ...  ac^^-J  euUiaitou,  verschwindeui  dies 
giebt  die  Gleichungeu 


an^*'lSi+au^ii»).6^    +  ...4- V"^.'^+2  -  0 


Stellt  maa  mit  dem  System  (6ü)  die  Gleichuug 
zosammen,  so  findet  sich 


>n  » 


n-1  1 


Durch  Vergleich  der  Goefficienten  tob  in  (57)  gewinnt  man 
die  Relation 

a«t»>.Ä«f  1+  a«-i<")^  ja+.,.-|- V^'-ÖSh+i  =  —  j^j(^|T) 
aus  der  in  Verbindaug  mit  (5'J)  dio  Rccursiousformel 

1 


(61) 

erhalten  wird. 


Nan  i»t  uach  (60)  (/^ 


9  1 


=-  ffi+i^iJ",  also  «1  =  ö( 


0  » 


sodaiiu  ist  ^0        Coostante  iu  l\(x)  gleich  der  Con- 

staaten  in  r,(«)  d.  i.  — — nach  (13),  also 


m        1  * 


Daher  hat  man  nach  (61)  allgemein 
(62)  •  . 


(if,^f,/^5...  _1_ 


0^(21.-1-1)  
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Diese  Formeln  zeigen,  dass  (Zi^h,  abgcsobcu  vou  ciocm  wesent- 
lich positiven  Factor,  mit 


(35) 


Vu{x)  =  (-1)" 


5,  ...  Sn^\ 

Sf  ...  ^«^2 

^M-^-l  ...  ^2h 

flf"~*  ...  1 


identisdi  ist 


Da  man  aus  diesem  Wert  vou  q^ui^r)  leicht  seinen  Ausdruck  durch 
die  Wurzeln  vou  F(x)  ■=  0  ableitet,  so  kann  mau  zur  Bestimmung 
vou  ör-ji(j)  sich  hier,  wie  auch  im  letzten  Paragraphen,  der  Methode 
des  Herrn  Prof.  Steru  (§  4.)  bedienen ;  mau  erhält  dauu  freilich  für 
dr^nix)  die  Darstellung  durch  die  Wurzeln. 

Um  im  Anschlufis  an  die  vorbeigehenden  Betrachtungen  Br-ni*) 
sofort  als  Determinanto  anfznsteUen,  bemerken  vir,  dass  nach  (11) 


ist  Entwickelt  man  die  rechte  S^to  dieser  Gldchnng  nach  wachsen- 
den Potenzen  von      so  beginnt  nach  (57)  die  fidhe  erst  mit 
es  wird  also 


oder 


Wir  vertauschen  iiier  die  Reihenfolge  der  Suomiation  und  setzen 

^  1 

ftür  S  — TTT-  den  uleichgeltendcn  Ausdruck  ?  r;  dadurch 


E      , .     den  gleichgeltendcn  Ausdruck  j  r; 


verein&cht  sich  die  letzte  Gleichung  zu 


Ans  dieser  und  dem  System  (59)  folgt 
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F(x)    ^      Jh    St  ...  8n^2 

S»     Sh  f  1  Sin 

und  daher  ist  bis  aaC  eioen  positiven  coostantea  Factor   ^^^^  gleich 


(26) 


St 


...  «Si  f  I 

...  t>n  \  2 


Su\-\  ...  ^2iJ 

Litte ratur: 

Das  in  diosom  Paragraphen  eingeschlagene  Verfahren  verdanke 
ich  einer  Mitteilung  des  Herrn  Prof.  Stern.  —  Vergl.  noch  Hanckcl 
.^lieber  die  Transformation  von  Reihen  in  Kcttonbrttche^^  (Schlöniilcb» 
Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  7.  Jahrgang,  pag.  338). 


§  13. 

Die  Fnnctioneii  ^,  ^,  ^  sollen  endlich  unmittelbar  durch  die 
CoefBdenten  Ton  F{x)  nnd  FJi»)  ansgedrttckt  werden.  Wir  ersetsen 
sa  dem  Zwecke  die  Determinanto  «ten  Grades  in  (27)  durch  die 
folgende  vom  Grade  2»— 1 


♦—•W  -  (-1)- 


1  0  0  ...  0  0  0 

0  1  0  ...  0  0  0 

0  0  1     0  0  0 

0  0  0     1  0  8^ 

0  0  0     0  8^ 

0  0  0  ...  0  8^ 


0 


...  8n  8^1 


0    0    0  ...  0    ^.1  8n     ...  8tm~9  Sam^i 

0  0  0  ...  0  Vn    Vm^i ...  Ka».9  FiM.i 
Der  gew&hltcn  Bezeichnung  zufolge  ist  Vi  —  F{x) .  Ui,  also  nach  (32) 

addiren  wir  daher  die  erste,  sweite,  ...  (2ii— 2)te  Horiiontahreihe, 

Fix)    F(m)  F(x) 
aacbdem  dieselben  bez.  mit  -jj^t  ^_|t      -  — -  multiplicirt  sind, 
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1 

zur  letzten  Horizootalreihe  und  nehmen  ans  dieser  den  Factor  ^2^7,— f) 

vor  die  Dctcrmiaaute,  so  wcrdcu  dio  Elemente  der  IcUteu  Horizontal- 

reibe 

Fix),   xJ'ix),   x*,F{x),  ...  a^*-^,Fix),   — a;"-l./i(«),  — x"-2/l(a;),  ... 

—x.Fi(x),  — F,(a?) 

Hierauf  addiren  wir  zu  jeder  der  übrigen  Horizoutulreihen  die  sämmt- 
lidien  über  ihr  stehenden,  welche  wir  zuvur  der  Keihe  nach  von  uuteu 
nach  oben  mit  a^a^  ...  nuiltipliciren,  und  bcniitzeu  zur  Reduction  der 
80  erhalteneu  Klcmente  die  liccursionsformel  (33).   Abgesehen  von 

1 

dem  stets  positiven  Factor  -211-2  ^^'^ 


(63)  ^m-H(^)-» 


1      0  ».0 

0 

0 

...  0 

a|     1      ...  0 

0 

0 

•„ 

44     Ol     ...  0 

0 

0 

... 

On-S  Om-S  »'  1 

0 

h 

...  ^~S      ^to— 2 

...  ^—8  ^—1 

ün     On^i  ...  «j 

...  iM.i  bw 

OSr— 8        4  .••  Oh*- 

F(x)  x.F(x)...^- 

'KF(x)  al^KFj(x)  af»-».Fi(«) 

...  0.F,(«)  FJx) 

Mau  erhält  aus  der  DctermiDautc  in  (03)  1)  fpn^i{x),  wenn  man 

0  statt  F{r)  und  1  statt  2)  T^'«-2(a-),  wenn  man  umgekelirt 

1  statt  F{x)  und  0  statt  F^{x)  setzt.  Mau  findet  forner  3)  das  con- 
stanto  Glied  von  Om-«+i(jr)  oder  q>„-\{x)^  J„_i,  wenn  man  die  letzte 
Horizontalreihe  und  die  letzte  Yerticalreihc  streicht  (wodurch  die 
erste  Horizoutalreihe  und  die  erste  Verticalreihe  zugleich  mit  weg* 
fftUon),  4)  den  Coefhcientcn  der  höchsten  Potenz  in  rpn^\{x)^  wenn 
jnaii  die  letzte  Horizontal-  und  die  nte  Verticalreihe  fortlässt,  auch 
die  restirende  Determinante  (2n  —  l)ten  Grades  mit  (— multi- 
plidrt.  Um  endlich  5)  den  Coefficienten  der  höchsten  Potenz  in 
dw.N(ff)  zn  bilden,  streiche  man  die  letzte  Horizontalreihe  und  die 
nte  Yerticahreihe  nnd  mnltiplicire  das  Besdtat  mit  (— 
ebenfalls  streiche  man  in  der  Determinante  (63)  die  letzte  Horizontal- 
nnd  die  (n— l)te  Verticalreihe  nnd  mnltiplidre  den  Rest  mit  {r-l)\am\ 
die  Summe  bdder  Resultate  giebt  den  höchten  Coefficienten  in  ^m-N(«). 

Damit  der  Sturnfsche  Satz  auf  die  in  (63)  dargestellten  Func- 
tionen Anwendung  linden  kann,  identiticireu  wir  am  einfachsten 
Fx{x)  mit  F'ix),  Dann  ist  hr  »  (r-^l)aff  1  und  daher 
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1 

A«8  dieser  Determioaiite  leiten  uch  die  ttbrigen  GfrOssen,  genau 
ihe  Torldn  tni  (63)  nb. 

Litterntnr: 

Cayley  „Nouvelles  Recherches  sur  les  fonctions  de  H.  Stantt** 
(UonviUe.  Joiirual  T.  13.  pag.  269).  Das  Vorzeichen  von  Cayley's 
Functionen  Inrichtigt  Iliittiutlorf,  Dissertation  §  9.  —  Vergl.  noch 
Biioschi  in  der  Abhandlung  unter  §  11. 


S  14. 

Aurh  <lie  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Ansdrflclce  kOnnen 
direct  erhalteu  werJeu.    Setzt  man  nämlich  in  (11) 
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uud  beachtet,  dass  die  uicdrigste  Potenz  vou  x  auf  der  Unken  Seite 
die  2(m  —  l)te  ist,  dass  also  auch  auf  der  rechten  Seite  (his  constanto 
Glied  und  die  Coefticienten  von  x,  x^^  ...  a^^"-^  verschwinden  müsseu, 
so  ergobea  sich  folgende  Gleichungen 
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lii?zcicbuet  mau  daher  mit  Ai  und  in-i  die  Determluanteu 


1 
«1 


0 
1 


...  0 
...  0 
...  0 


0 
0 
0 


0 
0 
0 


...  0 

•••  ^0 
...  bt 


0«         Oll»!  Of 


0 


h 


...  bn~Z 

... 


oaM-s  ...  a«-i        &ii*2        ^-i  ... 


0 
1 


...  0 
...  0 


0 
0 


0 
0 


0 


02h-4   a2«-6   ...  *»-2  ...  ^2h-5  ^-4 


SO  wird 


odiT  wouu  .lo  »1,-1  gcuommca  und  der  stets  positive  Factor  r^'»-^) 
uuterdrückt  wird, 

(65)  ^••-•iW  =  Dh 

Es  ist  nofh  zu  zeigen,  dass  diese  Funition  mit  im  Vor- 

zoicheii  übereinstimmt.  Da  ^m-i.(a*)  und  (fu[j)  dassell>e  constante 
GUedf  ^11,  haben,  so  fiudct  mau  hier  wie  im  §  3.  die  KcJatioo 

aus  der  folgt,  dass  die  coustanten  Faetoren,  durch  welche  sich  die 
IToucticuen  F  von  den  FunctioDCu  i>  unterscheiden,  silmmtlich  das- 
sel)>e  Vorzeichen  haben.  Nun  unterscheidet  sich  aber  das  constante 
GUed  in 


1 

V 


1  0  ^) 
Ox 

«f  *i 


mnr  dorch  den  positiven  Factor  7  -=  von  der  Gonstanten  in  <^m.2(x), 

es  hahen  daher  überhaupt  die  durch  (6.'))  dargestellten  Functionen 
mit  den  Functionen  F  gleiches  Vorzeichen.  —  Die  Gleichung  (65) 
ist  identisch  mit  (63). 

TMl  IXQ.  6 
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Litteratnr: 

Jacobi  {is;5()  sub  §  9.  2)  pag.  110),  Sturm  (ls42  sub  ^  2.  2) 
pa^.  uml  Sylvester  (isr).3  sub  §  2)  im  Art.  2.)  bemerken,  dass 
die  2/<  — 2  licJinguugsgleichungcu  zw  im  lu  u  den  roefticieiiten  von  , 
(p,t-i(-r)  und  ti'»_2(j),  welche  sich  unmittelbar  aas  der  Fuuctioual- 
gleichung  ergeben,  zu  einer  directeu  Bestimmung  der  Functionen 
^,rt_„(ir),  (fu-iix)  und  t/;,i  (von  einem  constanten,  allen  drei 
gemeinsamen  Factor  abgesehen)  him*eichcn.  Hattendorf  (Dissertation 
§  10.)  hat  zuerst  dieso  Ucrleitungeii  wirklich  durchgeführt 


§  15. 

Bei  dorn  gowöbnUchcD,  bisher  betrachteten  Verfahren,  die  Sturm- 
seben Reste  2n  bilden,  wurde  die  Division  stets  so  weit  fortgesetzt, 
bis  der  Quotient  ein  Binom  darstellte.  Man  kann  dagegen  auch  jode 
Division  schon  nach  einmaliger  Ausfahmug  derselben  abbrechen. 
Dann  erhält  man  folgendes  Schema 

r/,      «cf,    .TT,  5       Ws      —«8  .üi 

=«4    .ITß     +« .^j  ;       WS      —«5    Ma  +x,Wj 

(CO)  

=  «an— 2.  H  2h-i-|-«*  i'a» ;      H'2»»-i  =  «»2«  -1.  l/'2w+ar.  W2i»-i 


dem  der  Ketteubruch  entspricht 
F(x)  « 

«2i-— 2H   (r  ^  m) 

'  02r-.l       ^    <1  ' 

Wir  nehmen  an,  dass  in  keiner  der  Functionen  f/ und  ir  das 
constanto  Glied  und  der  Coefticieut  der  lioi-hsten  Potenz  von  x  ver- 
schwinden,   t'nter  dieser  Voraussetzung  ist        vom  Grade  m  —  1, 

vom  Grade  m  -  2  und  allgemein  jede  Function  r  von  demselben 
Grade,  wie  die  ihr  vorhergehende  Function  IT,  jede  Function  W  aber 
von  einem  um  1  niedrigerem  Grade,  als  die  ihr  vurlu  rgeliende  Func- 
tion U.  Ist  der  gemeinsame  Factor  von  und  J'\{y)  vom  Grado 
m  —  r,  80  ist  IHv-i  die  letzte  der  Functionen  U',  Uj,-  die  letzte  der 
Functionen  (7}  Uir  ist  jener  gemeiuschaftiiche  l?*actor. 

Um  die  bei  diesem  Y«rfiihren  auftretenden  Functionen  mit  den 
Stnrm'schen  Functionen  zweiter  Gattung  in  Beziohung  sn  setzen, 
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olimimren  wir  aus  (66)  die  U  and  vergleichen  die  entstehenden  Glei- 
chungen mit  (3) ;  es  findet  sich 


Bezeichnen  wir  mit 


«0     ii  "n 

*01  *n 


««1 


ff  III  die  Cocffieionton  von  /•'(^), 

...  bm^i        die  Cocilicicuteu  von  f\(x)^ 


eJ^^'^K  cjts»-«,  c,(*«-*),  ...  cta-H<***-*>  die  Coefticienten  von  HWi, 
*'o^-"\  c^(2«)^    ...  «Tm-nt^")    die  Coefilcienten  von  hin 

in  der  Reihenfolge,  wie  sie  wachsenden  Poten/iMi  von  x  entsprechen, 
ao  erhält  man  unmittelbar  aus  dem  Gange  der  Division  znr  Berech- 
nang  der  Coefiicienten  die  Itecnrsionsformel 

wohei  c<(*^)  =  a$  und      »     nnd  fOr  den  Tcilnenncr  ot  den  Wert 

Die  Einführung  dieses  Ausdrucks  in  (67)  giebt  die  Formel 

1     I  co{*H)  V») 


(67«) 


durch  deren  wiederholte  Anwendung  man  jeden  Kest  dircct  durch 
F(x)^  Fi(x)  und  ihre  Coefficienten  darstellen  kann. 


Zerlegt  man  nämlich  in  der  Gleichung 

1 


Cut*--» 


die  erste  Verticalreilif  iku  h  (07*),  su  /i  rfallt  dir  Detrrniinaute  in 
zwei  Detcrmiuanteu,  welche  sich  zusammeuzieheü  lassen  zu 

^t»-s)  ^j(*-2)  co(*-2) 

Icfat*-^  <^+il*-2)| 
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Zerlegt  man  ebenso  die  letzte  Verticalreilic  dieser  Determinante, 
so  findet  man  nach  einigen  Rednctionen 


1     '    «-r  ' 
et\^^-^  ct^-at*-*)  ft^.s*"'*^ 


Allgemein  zeigt  man  mit  denselben  Mitteln  die  Ucbercinstimmnng 
der  folgenden  Determinanten 


uud 


2) 


Die  wiederholte  Auwcudung  dieser  Transformation  fahrt  Ukt 
1; »  2«— 1  zn  dem  Endresultate 


0 

0 

0 

0 

...  0 

0 

0 

...0 

...0 

,C2„-3<1)      C2,._3<*»      C2«-4(l)      ^2»-4<0)      C2,.-i(l)      r-j,,-^'^)      ...  r»-^^») 
ic«f2»-a^^>  C«+2il-a^^^  tf«+2ii-8^^^  C^I-SM-a^^^  C#4.2,i-4^*^  C«f2M-4^^^  ...  C«.|.»_l<0| 

Um  hieraus  die  Fuuction  W2h-\  zu  bilden,  müssen  wir  die  letzte 

Horizoutalreihc  mit  a:*  multiplicireu  uud  die  für  «  =  0,  1,  ...  m—n 

sich  ergebenden  Ausdrücke  summiren.    Addircn  wir  danach  zu  der 

letzten  Horizoutalreihe  noch  die  Ite,  2te,  ...  (2n— 2)te,  nachdem 

1        1        1  * 
diese  zuvor  bez.  mit  j^**^*  "' «  ™Ql^iplicirt  sind«  so  ergicbt 

sich 

weuu  Dn  die  Deteroiiaaute  darstellt 
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(69)    Dn-^  1 


0 

1 
«I 


0 
0 
0 


0 
0 
0 


dt»— 2  ff»— 2  ^—9  Oh-S 
^M— '1    An— 1  2  <'m-2 


0 


<f2M-8  biH^i     08(1-4  Om-I  ^-8 

Fj{x)  Fix)  ^.Fiix)  x,F{x)  ...  a!»-».Fi(x) 


Nuu  ist 


also  mit  Rocksicht  auf  (68) 


(70)  F^ix)  -  1^2;;^,'^ 


Diese  Gleicbong  zeigt,  dass  die  ZeichoDrcihcn  der  durch  die 
DctcrminaDten  Dn  dargesteUten  Functionen  den  Zdchenreihen  der 
Functionen  Fm(x)  äquivalent  sind. 

Die  Di'ti'riniiiantr  (To)  stimmt  mit         uiul  ((V))  überein-,  denn 

«iio  Dt tenninante  (7U)  erhält  nur  den  Fartur  — wenn 

mau  die  Ite,  ;)te.  ...  (2w— l)tc  Horizontalreihe  nach  ciaaudcr  bez. 
zur  (2«  — 1)  teil,  (2»*  — 2)ten,  ...  »*ten  macht. 


Dies  Yorßüiren  entwickelt  Heilermann  in  seinen  drd  Aufsätzen: 

1H4^  „L  eber  die  Verwandlung  der  Reihen  in  Kettenbrttcbe'^ 
(CreUe  Bd.  33.  pag.  174). 

IK'iU  „l'cber  die  Roste,  welche  bei  der  Anwendung  des  Sturm- 
bcheu  Satzes  vorkommen*^  (Crello  Bd.  4a.  pag.  43). 

1854  „Independento  Berechnung  der  Sturm'schen  Reste**  (Crelle 
Bd.  48.  pag.  190). 

VergL  noch  Sylvester:  „Qu  a  Theory  of  thc  Syzygctic  relatious'' 
art  10. 


Es  ist  meine  wdtere  Aufgabe  zu  zeigen,  wie  auch  aus  der 
Hennite*Jacobi*schen  Betrachtungsweise  die  Gültigkeit  des  Sturm- 
schea  Sataees  Ar  die  Stürmischen  Functionen  zweiter  Gattung  gefolgert 


Litteratur: 


S  16. 
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werden  kann.  Zu  diesem  Zwecke  stelle  ich  zan&chst  kurz  die  Haupt- 
punkte dieser  Methode  zoBammen. 

Während  alle  Forscher  vor  Ilcrmite  Functionen  aufzustellen 
suchten,  welche  die  im  §  1.  unter  1),  2)  und  3)  entwickelten  Kigen- 
sehaften  besitzen,  ging  üermite  von  dem  Trägheitsgesetze  der  quadra- 
tischeu  Formen  aus: 

„Wenn  man  eine  qoadratische  Form 

H  f 

l,r  l,r 

von  den  r  unabhängigen  Variabein  y/j ,  w.,,  ...  u,-,  in  welcher  die 
Coefficienten  {Au.h  —  ^Is.»)  siiniuiliich  reell  sind,  vermittelst  einer 
reellen  linearen  Substitution 

in  eine  neue  Form 

M 

transformirt,  welche  nur  die  Quadrate  der  Yariabeln  enthält,  so  wird 
die  Zahl  der  positiven  und  negativen  Terme  in  der  transformirten 
Form  stets  dieselbe  sein,  welche  Substitution  man  auch  gewählt  haben 
mag/^  (Baltzer,  Determinanten  §  13,  ir>). 

Zur  Bcstimninng  dieser  Constanten  Zahl  führt  am  einfachsten  die 
reelle  lineare  Substitution 

Ml*  «  Vn      a,t+i,„ +  !  +  ««+2.«  ?'n+2  + ...  +0»-.»  «-> 

(ft  =5 1,  2,  ...  r),  welcher  die  Coefficienten 

p»  =  — -    (n  —  1,  2,  ...  r) 
entsprechen,  wenn  «ih.m  die  Determinante  bezeichnet 

(71)  mu,n  ^,,2  ...  Ai,n 

Die  transformirtc  Form  /  enthält  also  so  viel  positive  und  bez. 
so  viel  negative  Glieder,  als  Zeichenfolgen  und  bez.  Zeicbenwcchscl 
in  der  Heihe 

(72)  =  1,  «ij,!  =  ni2,2,  1113,3,  "*«'»«^ 
vorkommen. 
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Es  seien  nun  wie  fi  lilior  von  den  Wurzeln  der  Gleichung  F(x)  =  0 
T, +  1.  ...        ir^^tMnl  welcliu  Wicdcrholuniren  der  unter  einander 

v^  r-^ehit  deui-n  Wurzeln  r, ,  w^.  ...  y,-.  Ikv.eiehnen  w'iv  ferner  mit 
Qi{j-).  gJj-),  ...  rationale»  Functionen  von  .i-  mit  reellen  Coefti- 

eieiitr-u,  mit  «  eine  ]>o<itive  oder  ne'j-afivc  L'nrize  unjzrade  Zahl, 
cndli<h  mit  cü(x)  und  7t{x)  zwei  Polynome,  mit  roellou  CocfticicDteu, 
welche  für  jeden  reellen  Wurzelwert  von  F(x)  =:  0  im  Vorzeichen 
ühfTt  instimmen .  so  führt  die  Hetrachtung  der  für  die  Stanil*8cheil 
Fuuctiouen  „crzeugcnUcu''  quadratiscliea  Form 

(73)  /«-  -   *  .r*«  -  £  £A„..u,,u, 

in  der 

Uk  «  tH.QiUk)  +  u,.p2(j-Jt)  +  ...  +  Ur.pr(ar*) 

aaf  diesen  Satz: 

^Fftr  einen  reellen  Wert  A  von  r  stimmt  die  Anzahl  der  Zeichen- 
folgen in  der  Zeichonrciho  der  Funetiouon  (7*i)  Uberein  mit  der  An- 
zahl der  verschiedenen  coniplcxen  Wurzelimare  von  /•'(.')  f*.  ver- 
mehrt um  die  Anzahl  der  verschiedenen  reellen  Wurzeln,  die  kleiner 
als  h  sind. 

Und  die  Anzahl  der  Zeichonwecbsel  ist  gleich  der  Anzahl  der 
verschiedenen  complexen  Wnrzelpaarc,  vermehrt  nm  die  Anzahl  der 
verschiedenen  reellen  Wurzeln,  die  grösser  als  h  sind. 

Sind  daher  h  und  /•  reelle  Zahlen  und  k-  ^  /<,  so  Heften  zwischen 
X      h  und  X      k-  so  viele  ver-chirdene  reelle  Wurzeln  von  Fix) 
wie  die  Zeicbeureihc  von  (72)  für  x  =  A-  woiügcr  ZcicbenwecUsei  cut- 

Vergl.  Brioscbi :  „Snr  Ics  s^ries  qui  donncnt  le  nomhre  des  racines 

reelU's  des  tMjuatiuns  algebriques"  (Nouvelles  Anuales  de  Mathcma- 
titjues  T.  15.  pag.  264). 

§  17. 

Um  hiernach  aus  den  unendlich  \ielen  Systemen  von  Functionen 
fw«.„  (71).  welche  die  Eiuen-cli.iitcu  der  Stunn'sciien  Kunctionen  hr- 
»»it/rii,  die  vorhin  b<'trachh  ten  Fuuclioneu  abzuleiten,  nehuieu  wir  die 
folgtiudcu  Subätitutioueu  vor. 
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I.^)  Unter  den  Yoraiusetziingen 


wird 


daher 


IMm,»  =  (—1)" 


7(j       ...  Um 

Mjj       ...  Uh  +  I 

Um     M«  +  l  ...  U2,t-l 


d.  h.  nach  (42)  die  Fanction  irm^n  geht  in  die  Sylvestor*8che  Function 
zweiter  Gattung  ipn(x)  Ober. 

11.^)   Setzen  wir  dagegen 

«(x)-r,W,  a=-l 


also 


1  1 


SO  ist 
(76) 


d.  i  «  —  I^M^a-l 


^1     t-'jj      ...  Un 
1/3      ...  Un+l 

ün    Ün-H  ...  I^-l 

d.  h.  nach  (41)  die  Function  v^H,n  ist  in  diesem  Falle  identisch  mit 


der  Sylvester^schen  Fanction  zwdter  Gattung 


Fix) 


Diese  AUeitong  der  Functionen  ip  und  ^  ist  gültig,  es  mögen 
die  Teilnenner  des  Sturm'schen  Kettenhruchs  zweiter  Gattung  sftmmt^ 
lieb  linear  sein  od^  nicht. 

m.^  Hält  man  dagegen  an  der  Voraussetzung  des  §  1.  fest, 
80  kann  auch  aus  der  Methode  Hermite's  die  Gültigkeit  des  Sturm- 
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sehen  Satzes  für  die  Zähler  der  Näheningswerto  des  Stürmischen 
KottenbnichB  zweiter  Gattung  selbst  bewiesen  werden.  Wir  legen  die 
Gleichongen  zu  Grande 

T(x)     =  (ai-]-ß,a).'J\{x)--a».Ux) 
'J\{x)    =  ia^  +  p^x).  Ux)  -  T^ix) 
(3*)   


Tr-l(x)={ar  +  ßry).T,{jc) 

*  xk'^.Tixk) 

Es  ist  £       \  j — r  =  0  f ür  jeden  Wert  von  r  and  die  Summe 

ijr  r  {XkhTiiXlt) 

T  ^-^^L  ^  T  _  i  ^  0,  1,  2,  ...  r— 2, 

t  T'ixtj.TM)      l.r  ^"U»)      1  -1  für  r  =  -  1, 

weil  sie  gleich  dem  mit  negativem  Zeichen  genommenen  Qootienten 
der  beiden  Determinanten 


}1 
1 
'1 


1 


1 


1 


nud 


1 
1 


1 
1 


1 
1 


1 


•••  r  I 


ist*,  daher  findet  man  nach  (3*) 

1  J^^Jj^L-     (  0  fllr  r  —  2,  3,  ...  r— I, 
V  r{xk)/I\{xk)  "  (  -oj  für  r  «  1, 

and  aUgemein 

,-7.  t  ^^7V(yt)  (0  fftr  r-2(.-.l),  2(i-lH-l,  r-2+(*-l>, 
^''^     r(x*).7i(n)  "  ftr  r-2(i-l)-l, 

oder 

_^       ixi^t-^-l.r.Cx»)      I  U  für  r      »;  •  '  -1, 


T\xt),T^ixt) 


\  —  aj«4...a,_i  fiir  r  =  » — 1. 


Die««  Gleichnog  ist  identisch  mit  (51*),  die  aber  auf  ganz  Terschie» 
denem  Wege  gefunden  wurde. 

BeMchnet  maa  mit  fo^'"'^  das  constante  Glied  von  r»(«)  nd 
letzt  mr  Ahkflmng 
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(78)  jS 

so  erhält  mau  mit  Hülfe  der  Kelatioucu  (77*)  sofort  die  beiden 
Gleich  UDgcu 

09)   ^ö:7r(;j)  ^^-Oftr(Ä~0^>0 

und 

!Si  =  —  er, ...  a,_i .  y^^^ 

Am  dem  System  (3*)  ersieht  man  aber,  dass  yo^'~^^  —  ~  i 
daher  ist  anch 

(80)  S,  i 

Um  diese  wichtige  Beziehung  (80)  herzuleiten,  kann  man  auch  ^) 
in  den  Gleichungen 

auf  beiden  Seiten  bez.  mit  n-2C'-»)-».yv+i(n)  und  n«('-»)-i.r,(.rA) 
mnltipliciren  und  von  ^-  =  1  bis  =»  r  suramircn  \  man  crüiUt  nät 
Rücksicht  auf  (7D) 

_      M  n'-^-«.art^'i.  Tijin).  i(xk) 

(ÖO) 

.s-cr,>i.2.^  n^tyr^) 

und  daraus  die  gewünschte  Helation 

«/•f  1.^/41     viJSi  =» ...  =  «fi-^'i  =■ — 1 

denn  es  ist 

Multiplicirt  man  ferner  die  Gleichuug 
(3«*)  7V-i(«»)  -  (ffrf+ftÄi).7V(<r*)— 

auf  beiden  Seiten  mit  xk-'-^.TiM  und  summiit  über  ^•  von  i  bis 
so  erhält  mau 

oder 
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Multiplicirt  man  endlich. beide  Seiten  von  (3**)  nüt  x^^^-^.Th^xt^ 
und  sammirt  wieder  voa    »  1  bis    —  n,  so  wird 

wenn  (A — 0*  >  1,  also  anch 

(83)        il«^±L':^^7'7^™->J^  (»_0.>1 
Setzen  wir  nunmelir 

SO  Ist  tnnftchst  nach  (10*) 

aoil  daher  folgt  aus  (74) 

.             *1  a-A"-l->.n'-^-i.YV,(art).r.(xt)' 
Au..  -  x,i.  ~^  rM.T,{n) 

_  *  ar»H-i-4^i> - 1 - i . T,.Ui).r,(xk) 

Hieraus  ergicbt  sich 
erstens  flkr  n  »  •  nach  (82)  and  (80) 

Aii,n      SC         ~j  =  • 

«».ff« 

zweitens  fftr  «  =  tt-f-l  nach  (81)  and  (79) 


drittens  für  Werte  vod  n  and  «,  die  sich  um  mehr  als  die  Kiohcit 
ontcrscheiden, 

=  0  nach  (83)  und  (79) 

Fuhrt  man  diese  Werte  in  (71)  ein,  schafft  die  Nenner  vor  die 
Betemlnante  nod  moltiplicirt  jede  Horizootal-  nod  Jede  Yerticalreiho 
nit  ~1,  so  findet  sich 
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(84) 


 1 


9i 

X 

0  ... 

0 

0 

X 

9m 

X 

u 

u 

0 

X 

flSi  — 

ü 

u 

0 

0 

0  «. 

X 

0 

0 

0 

X 

71  (ü« 


1 


Wählen  wir  noch  =  0,  so  rcducirt  sich  q,,  auf  rr„,  ^1,,,,,  auf  — » 
und  Ah^  wird  Kall  für  (»— >•  0;  daher  ist  in  diesom  Falle  einfach 

1 

Oj  .Oj ...  Cm 

und  diese  Gleichung  giebt  wieder  den  Satz  S  2. 


TV>')  Si'tzt  mau  in  (73)  und  (71)  «  =  0,  so  cntliiilt  die  trans- 
funnirtc  (luadratischc  Form  /  so  viel  negative  und  so  viel  positive 
Quadrate,  wie  die  Gleichung  F(x)=sQ  verschiedene  Paare  complcx 
coujogirter  Wurzeln  besitzt 

Substituirt  man  gleichzeitig  wie  in  III. 


Qn(x)  = 


fl'M 


80  folgt 


*1  xk*'-^-k.xk'-~^-\.  T„(Tk).  'i\Wk) 
l.r  ^r**  T\xk).TM 


Daher  ist  jetzt 


A 


A 


•«.ff» 


also 

(85) 


An  crM.crM.f.1 


1  0  ... 

0 

0 

1  \ 

0 

0 

0   1    /Ja  ... 

0 

0 

0  0  0... 

ßn-l 

1 

0  0  0... 

1 

ßn 

Durch  dies  Beaultat  ist  abermals  der  Satz  §  2.  verifidrt 


uiyiu^uü  L/y  Google 


Wemdlandti  DU  Sturm^jtektn  Fhnethiie»  xweiUr  Gattung, 


77 


Ift  endUch 

•«U)  «(«)  -=  «»(ar)  =  2\ix)  UQd  noch  a  =»  0 

80  wird 

Es  giebt  iilso  die  Zahl  der  Zeicbenwecbscl  wie  der  Zeichenfolgen 
in  der  Beiho  der  Determinanten 


m       1;  Six\ 


,  ... 


>*2/.  +  i-l 


die  Anzahl  der  verschiedenen  imaginären  Wnraeln  von  F(x)  —  0  an. 
In  (86)  kann  man  ihr  l  irgend  eine  ganze,  positive  oder  negative, 
Zahl  setzen  nnd  erhftlt  danach  nnendlich  viele  Äquivalente  Zeichen- 
reihen-, spedell  fhr  i  0  nnd  A  —  1  gelangt  man  zu  den  Beihon 
(38)  und  (39)  znrOck. 

Litteratnr: 

1)  Vergl.  die  im  §  IG.  citirto  Abhaudiuug  Brioscbi's. 

2)  Brioschi:  „Sur  les  fonctions  de  Stnnn.**  Comptes  Rendna 
T.  68.  pag.  1318.  1869. 

3)  Krouockor:  ,,Sur  le  tb^or^mc  de  Storm."  Comptes  Rendas 
T.  68.  pag.  1078.  1869. 

4)  JacoU  (Grelle^  Joomal  Bd.  53.  pag.  2dl). 
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u. 

Les  trois  8i)here8 
des  Folyedres  r^uliers  ^toil^. 

Georges  Doetor, 

Profcssenr  k  Ul  FacoH^  des  ideiiees  de  rUnivei^it^  cttholiqae  de  Pari«. 


§  I.  Notice  sur  ie$  PolyMre»  reguliere  etoiles. 

1.  La  d6coiiverte  des  premiers  Polyedres  ^toil^s  parait  dae  k 
Kepler.   Dans  son  H a r m o n i q u e  du  M o  lul e  ^  le  grand  astronome 

düimc,  a  la  page  52  du  deuxieme  livre,  la  constructiou  dos  deux 
dodi'caedres  reguliers  ctuiK'S,  qui  out  des  angles  solides  couvexcs. 
I^s  faces  de  ces  deux  polyedres  sont,  pour  Tun  et  pour  l'autre,  des 
pentagones  reguliers  etoiles;  mais  les  augles  solides,  qui  sont  convcxcs 
dans  los  deux  corps,  sont  pontaedres  dans  le  premicr  et  tri^dres  daus 
Ic  Bccoud  de  ces  deux  polyedres  etoiles. 

DauB  le  mdme  livre,  k  la  page  M,  Kepler  fonniit,  de  chacnii  de 
ces  Corps  oonstellte,  iin  dooble  dessin  ombr^  parftutement  ez^cat^: 
les  deux  poIyMres  sont  repr^sentös  chacnn  de  face  et  de  c6t^  par 
rapport  k  l'nn  des  pentagones  ^toil6s,  qni  les  terminent 

II  est  probable  que  l'auteor  des  lois  planctaircs  anrait  ete  cod- 
diiit  imm^diatement  aux  denx  autres  polyedres  reguliers  etoiles,  s*il 
avait  ea  i'idto  de  l'existcnce  d'angles  solides  ^toil^.  On  sait  qne  ces 


>  HariBonieei  mnndi  libri  V.  Lineii  Autriee,  MDCXIX;  in-fol*. 
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deoz  poijrädr€8  rayoiines  sont  termin^s,  l'ua  par  des  polygones 
galiers  eonvexes,  et  l'autrc  par  des  trianglea  ^quiUit^raiix,  mais  qoe 
leg  angles  solides  sont,  daus  ies  deux  corps,  des  angles  peutaMres 

t\*s  dcux  numeaux  jjolyrdres  reguliers  etoiles  u'ont  ete  trouvi'S 
qiren  l^'l»  par  rillustrc  Puinsot,  (\\\\  a  t'tahli,  d'uue  laauiere  gene- 
rale, ia  Tiic'urie  des  puiygoues  et  poiyedrcs  etuiles.* 

Deuz  ans  plns  tard^  Caachy  a  pronv6  qu'il  n'existe  quo  qoatre 
polyidres  r^gnlicrs  ^toU^s,  et  que  ccs  poly^dres  s'obtieiinent,  en  pro* 
loiigoant  Ics  aretes  ou  les  faces  däns  lo  dod^caMre  regulier  convexe 
et  FicosaMre  r^gnlier  conveze.' 

£Dtin  ca  1858,  M.  Jose])h  Bertrand  a  etabli  lo  memo  priiicipo, 
en  rattachant  aussi  les  polyedros  r^gnliers  etoiles  aux  poly^dres  re- 
gulii  rs  convexcs.  La  d^monstration,  tout  aussi  rigoareasc  que  celle 
de  Caacby,  exigo  niie  attention  moins  abstraite  et  präsente  Tavantage 
d'oDo  plns  grando  simpUcit^.^ 

C'est  tout  cc  qui  parait  avuir  etu  tcutc  sur  les  polyedres  re- 
goliers  etoiles. 

2.  Daus  oe  un'*in<iirc\  nous  nous  proposous  d'etablir  ks  l'orinulos 
Rent'rak's,  (|ui  lient  ciitre  i-ux  l^^  diviTs  rlt  iucuts  trau  poly^dro  n''- 
guliiT,  que  ce  cori)S  soit  couvexe  ou  (  toiU'.  Nous  Icrons  interveuir, 
daus  ces  formnlcs,  un  nouvol  Clement,  ([ui  u'a  j)a9  eucorc  ite  t-onsi- 
dere  jns<|uM(-i:  le  rayou  de  la  sphere  taugcute  aux  aretes  du 
polyedro  regulier. 

L'vsage  de  ce  rayon  nons  pormet  d'obtenir  nos  formules  d*mie 

mauit  re  fort  simple,  et  nous  eouduit  a  dos  resultats  assez  remar- 
quables,  puur  meriter  d  etre  signales.^ 


*  Juurnal  de  l'Ecole  Poly techniquc,  161U;  t.  Y,  cftbier  10; 
Iß  a  48. 

*  Joaroal  da  l'Ecolo  Toly tecbnique,  1813;  u  IX,  cahier  16} 
page  C$. 

*  Comptcs  rendus  de  TAcademic  des  Sciences«  1858;  u  XLVI ; 
page  79. 

*  Noat  ftvont  d^j*  eo  ToccaBioii  de  tr«iter  U  oi^im  QnestioD,  poar  let 
potybdrca  reguHera  oonTeset  fenlenenk,  dam  TArchU  der  Metheaetik 
Bad  Pbyeik,  C.  UZ,  1876;  pegee  50  k  58.  ICaia  ponr  ae  paa  rompre 
ruittf  da  rajet  et  doaaer  k  U  th^orie  toate  Ia  g^n^ralii^  qn*elle  eooiportt, 
aoM  a?o«a  da  doaaer  k  ce  ai^moire  toae  les  d^veloppemenis,  qai  le  rattaeheat 
b  law  lea  polybdrre  r^galiecsi  qa'lts  aoieiil  oa  aoa  <loil4i. 
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I  II.  Rtlalioiit  gMniM  «itr«  tot  rayom  des  trofo  tphifet. 
Tum  intorite  i  un  polyMre  regulier  ^tolli  queloonque,  rautra  tuiganto  «ix 
arttet,  «t  la  troiiltoa  oiroontorite  au  polyMra  MM. 

3.  Relation  entre  le  rayon  de  la  sphi^re  inserite  et  le  rayoii 
de  la  Bj^hdre  tanireiite  aux  arttes.  Soient  O  lo  ccutrc  d'un  polyedre 
regulier,  AB  Tuno  des  arStcs  da  polyedre  et  C  le  centre  de  l'aae 
des  denx  üacea  r^goUircs,  anx  qnelles  appartient  cette  arSte  AB 
(Flg.  1).  La  droite  OC  sera  perpendicnlaire  sur  le  plao  ABC, 

Abaissons  67  pcrpeiulicnlaiicmont  sur  l'aretc  AU-^  puis  tirons 
les  droites  OJ  ut  OA.  Le  poiat  /  sora  nocessairemciit  le  miliett  de 
Tareto  AB  et  la  ligno  Ol  scra  perpeudicuiaire  sur  cctte  arete. 

Gela  fait ,  il  est  Evident  qno  la  droite  OC  est  le  rayon  r  de  la 
sphöre  inserite  datas  Ic  polyedre  regulier;  que  la  droito  OA  est  le 
rayon  R  de  la  sphdrc  circonscrite  k  ce  polyödre;  et  que  Ol  est  le 
rayon  de  la  Sphäre  tangcnte  aux  aretes  du  memo  polyödre.  Isous 
repr^senterouä  ce  deruier  rayou  par  q. 

Tirons  les  droites  OB,  CA  et  CB,  .  * 

Supposous  que  cliaque  angle  solide  du  polyedre  alt  m  faccs  et 
soll  de  resi)ecc  p\  que  chaque  face  du  polyedre  soit  uu  polygouo  de 
n  cöt^s  et  de  l'espece  q, 

Par  le  rayon  OA  de  la  sph^re  circonscrite  et  par  chacnne  des 
m  arStes  telles  que  AB,  qui  sout  issnes  du  sommet  A,  menons  on 
plan.  Chacun  dos  m  plans  ainsi  mcnes  formcra  avec  le  suivant  uu 
angle  diödre;  et  les  m  aiigles  diedres  ainsi  obtenus  comprcndront  p 
fois  IVspace  reinpli  par  les  quatrc  diedres  droits,  que  Ton  peut  former 
autour  du  rayon  OA,  espace  angulairc  qui  est  mesure  par  27t.  Par 
suite  cbacun  de  nos  m  diedres  scra  la  m^*"^*^  partio  de  p  fois  2n  ou 

sera  6gal  &         Or  le  di^dre  COAI,  compris  entre  les  denx  plans 


OAC  et  OAI  est  la  moitie  de  l'uu  de  ces  diedres  j  donc  on  a 

(1)  rangle  diödre  COAI  — 

Puisque  chaque  face  de  notro  polyedre  regulier  est  un  polygone 
regulier  de  n  cöt6s  et  de  l'esp^     Tangle  an  centre  de  Tune  de 

ces  faces  sera  6gal  k  la  n»*"»«  partie  de  3  fois  2;r  ou  egal  k 

par  snite  on  a 

(2)  rangle  plan  ACJ  — 
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Cela  pos^  dans  le  t^tra^dre  lACOy  projetons  sur  lo  plan  do  la 
Cue  ACQ  rensemble  des  trois  aatres  faces  AIO  et  AVI\  nons 
obtCDODB  r^galit^ 

ACQ  —  (JIO,eo^ACI+A10,CO^COAI-\-ACI,CQ^LAaOy 

00,  en  ayant  ^gard  aux  valeurs  (1)  et  (2),  et  en  obsenant  qne 

cmlACO  «  coB^  «=»  0, 

(3)  ACO  «  C/O.C08^  +  i4/O.C05^"^ 

H  m 

Mais  noas  avoDS 

Ic  Iriauglu  ACO      ^üC.AC  ^  Jr.JC, 

le  triaDgle  CIO  =  \OC.CI  =  \r,ACco%^^* 

et  Ic  triauglc  AK)      {Ol. AI  Jp.JCsin^. 

n  vient  donc,  en  substitnatit  dans  (3)  et  en  divisant  lo  rösnltat 
par  \AC, 

r  =  r  cos^  f-  p  sm     cüs  ' 

Faisant  passer  rcos-      dans  lo  premier  mcmbro,  remplagant 

1  —  cos*  —  par  sin*'^^»  puis  divisant  par  sin-—,  on  obtient  la  re- 
lation 

(I)  rsin-  -  —»  ocos  — » 

qni  existe  entro  le  rayon  r  de  la  sph^ro  inscrite  dans  le 
polyddre  r^gnlier  et  le  rayon  q  de  la  spböre  tangente 
ans  arStes  da  poly^dre. 

4.  Relation  entre  le  rayon  A'  ile  I:i  Sphäre  eireonserite  et  le 
Tmjwt  ^  de  la  splidre  tangente  anx  arötes.  Lo  triangle  AIO  (Fig.  1) 
nona  donne 

OA^  =  OJ^  +  ÄI*  -  Oi-  +  AC'siii''^^  «  OP+iAo'-CO')sm'^, 
00 


On  en  dMoit 


n      ^  n 
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Remplacant  rsin^^^  par  sa  valeor  fcos^  tir^  de  (I),  on  obtient 
la  rclatiou  Ucuiaud^e 

il«C08«  2^  =     -  ^2  C08«  ^  =  ^»  ßin^^-^, 

on 

n       ^  m 

5.  Relation  entre  le  rayon  r  de  la  spht^rc  Inscrite  et  celul  R 
de  la  splidrc  circonscrlte.  Si  iioiis  divisous  int  nihre  k  nicmbrc  les 
deax  equatious  (II)  et  (I),  nous  trouvons  la  relatiou 

ÄCOB^     nn  — 
n  m 


.  alt  pn ' 

rsin—     COS  — 
n  m 

qui  86  r^ttit  k 

(HI)  ^  =-  tang'^Jtang^. 

Getto  rdation  itait  connue  ponr  Ics  polyddres  r^goliera  eonvexes, 
c*e8t*&-diro  pour  le  cas  oft  |> 1  et  <z  1. 

6.  Relation  entre  les  rayons  r  et  p  des  trols  sphdres. 
Faisons  lo  prodnit  des  denz  ^galit^B  (L)  et  (U),  nona  obtenona  la 
relation 

iJrain—coB—  =p*8in  — co8^# 
qui  prcnd  Ift  fome  remarqnablo 

(IV)  iZrsiü^^- «  Q^üu^. 


§  III.   Incllnaison  mutuelle  des  faces 
adjaoentet  dans  les  polyödres  reguliers  ötoilie. 

7.  Kons  dösigncrons  par  21  l'angle  plan  qni  mesnro  cotte  in- 
dinaison.  L'angle  21  est  6videmment  donblo  de  Tangle  plan  OIC 
(Fig.  1). 

Pour  trouvor  la  valeur  de  i,  nous  fcrons  remarqucr  quo  le  triaugie 
rectangle  Ot'I  nqus  donne 

OC=  0/8in  0/C, 

ou 

(4)  rsss^aini; 
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d'oä  II0II8  tiroiu 

Mais  par  la  rolation  (I)  nons  avons 

CO 


r 


— 


am  — 

n 


done  U  noas  vieut 


COS  — 

(V)  sin/- — 

sm  — 

Cette  ezpression  6ta}t  anssi  conooe  pour  les  polyödres  rtgiiliers 
eonvexes,  oii  pour  le  cas  de  p  »  1  et  9  —  1. 

Au  moyen  de  cette  formulo  (V)  iious  pouvoiis  calculer  Ics  angles 
d'iuclioaison  des  faces  adjaceutes  dans  Ics  polyedros  r^goUers  ^toU^s 
comme  daus  les  polyedres  regoUers  eonvexes. 

8.  Inelinaisoii  des  faees  dans  le  t^tra^dre  regulier.  Dans  ce 

polyedre  regulier  convexc  (Fig.  2),  Ics  faeos  sont  triangulaires  et  les 
aagle^  solides  sout  des  txiedres.   Nous  avous  dune 

«"■3,  m  —  3,  ^»1; 

C6  qoi  iioas  do&no 

«^osf        1  1  1 

siu  /  =  = 


et  pir  fliiite 


sm  g     2siu^  ' 


V2 

cosi  =  :^»  tangi=»V2. 


Nona  avons  par  cons^quent 

(m)    aiii2/  —  }  y 2,  cos  21  =      t^iug 2/  =  2  y  2,  s^'c 21  -  3, 
et 

21=  70031'  43",6. 

9.  IiellaaistB  4ea  fhees  daoa  riMzaNre  rtraller.  Les  faces 
de  ee  polyedre  r^gaUer  coavexe  (Fig.  3)  soat  des  cari^s  et  les  angles 
solides  soat  des  triidrcs  trirectangles.  On  posera  donc  dans  la  for- 
CV) 

»«4,  g  =      m«3,  p  —  1; 
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cc  qni  nous  donne 

n 

CÜS  j  ^ 

et  par  suitc 

C08/«=  I  v'2,    tapg/—  1. 

Ii  uotts  vicQt  par  cons^qaent 

(b)  sin  21=  1,   cos  21  —  0,   taug  2/  =  » , 

et 

2/— 90« 

10.  IneliBaliaB  Am  fiwea  daas  PoelaMre  r^Iler.  Dans  oe 
Corps  regulier  (Fig.  4)  les  faocs  sont  triaagnlaires  et  les  anglcs  aoU- 
des  sont  t6tra^dre8.  On  fera  donc  dans  (Y) 

« 

ce  qui  nous  donne 

n 

.  ,     ^^^4t      2  cos  450  V2 
Sin/«-  •   ' 


.   w  2siu60«"y3' 
siu  3 

et  par  soite 


cosi     yg.    taug/  ==  2. 

n  nous  vicnt  par  consequcnt 

(c)  Bm2/«|y2,  C082X=— tang2/-»— 2V2,  84c2/=— 3, 

et 

7— 109«  28' IG'',^ 

Si  nous  comparons  Ics  valcors  (a)  et  (c),  nous  vcrrous  qae 

Los  incliuaisons  des  faces  dans  roctaödre  regulier 
sont  l(>s  Supplements  des  incliuaisous  des  faces  daus  Ic 
tctraedro  regulier. 

11.  Identit^  utile«  dans  T^Talnatlon  des  ^Hments  des  polj^dres 
rdfollers,  qni  sont  tenninte  iwr  des  fliees  pentagonales,  eonvexM 
011  dtoiKs,  on  par  des  somraets  pentaddres  eonrexes  ou  dtolld«» 

Pnisqne 

.     2siu^      2sm36o  =  iV'lO  — 2y  5» 


2co8^  «  2co8lö<*  =  iVlO+^yö. 
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i]  \ieiit 


7t 


Dooc  on  a 

En  sccond  liea,  commo 

2sm^  «  28i»18«  =  4(Vö-l), 

2co8^  -  2CO3S60  -  KV6+1), 


on  a 


48111^  COS  g-  =  1. 


Dono  il  viont  aaasi 


(6)  =  2  cos      et  =  28iu 

12.  Inelinaisan  des  fiieea  dans  le  dodieaMre  r^fiülcr  eoiiTOXc. 
Dans  ce  polyödre  regulier  (Fig.  (>),  les  faccs  sont  des  pcntagones 
r^gnUcrs  convexcs  et  Ics  anglcs  solides  sont  des  triMres;  par  soito 
on  a 

««5,  <j=»l;   f»  —  3,  p="l, 

cc  qni  trausl'urmc  la  fomulc  (V)  daus  la  suivautc,  eu  egard  a  ridcu- 
Ute  (5), 

cosf        ^         2C08^^  ,yiö+2Vö 

—  -  TT«  ^  "TT"  ^  *"^V5 
Sing-     28m  ^ 

On  en  d^ait,  en  tonant  compto  do  (5)  et  de  (6), 

,     -Vlü^2V5     28ia36<>     ^^^b  1 

'  r  r  2C08j^^^ 

taug/=-=  — ^«  —  —  2cos^- «  Hy^+^h 

sin^      2  8mj^  . 
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par  suitc  oq  a 

(d)         Scos^^Binf  2  1  o 

sin2/«  g  --g-  — -j^.  C082/— tang2J=--2, 

et 

2/«116<>S3'54",2. 

13.  Inclinaison  den  faces  dans  Ticosaddre  r^g-nller  conrexe. 

Dans  ce  corps  regulier  (Fig.  t))  les  facos  sont  triangulaires  et  les 
anglcs  solides  sont  des  aogles  pcntaedres  convexes.  Daus  la  formule 
(V)  on  fera  donc 

ce  qni  donne 

n  n 

cos 7*      ZCOBy  /r  i  t 

'     T  ^  -  2C0836<^        y5  +  l  \  /ON 

sin  g     2Bm  ' 

r     1/  /ir      'o,     yr)--l      ^*^10  8in360 
cos/- HV15~>  3)  = —  »  ^j^. 

8103 

TT  » 

COS  --  2cos 

sinjg     28m  j5 
par  saite  on  a 

28m~cos^  ,  2 

(o)sm2/-  5^ — -J,  co82i— --y,  tang2/— 

et 

2/-138«U'22",75. 

14.  Inclinaison  des  Isecs  dnns  le  dodteidre  r^gnlier  ^toil6 
de  Kdpler,  h  ÜseeB  pentegonnles  dtollto  et  sommets  penteMrea 
eonfexes«  On  a  ponr  co  corps  regulier  (Fig.  7) 

n  «  3,   5     2;   w  »=  5,  p  ^  1, 

La  formole  (Y)  donno  donc,  en  igard  k  (5), 

cos^         1        2*^8 1^ 

sin/  —  — jr-  =  —  — 7=: — • 

sin  -g-  2sin^ 
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Cctte  yalenr  de  sin  J  est  la  inSine  qnc  celic  qul  so  rapporte  aa  do- 
iltoiddre  Teller  coovexo  (n®  12).  Notis  en  conclnons  que 

Daus  le  dodecaedre  regulier  ^toile  de  Kepler,  i'faces 
pentagonales  6toilees  et  ä  sommets  penta^dros  conTexes, 
rinclinaisoa  des  faces  est  lä  mdme  qne  dans  le  dod6> 
caödre  regulier  convcxo. 


15.  laelinaisoo  ies  fiMes  dass  le  dodeeaMre  regulier  dtolle  de 
Kepler,  h  fiices  pentagonales  ^tollees  et  1^  sommets  trIMres.  Ponr 

cc  pulyedre  ^toilo  (Fig  H)  on  a 

tt  s  5,  <i     21;  m  =  3,  |>  =  1. 
On  troave  douc,  par  la  formale  (Y),  quo 

cosf  ^         2siii^  2sm360 

sin/  —   r.-       —   =  — 7-—   .7—» 

eo 

V'iü^2"V5    '  . 


8m/=  ^ 


yr, 


Le  Sinns  de  cctto  dcroi-inclinaison  est  par  snite  ^1  an  cosinns 
de  la  demi-lndinaison  du  poly^dro  itoil^  pr^c^dent  Les  demi-indi- 
nalson  des  denx  polyedres  sont  ainsi  comptömontaires.  Donc 

Dans  les  denx  polyedres  r^gnliers  etoil^s  de  Kepler, 
les  incliuaisons  des  faces  sont  snppl^mentaires  rano  do 
l'autre. 

Gelte  iuclinaisou  est  par  cousequeut 

2/=  63«  26' 5",8. 

16.  Inelinalsott  des  ÜMes  dans  le  doddea^dre  dtoild  de  Polnsot. 

Dans  ce  poIy6dro  regulier  (Fig.  9),  les  foces  sont  des  pentagones 

couvexcs  et  les  augles  solides  sout  des  aiiglcs  pcutaedrcs  ctoil^s. 
Par  suite  ou  devra  poser  dans  (V) 

ft  =  5,  <2=1;    m  =  5,  p  =  2, 

cc  qui  dODQO 

cos---  sinrjv  -  2sm^ 
 ^  ^  19  —     1     ^  5 

sm  ^      sin^-  2coSj-^ 
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L'inclinaison  dos  faccs  dans  ce  poly^drc  est  ainsi  ä  ceUe 
du  polytdre  prccedciit.  Donc 

Lea  faces  out  mSmo  inclinaison  dans  Ic  dodt  rat  drc 
regulier  HoiU  de  Poinsot  qne  dans  lo  dodccacdre  le- 
gülier  HoiU  de  Kepler,  h  sommets  triedres. 

17.  Incllnaisou  des  faces  dans  Ticosaddre  r^foller  ^toU^  de 
Poinsot.  Dans  ce  corps  regulier  (Fig.  10),  leg  faces  aont  triangnlaires 
et  les  aiigles  solides  sont  des  angles  penta^dres  4toiI6s.  M  snffir» 
douc  do  faire,  dans  la  formale  (V), 

11  =  3,      =  1 ;    m  =  5,   p  =  2, 

On  troave  ainsi  qne 


sin/« 


2n 
cos-^- 

2«»^ 

2sinl8» 

.  » 
sinj 

.  n 
8inj 

28iu"60"' 

OU 


Si  nous  comparons  cctte  valenr  ä  l'expression  do  cos/,  dans 
Hcosa^  r^goHer  convexe  (n«  13),  uons  voyoiö  qu'elles  sont  tgalcs; 
lcs  valeurs  de  /  sont  par  snite  couiplementaires  dans  les  dcnx  corps 
et  Celles  de  2/  sont  snppl^mentaires.  Donc 

Dana  lcs  dcux  icosaudres  reguliers,  Tun  convexe  et 
rautrc  etoile,  hs  iuclinaisons  des  faces  sont  snppU- 
mcntaires  Tuue  de  l'aatre. 

L'inclinaison  des  faces  dans  i'icosaödro  regulier  etoile  de  Poinsot 
est  par  consöqnent 

2/=41«48'37",25. 


§  IV.  Relatiom  numiriquet  entre  les  rayons  des  trois  spheres 
dans  les  divers  polyMres  riguHers. 

* 

1      Rclatlons  nnm^rlqves  entre  le  rajon  de  la  spli^  liierlte 

et  celni  de  la  sphere  tangente  anx  aretes,  Pour  les  calculer,  11  noos 
suffiia  de  faire  usage  de  la  formule  (4),  r  =  psin/.  En y  rempla$ant 
Mn/  successivement  par  les  valeurs  tronv6es  de  n<>  8  4  n«17,  nons 
obtoüons  les  expressions  snivantes: 

Tetra^drc  regulier  —     y  3^  ^^^y^ 

Hexaödrc  regulier  ^     j^y2,      p  =  ry2. 
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OctaWro  regulier  .  .  .  r 

Dodecaedro  regulier  con- 
Texe  r 

loosa^drc  regulier  con- 
Texe  r 

Dodecaedrc  rögiUier  etoile 
de  Kepler  4  sommets 

pcutaedres  r 

DodicaMre  regulier  itoili 

de  Kupier  a  sommeta 

triMres  r 

Dodeca^dre  regulier  etoilc 
de  Poiosot  r 

Icosaidre  regulier  ^toilö 
de  Poinsot  r 

Nona  Toyons  par  co  tablcan  que 

1^.  Dans  Ic  tOtraedro  regulier^  Ic  rayon  de  la  spherc 
taagonte  aux  arötes  est  6gal  au  cdt^  du  trianglo  equi- 
latöral,  qui  se  tronve  inscrit  dans  un  grand  corclo  do  la 
•phire  inscrite. 

2*.  Daus  riu'\a«'clre  regulier,  Ic  ray(tu  do  la  spliirc 
taiigentc  aux  arctcs  est  le  t'ött'  dii  cami  iuscrit  daus  UQ 
graud  corclu  de  la  spbere  iuscrite. 

8^.  Dans  le  dodöcaödre  regulier  convexe  et  le  dodi- 
caidre  r^gnlier  ^toiU  do  Kepler,  k  sommets  pcntaidros, 
le  rayon  de  la  spböre  tangente  anx  arStes  est  £gal  au 
c6t6  du  pentagone  regulier  convexe,  qui  est  inscrit 
daus  uu  grand  cerclo  de  la  sphdre  inscrite:  car  on  a 

irVlO^Yö  =  2rsin^. 

4^  Dans  le  dod^ca^dre  regulier  6toii6  do  Kepler  ä 
sommets  triddres,  et  le  dodicaidro  regulier  6toiU  de 
Poinsot,  le  rayon  de  la  sphöro  taugcnto  anx  arStes  est 
^gal  an  cötö  dn  pentagone  regulier  ^toiU,  qni  se  tronve 

Digitized  bf  Google 


— yö  '  ^ 

i^y3(y5+i),  p 

U — ysT""'  9 

,  viu— 2y5 
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irye. 

iryio— 2y6. 
4ry3(y5-i). 
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inscrit  dans  im  grand  cercle  do  la  sph^re  inscrite:  carona 
4'-ViO+2yö  -  2r sin 

20.  Ko8  valenn  demoqtrent  en  outro  qne 

1*^.  Si  le  (lodecat'dre  regulier  couvcxe  ainsi  quo  Ic 
dodccaetlro  regulier  otoile,  j\  soinincts  pontac'drcs  c'on- 
vcxcs  sont  rircoiiscri ts  Ji  inio  nir-nio  spere,  los  aretes  de 
ces  deux  polycdrcs  sont  aussi  taugcutes  ;i  uue  luemc 
Sphäre. 

2<^  Do  mSme,  si  le  dodöca^dro  regulier  6toil6  s\  som- 
mets  trUdres  et  le  dod6caödre  regulier  6toiU  k  facos 
convezes  sont  circonscrits  ii  nne  mßme  sphöre,  lears 
arStes  sont  aussi  tangentes  k  nno  m^me  spb6ro. 

21.  Si  nons  repr^sentODS  par  9,,  q^,  Ics  rayons  des  spb^res, 
qui  sont  tangontes  anz  arStes  des  t^tra^dre,  bexaödre  et  octaödrc 
r^liers,  circonscrits  k  nne  m§me  sphdrc  de  rayon  r,  on  anra 

23.  Belaflens  Bum^rfqnes  eiitre  le  rayon  de  la  sph^^e  clrcon- 
serlte  et  eelui  de  la  spht^rc  tangeutc  aux  ardtcs.   Nous  ferons  usagc, 

ponr  le  calcnl  de  ces  relations,  de  la  formnlo  (II)  ou  itcos^«  esin^^- 

Elle  nuus  louruit  les  vaieurs  suivautes: 

Titraödre  regulier  .  .  R 

Hexa^dre  regulier  .  .  Jl 
Octa^e  regulier   •  .  Ji 

Dod^caMre  r^lier 

couvcxe  E 

Icosaidre  regulier 

couvexo  ....     ^  Ji 

Dodecaedre  regnlier 
etoile  do  Kepler, 

k  sommets  pentaödres  R 

Dod^ca^re  regulier 
^toiI6  de  Kepler, 
k  sommets triödres .  J2 ipV3(y5+i),    q  =  ii2V3(y5  — 1). 


-(iV2,  ^-1äV2. 
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Dodicaddre  regulier  

^toil«  de  Poinsot .  .  ä  -  ipVio-2yö,  9 i^^^^^yp^-' 

Icosaedre  regulier   

«tofli  de  Pointot .  .  Ä  —  J pViÖ+^yö»  9  —  i^— ^^5" 

23.  L'examcn  de  ces  yalenn  proQve  qne 

1^.  Dans  le  t^tra^dre  regulier,  Ic  rayon  do  la  Sphäre 
circonacrite  est  ^gal  au  cute  da  triasglo  6quilat6ral, 
qni  se  troQve  inscrit  dans  un  grand  cercle  de  la  Sphäre 
tangento  aox  aretes. 

2*^.  Dans  roctaedrc  ri^'ulier,  lo  rayon  de  la  sphi^rc 
circouscritc  est  egal  au  cute  du  carrc  iuscrit  dans  la 
Sphäre  taugento  aux  aretes. 

3*.  Dans  Tieosaddre  regulier  coaveze  et  le  dod^- 
caftdre  regulier  de  Poinsot,  le  rayon  de  la  Sphäre  cir- 
conacrite  est  6gal  an  cdt^  da  pentagone  rigalier  con- 
▼exe,  qai  est  inscrit  dans  an  grand  cercle  de  la  sph^re 
tangente  anx  aretes. 

4*.  Dans  le  doddcaödre  regalier  de  Kepler,  ;\  soin- 
mets  pentaddrcs,  et  Ticosa^dre  rignlier  «^toil^  de  Poin- 
aot,  le  rayon  de  la  spht^re  circonscrito  est  egal  au  c6t6 
du  pentagone  r6galicr  i^toild,  qni  est  inscrit  dans  an 
grand  cercle  de  la  sphdre  tangente  anx  aretes. 

24.  Si  nons  repr^sentons  par  g^,  p^,  les  rayons  dos  sph^res 
tangentes  anx  aretes,  dans  les  t^traedre,  hcxa^dre  et  octa^dre  r^gnliers, 
qn  sont  inscrita  dans  nne  mime  spbdre  de  rayon     nons  anrons 

9i''Qi  ==  9a''^' 

2').    Rotations  nam^riques  entre  le  rayon  de  la  sph^re  inserüe 

et  eelni  de  la  sph^rc  clreonscritc.  Multiplions  entre  elles  respec- 
tivcment  les  eiialitrs  de  droitc  du  n'^  18  avec  les  e^'alitcs  de  ^'auohc 
du  n'^  '22;  nous  ubtiendrons  les  valeurs  do  Ii  en  fonction  de  r,  des 
qoelles  on  tire  de  suitc  les  expres'^io^s  de  r  eu  fouctioü  de  Jl.  Nüus 
coosignous  ces  valeurs  dans  lo  tabieau  suivant: 

TteaMre  regulier  .  .  .  .       3r,  r  ^R. 

Hexa^dre  r^gnlier   .  .  .  .J2-»ry3,  r»|/{y3. 

OctacUrc  regulier  Ä  =  r  y  3,  r  «  ^Äy  3. 
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Dodücaeüre  regulier 

conyexe  J?  «  rVlö-6V5,    r  -  \R  J/^^^ 

Icosaddre  regulier 

convcxe  i?  =  r  >  15  —  0  ^  ö,    r  =      ^^y^^i^ . 

Dod^caödro  rdgnlicr 
6tofl^  do  Kepler, 

k  sommcts  pcntaedrcs  ii  =  ryö,  r  —  jÄ-j/ö. 

Dod^ca^re  i^gnlicr 

6toil6  de  Kepler, 

h,  sommetB  triddrOB   .  R  =»  rVlS+eVö,    r  —  Jit*  ^lil~Ji§. 

Dod^ca^o  regulier 
iUM  de  Poinsot  .  .  J2  =  r  y  5,  r     ^7?  V5. 

I  cosaddro  regulier 

etoil6  de  Poinaot  .  .  7f  —  rl/lö+ey  y,    r  -  JA' 

26.  La  comparaisüu  de  ccs  \alL'urs  lait  voii"  quc: 

1^.  Dans  le  t^traödre  regulier,  Ic  rayon  de  la  spkdro 
circonscrito  est  triple  do  rayon  de  la  Sphäre  inscrite. 

2^.  Dans  Thezaidre  et  Tocta^dre  r^galicrs,  lo  rayon 
do  la  Sphäre  circonscrite  est  6gal  an  cöt6  du  triaugle 
6qailat4ral,  qni  se  tronve  inscrxt  dans  nn  grand  corcle 
de  la  sphöro  inscritc. 

3^.  Dans  lo  dodecaödro  regulier  etoilc  de  Kepler, 
h  sommets  penta^dres  et  dans  le  dod^ca^dro  regulier 
ctoil^  de  Poinsot,  le  rayon  de  la  sph^re  circonscrito  est 
6gal  an  rayon  do  la  spbdre  inscrite  mnltiplie  par  y5. 

27.  Lcs  mdmes  valenrs  pronvent  encore  qne 

V\  Si  rhcxaodro  et  roctae«lre  rcguliers  sout  iii- 
scrits  dans  unc  memc  sph^ro,  ils  seront  aussi  circon- 
scrits  k  uno  meme  sphöre. 

2°.  Si  le  dodecaodrc  et  ricosa»'^dre  reguliers  con- 
vcxes  sout  inscrits  dans  unc  menic  sphere,  ils  serout 
aussi  circouscrits  ^  uuc  mume  splicro. 
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3^.  Si  le  dod^ca^dre  regulier  6toiU  de  Kepler,  ä 
lommetB  penta^drcs,  et  lo  dod^ca^dre  regulier  £toil6 
de  Poinsot  sont  inscrits  dans  uue  mSme  sphöre,  ils 
seront  ansei  circonscrits  k  uno  mdmo  eph^re. 

4".  Eufin  81  le  dodecai^dro  regulier  6toil6  de  Kepler, 
k  Bommots  triddrcs,  et  Ticosa^dro  regulier  L>toil6  do 
Poinsot  sont  inscrits  dans  uno  mcme  Sphäre,  ils  seront 
aossi  circonscrits  ä  nne  mdme  Sphäre. 

28.  Los  rusultats  prt'cL'Ucüts  peuvcut  d'ailk'urs  sc  deduiro  di- 
recteiueut  de  la  formule  (III) 

-     tang  —  tang— . 

En  effet  V  on  a  dans  l'liexa^drc  regulier 

ms 3,  p«=l5  ««4,  ^•■1; 
et  dans  Toctaddro  regulier 

m     4,      =  1 ;   n  «=  3,   g  =  1. 

Par  soite  le  second  membre  do  la  relation  pr^c^dente  consenre  la 
mömo  Taleor  ponr  les  deux  polyfedres. 

2^   Pour  le  dudecacdre  regulier  convexe  ou  a 
et  ponr  Ticosacdre  regulier  convexe 

Ponr  ces  denx  polyMres  Ic  lapport  -  serm  donc  le  mdme. 

3^.  n  en  sera  encore  ainsi  ponr  le  dod^caMre  r^gnlier  ^toU6 
de  Kepler,  ä  sommets  pentaMrcs,  oü 

m  =  5,  jp  —  l;  «"-5,  9  =  2; 

et  ponr  lo  dodöcaidre  regulier  itoil^  de  Poinsot,  oü 

Kt  4"  do  inoniti  aussi  pour  lo  dodeca^drc  regulier  ^toil^  de  Kep- 
ler, ä  souiuietä  tri^es,  oü 

fii«3,  p^l\  Ii -«5,  9  »2; 

et  ricosa^dre  regulier  etoUe  de  Poinsot,  oü 

M  s  5,  p     2;  11  —  6,  f  l. 
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Dans  CCS  (^uatre  cas  Ics  valeurs  de  taug  —  et  taug-^-  8*«^cban- 
gent  entre  elles,  de  sorte  qw  lenr  produit  Teste  le  m^me. 
Ces  polyädres  sont  dits  deax  k  deux  coujuguÖB. 

Dans  deux  poly^dres  r^guliers  conjugu6s,  les  faces 
de  chacun  sont  de  iiiome  ordre  et  de  meine  espece  c^ue 
les  angles  solides  de  Tautre,  et  reciproquement. 

29.    Belation  num^riqnes  entre  les  rayons  des  trols  sph^res, 

Multiplious  entre  elles,  d'abord  les  egalites  de  gauclie,  puis  les  6ga- 
lites  de  droite  des  n^  18  et  22  ;  nous  obtiendroas  pour  les  poly^drcs 
r^guliers,  la  suite  des  rolations: 

Tetraedre  r^ulicr  Jir  =  q\  =  Hr. 

Hexa^re  regulier  Rr  =        3,  -»  <ÄrV3. 

Octa^  regulier  J2rs=i«V3,  Q^'^ißr^S. 

Düdecaödre  regulier  y-— — ^ — - 

convexe  ^r«igV3.     y5^^>        jÄry 3yiÖ+2V5 

Isocaedre  regulier  / 
convexe  Är=i^V3yiCH-2yö,  Q^'^iRrV^X^^^^ 

Dodecaedre  regulier 
6toU6  de  Kepler,  ä 

sommets  penta^dres  Mr — i^HV^lh  9*  iRr(y^l). 

Dod^ca^dre  regulier 

6toil6  de  Upler^  k  

sommets  triödres  .  Mr  ^       ^^}^^^^,  Q^=iJirV3VlO-2yb 

Dodecaedre  regulier 

etoile  de  Poinsot  .  Itr=iQHyb—l)j  «*«iÄr(Vö+l). 
Icosaedre  regulier 


6toile  do  Poinsot  .  Är-i^V^VlO— 2V6,    p*=  jÄrys— ^^^|^ 
30.  Ces  valeurs  prouvent  quo 

r'.  Dans  le  t^traddre  regulier,  le  rayon  de  la  spb^rc 
tangente  aux  aretes  est  moycn  proportionnel  entre  les 
rayons  des  dem  splidres,  Tune  iuscrite  et  l'autre  cir- 
conscrito. 
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2^.  Dans  le  dodecaödre  regulier  etoile  de  Kepler,  a 
soaiDCts  pentaödres,  lo  rayon  de  la  sphdre  tangente 
aax  aretcs  est  moyen  proportionnel  entre  le  rayon  de 
la  Sphäre  inscrite  et  le  c6t^  da  d^cagone  regulier  con- 
Texe,  qni  est  inscrit  dans  nn  grand  cercle  de  la  sphöre 

n 

circonscrite:  car  ou  a  ^U{;}/b—l)  =  2i2&ia^Q* 

3^  Dans  le  dodeoardrc  ri'gulier  etoile  de  Poiiisot, 
le  rayon  de  laspherc  tangoute  aux  aretes  est  moyen  pro- 
])tjrtionncl  cutre  le  rayon  de  la  sphere  inscrite  et  le 
c  <»tt*  du  decagone  regulier  etoile,  qui  est  iuscrit  dans  uu 
graud  cercle  de  ia  Sphäre  circouscrite:  car  on  a  ^U{;^b-\-l) 

31.  latres  reUtioBi  nniirl^eB  entre  lee  njens  dee  trelf  aph%* 

res.  II  est  ais^  de  tronver,  an  moyen  des  expressions  des  n^  18,  22 
et  29,  qu*on  a,  dans  les  divers  poly^dres  r^gnliers 

T6traddre  r^gnüer  4Ä>  =:  9^»+9r*. 

JEiexacdre  regulier  =•  ^j^-j-r*. 

OctaMre  regulier  ^*  = 

Dodtoi^dre  regulier  convexo  12*  »  12«'— lör*. 

Icosa^drc  regulier  couvexe  4^^  —  3r*. 

Dodeca^dre  r^gnlier  4toil6  de  Kepler,  & 

sommets  pentaödres  29'»  i7(/{— r). 

Dodecaedre  regulier  etoile  de  Kepler,  ä 

sommets  triedres  =  12p* — 15r*. 

Dod^caödre  rtgnlier  £toU6  de  Poinsot  .  .  .  .  29'  —  i2(jB+r). 

Icosaedre  regulier  etoile  de  Poinsot  li^  =  -iq^  —  3r-. 

32.  Nona  ponvons  denc  dire  qne: 

1^  Bans  le  tdtra^dre  regulier,  le  double  rayon  de  la 
sphere  circonscrite  et  Ics  triples  rayons  des  deuxantres 
sphöres  forment  les  trois  c6t6s  d'nn  triangle  rectangle. 

2^.  Dans  Tliexaedrc  regulier,  los  rayons  des  trois 
sph^res  sont  les  trois  cot^s  d'un  triaugie  rectaugle. 

Dans  Tocta^dre  regulier,  les  inverses  des  rayons 
des  trois  sph^res  sont  les  trois  cdt^s  d'nn  triangle  rec- 
tangle. 
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■V\  Dans  le  d oiKcat'dre  rugulior  convcxo  et  dans  le 
dodocaedro  regulier  etoile  de  Kepler,  d  sommots  trie- 
drcs,  Ics  rayous  des  trois  sphdros  forment  entro  onx  la 
relation      =.  12^*  — lör* 

5*.  Dans  Ics  d  c  u  x  i  c  o  s  a  e  d  r  e  s  r  e  g  u  1  i  c  r  s ,  Tun  c  o  n  v  o  x  e 
et  Tautre  etoile,  los  rayous  des  trois  spbercs  formeut 
ciitre  eux  la  relation  Ji^     4^-  — 3r*. 

6^  Bans  le  doddcaddre  r^girlior  Etoile  de  Kepler,  k 
sommets  ponta^dres,  lo  rayon  de  la  sphöre  tangonte  aax 
arStes  est  moyen  proportionnel  entre  lo  rayon  de  la 
Sphäre  circonscrite  et  la  demi-diff^rence  entre  ce  rayon 
et  celtti  de  la  sph^re  inscritc. 

7^  Daus  le  dod6caetre  regulier  6toil6  de  Poinsot,  le 
rayon  de  la  sphere  tangonte  aux  aretes  est  moyen  pro- 
portionnel entro  lo  rayou  de  la  sphere  circonscrite  et 
la  demi-somme  de  ce  rayon  et  de  celui  de  la  spb^re  iu- 
8  c  rite. 

I  V.  Expretslont  gMralet  des  rayous 
des  trois  sph^  en  valeur  de  l'srlto  dss  polyMrss  rAguliers  MoiMs. 

33.  Expression  da  rayon  r  de  la  splitoe  Inserlte  dans  m  polyMre 
rdgalier,  en  Talenr  de  Fur6te  «  de  ee  polyMre»  Les  trianglo  rec- 
tangle  OCI  (Fig.  1)  nons  foomit  la  valeor 

r  =  OC  =  67taogO/6'  =  C/tangi; 

mais  nons  avons,  par  le  trianglo  rectanglo  ACIt 

AC  —  AleotACJ  =  l  cot  — . 
n  nons  viendra  donc,  en  snbstitaant, 

(VI)  2r  =  acot  ^  taug  /. 

34.  Expression  dn  rayon  de  la  spk^  dreonserlte  k  vm 
polyMre  r^lier,  en  ralenr  de  l'arHe  a  de  ee  poly^dre«  Multii)lion8 
la  relation  pr6c6dcuto  (VI)  par  la  relation  (III)  dn  n^.  5;  nous  aarons 
do  suito 

pit        an  an 
2JB     a  taog  ^  tang  ~  co'^  ta^g  /; 

mals 

QJt  alt 

tang  —  cot  —  ■=»  1 ; 
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donc  nons  aurons 

( VU)  2i2  =  fl  taug  ^  ~  taug  /. 

35,  Expression  du  rayoii  o  1-»  sphiTP  tausroiito  aux  aretes 
d'mi  poljedre  r^Uer^  en  valeor  de  Tareto  a  de  ce  polyedre«  Daus 

pn 
Cos- 
ta fornmle  (VI)  rcmplai^oiis  r  par  sa  valeur  q  fournieparr^ga- 

sin — 
1» 

Ute       eile  dcviendra 

cos  — 

«t  ort 
2e   =  acot     taug  /• 

Bin 

n 

OD,  en  midtipliant  los  deux  membres  par  sin  —  et  cn  divisant  par 
cos^» 

COS  — 

(VlU)  2e-a-^„"^taüg/. 

cos  — 
m 

Nous  pouvous  trouver  uiie  cxprvs^ion  j»lus  simple  de 
ia  valeur  de  2o.  Multiplions,  en  effet,  Teualitü  preceUcute,  mcmbrc 
4  membro,  par  la  relation  {\)\  eile  dcvicudra 

479c  pn 
cos  —         cos  -  - 

29sin/=r«— j^tang/. 

cos—         sm  — 
m  n 

00,  en  reduisaut, 

cot  — 

n  (7T  • 

(IX)  2p  =  a  -     ,  =  a  cot   -  teuc  /. 

*     '  ^  COSi  n 


I  VI.  Vsltiir»  numMqiMt  des  rayom  des  troit  sph^  en  fonotiofl 
de  l'srMe  dee  dhfere  polyMres  riguliers. 

87.  Talenrs  nnm^riiiaes  da  rayon  p  de  la  spbere  tan:?ontc  anx 
•r8te%  en  feaetlen  de  l'vne  a  de  ces  aretes«  Pour  plus  da  simplicite, 
aa  üen  de  nons  servir  de  la  formnle  (IX),  nons  ferons  nsage  de  la 
lelfttSon  (Fig.  1) 

leil  LXIL  7 
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ÄÖ»  —  Ö7«  —  AI*, 

oa 

quo  nous  fournit  le  triaugle  roctauglc  AlO. 

Si  nous  rcmpla^ons,  daos  cette  6galit^,  41^  i»ar  ses  Talenrs  sac- 


cessives  cn  fonctiou  de  9,  qd  so  trouvcnt  au  n®. 

22,  nous  obticndrons 

lo  expressioDS  suivantes: 

Tetraeilrc  nmilicr  

Q  =  la-i/2. 

TTAYAiVlrf^  rpiriilipr 

V      8**  r 

9  »  ja, 

Dodeca^dre  regulier  convexe  . 

Icosaedre  r(^'gulior  convexe 

Dod^cacdre  regulier  etoilii  de 

K6plcr,  ä  sommots  pcntacdres 

Q  -  ia(VÖ-l), 

Dod^caödre  regulier  6toil6  de 

Kepler,  k  sotnmete  triödres  . 

Dodöca^re  regulier  Atolle  de 

9-  i«(y5+i), 

a  «  ^(V5-l). 

Icosaedrc  regulier  etoile  de 

ß  =  iaCy  5—1), 

38.  N0Q8  voyoDS  par  ces  valeara  qae: 

1^.  Lorsque  le  tdtraödre  et  Thexa^drc  r^galiers  ont 
memo  ar^tc;  les  rayous  des  dcnx  sph^res  tangentea  aaz 
aretcs  sout  le  sccoud  double  du  premicr. 

2**.  Lors(iue  Ticosaedrc  regulier  cuuvcxe  et  l«;  dode- 
caedrc  regulier  etoile  de  Poiusot  out  in(*me  centre  et 
menie  arrtn.  Icurs  aretes  scnit  tangentes  a  une  memo 
spliero,  dunt  le  dianirtre  est  ej^al  au  cote  du  dodecagone 
regulier  etoile,  (lui  se  trouvo  iuscrit  dans  lecercle  ayant 
l'aretc  commuuo  pour  rayou. 

3®.  Lorsque  le  dodöcaddro  regulier  6toil6  de  K^pler^ 
k  sommets  pcntaddres,  et  ricosaddre  regulier  ^toil6  de 
Poiusot  ont  memo  contro  et  memo  aretc,  leurs  ardtes 
gout  auhsi  tangentes  ä  une  memo  Sphäre,  dont  le  dia- 
metrc  est  egal  au  cote  du  decagoue  regulier  convexo, 
qui  sc  trouvc  inscrit  Jaus  Ic  cercle  ayaut  Tarete  com- 
mune puur  ray.oB. 

4^  Lorsque  Ticosaidre  regulier  convexe  et  le  dod4* 
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ca^dre  regulier  dtoile  de  Poinsot  ont  memo  aretc  que 
l*ico8aedre  regulier  6t()il6  de  Poinsot  et  Ic  dodccaedre 
regulier  ^toiU  de  Kepler,  ^  sommets  pentaedros,  Tarete 
commune  i  ces  qnatre  polyedrcs  rdgniiers  est  moyenne 
proportionnelle  entre  les  diametres  des  denx  spheresi 
l'ane  tangente  anz  ar^tes  des  denx  premiers  polyedres 
röguliers,  et  l'antre  tangente  anx  ar^tes  des  denx  derniers. 

o'l  Lorsquc  le  dodecaedre  rrj; ulier  ton v exe  et  lo 
dodecaedre  regulier  etoilc  de  Kepler,  i\  sommets  tri- 
edros,  ont  mt*'me  arete,  rette  arete  commune  est  aussi 
iiioyenne  pro portio uuelle  eutro  los  rayons  des  doux  sphe- 
res  tangeutes  aux  aretes. 

39.  Valeurs  nam^riqaes  du  rayon  R  de  la  sph^^^e  elrconscrlte 
aax  polyt^dres  r^iruHers  eii  valeur  de  Tune  «  des  art^tos  de  ce  po- 
ly^dre.  Multiplions  les  relations  du  u"  ."^7,  rdles  de  {jauclic  par  les 
egalites  de  pauche  du  22,  et  les  n'lations  dr  drnite  par  cellos  de 
droite  du  memo     22.   Kous  obteuons  aiusi  les  expressiuus  suivautes : 

Tetraedro  regulier  .  .  Ii 
HexaMre  regulier .  .  .  jR 
Octaedrc  regulier  .  .  . 

Dodccaedre  r^Her 

cuüvexe    R 

Icosaftdre  rCgnUer 

convoxe  R 

DodCcaMre  rCgnlier 

^toile  de  Kepler 

i  sommets  pentaidres  R 

Dodccaedre  regulier 
«tofl«  de  Kepler 
k  sommets  triidres  .  R 

DodteaMre  regulier 

aoilA  de  Poinsot  .  .  R 

leotaUre  rfigidier 

^toUC  de  Poinsot  .  .  R 


-  la V3,  a  — 

=  \a  V  2,  a  =  ü  %/2. 

-  i«  V3(Vo-f  1),  a  -  iÄV3(V6— 1). 

,  ^  VlO— 2V6 


.     ,   y  lu  4-  2  Vb 

ioVlO-2V5,  a-Ä^^~. 


-  \aVZ{Vh - 1),  a  -  \R  VS( V6 +1). 

.  T  „V10+2VÖ 

-  Ja  y  10  -  2  V  ö,    a  -  R  . 
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40.  La  comparaison  de  ces  expresBions  pronve  que: 

1**.  Si  tous  Ics  i)olyt'dres  regulicrs  etoiles  sont  in- 
scrits  (laus  une  meine  spherc,  le  rapport  des  aretcs  est 
daus  Ics  trois  prcmiers  polyedres  regulicrs 


2V6  —  2V3"°3V2' 

et  Ics  aretcs  des  six  autrcs  polyedres  regulicrs  sont  daus 
les  rapports 


y 2  V ü  ( V  ö  - 1)     V  2  Vö( V6  +  1)' 

2^.  L'icosaedre  regulier  convexo  et  le  dodöca^dre 
regulier  €toi\^  de  Poiusot  ont  m^me  aröto,  lorsqu'ils 
sont  inscrits  dans  la  meme  sphöre. 

Z^.  Le  dodecaedre  regulier  etoile  de  Kepler,  a  som- 
mets  pcutaedres,  et  Ticosaedre  regulier  etoile  de  Poiu- 
sot ont  aussi  ineme  arete,  lorsqu'ils  sout  inscrits  dans 
uue  mcme  spiiere. 

4^  Loraque  Ic  dodecaedre  regulier  convexe  et  le 
dod^caidre  regulier  HoiH  de  Kepler,  k  soihmets  tri- 
^dres,  acut  inscrits  dans  la  mdme  aphere,  lenrs  ardtes 
sont  entre  ellea  comme  les  cdt^s  des  denx  döcagones  r4- 
gnliers,  l'nn  convexe  et  Tajitro  itoil^,  <iui  sont  inscrits 
dans  un  möme  cercle. 

41.  Yalenrs  nnm^riqnea  du  rayon  r  de  la  sphdre  isserlte  dans 

les  polyedres  r^grulicrs,  en  fonetion  de  Tane  a  des  arttes  de  ees 
polyedres.    Multiplions  en  croix  et  respectivement  les  rclations  du 
39  par  Ics  egaiitiis  du  u*^  25.    Nüus  übtieudruüs  les  rclatious 
suivautes : 

T6tra6dre  regulier  .  .r  — iVaV6,  a<»2rV6. 

Hexaedre  regulier  .  .  r  =-  i«,  a  =»  2r. 

Octaedre  regulier   .  .  r  —  laV6,  «  —  r  VO. 

Dodecaedre  regulier   


a 


couvexo 
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loosaidre  regulier 

a-r(3VS— V15). 


a  =  r>  104-2^/5. 


o  — ryöO+22Vd. 


a  »  r(3V'3+ V15). 

42.   Si  l'ou  compare  toutcs  CCS  exprcssions,  ou  verra  quo 

1^,  Si  le  t^traedro  et  l'octaedre  rlguliers  sont  cir- 
conscrits  k  iine  m6me  sphöre,  Tarnte  da  t£tra§drc  sera 
doablc  de  celle  de  Toctafedre. 

2^.  Lorsqae  les  deux  icosaedrea  r^gnliors,  Tan  con- 
▼  oxe  et  l'aatre  ^toile,  se  tronvont  circonscrits  k  nne 
mönio  sphero,  la  aommo  de  leurs  doux  arötes  est  6gai  k 
alx  fois  le  ctii  da  triangle  ^qailatiral  inscrit  dam  an 
grand  cercle  de  cette  sphire. 

3^.  Lorsqae  lo  dodecaedre  regulier  convcxe  et  son 
conjagoi,  ricosaödre  rögaliorconvexe,  sont  circonscrits 
k  ane  mSme  sphere,  lears  ardtos  sont  entre  elles  comme 
Ics  c^tis  des  d^cagone  et  pentagone  r^galiers  convexes, 
inserits  dans  an  mdme  cercle  et  maltipliis  respectiTO* 
ment  par  V5  et  V3. 

4^  Lorsqae  le  dodecaedre  rigalier  6toil6,  k  faces 
pantagonales  ^toiles  et  a  sommets  pentaedres  convexes, 
et  aoD  conjaga^,  le  dodecaedre  r^galier  Steile,  k  faces 
pentagonales  convexes  et  k  sommets  peataddres  6toil6s 
tronvent  circonscrits  k  ane  mSme  sphere,  lears ardtes 
sont  entre  elles  commc  les  c6t£s  des  denx  pentagones 
rignliers,  Tan  ötoiU  et  Tantro  convexe,  qai  sont  inserits 
dans  an  mdme  cercle. 


eonvexe  r 

Dod^edre  r^aUcr 
^toUi  de  Kepler, 

k  sommeU  pcutaedres  r 

Dodfca^dre  r^golier 

ctoile  de  Kepler, 

k  sommets  triedres  .  r 

Dod^edro  regalier 

itoÜ^  de  Poiusot .  .  r 

Icosaedre  regalier 
^toil6  de  Poinsot .  .  r 


— To—'. 

 v5  ' 

Ao(3i/3-V15), 
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b^.  Lorsquc  le  dodeca^dro  regulier  ctoil6,  li  faces 
peutagonales  etoiles  et  ä  soramets  triedres,  et  son  con- 
jugue,  ricosaedre  regulier  etoilc,  ä  faccs  triaugnlaire s 
üt  h,  somraets  pentaedrcs  Etoiles,  sc  trouvent  circon scrits 
k  une  meme  sphere,  leurs  aretes  sont  entre  elles  comme 
les  cötes  des  decagone  et  pentagone  r6gulicrs  etoilds, 
inscrits  dans  un  memo  ccrcle  et  multiplies  rcspectivc- 
ment  par  V5  et  V3. 


Paris,  Octobrc  1877. 


Do»lor:  Jnscriptioii  dans  le  ccrclc  des  polyjonts  etc. 


loa 


m. 

Inscription  dans  Ic  cercle  des  polygones 

reguliere  de  15,  30,        120,  etc.  cotes. 

Calcul  des  Cotös. 

Georges  Doetor, 

Profcuear  %  la  Fftcalte  des  Sciences  de  TCnivcrsitd  cathoUqae  do  Paris. 


La  int  tlnxlo.  ilont  noiis  faisons  u?ns'\  roposc  sur  la  TriL'ononu  tric 
la  i'his  t'lt'nu'iitairo ;  eilt'  supposo  coiiiiu  quo  la  ivirlc,  qiii  scrt  a  cal- 
cuicr  Ic  siuus  do  la  suoiiuo  et  Uc  la  diiltTcucc  de  deux  arcs. 

1.  InscriptioB  dans  le  cercle  de»  qaatre  polygones  rollere  de 
qnlBie  edUs«  11  existe  qusitre  pcnted^cngous  reguliers,  doot  les  trois 
^toil^s  8ont  des  cspeccs  2,  4  et  7. 

Los  domi-anglos  aa  ccntro  do  ccs  quatro  polygones  reguliers  de 
15  cotes  BOQt  respectivement 

15'    lö*    15'  15* 
par  cons^vent,  si  JH  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  les  cdt^s  seront 

C,5,i  -  2Ä8ill 


(2) 


0;j 

^     CiM  -  2Äsin 
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JJostor:  Jnscription  dans  le  cercU  des  polygouta 


Lcs  sinus  des  qiiatro  arcs  (1)  so  calculcroiit  aisement  au  moyen 
do  siaus  et  cousinus  d'arcs  plus  simples,  qui  suut  üejä  couuus. 

^oatom  d'abOFd  le  premier  et  le  troisidme  de  nos  arcs  (1), 
pnis  retranchons,  Tan  de  l'aatre,  les  m£meB  arcs;  nons  obteDons  les 
denx  identit^s 

i5"*"i5""3*  i5"i5"'ö' 


qoi  nons  donneiit  de  saite 


4rr 


(3) 


S 

(   15     6  ~ 


n  n 

G+10' 

6  "ig* 


De  mSmc,  fiaisons'd'abord  la  sommc,  pnis  la  diffdrence  da  second 
et  du  qnatrilme  des  arcs  (1);  nons  anrons  les  cgalitis 

7»  ,2«     3is       In    2n  n 
15"*"  15  "  T'      iö  "15  "  3* 


d*oü  noas  tirons  de  snite 


(4) 


15 


37t  7t 

10+6' 


i  27C 

\  15 


3;r 
10 


n 
6* 


II  nous  suftira  actuellcnient  de  inottre  res  (''((uivalents  (3)  et  (4) 
dans  les  formules  (2),  pour  obteuir  les  expressious 


C,,^  =  2i2Bm(?^-|j 
C;5,7-2Jlsmg+^) 


2/^8111  g- cos 


2i2C08^Slll|jg 


2R  sin  jjjy  cos  g  ~  2ä  COS  jq  sin  g-t 


TC  7C  TT  IT 

2i2  siüg  cos  jQ+2i?C0Sg  ^^^iö* 

n«.  .  TT  3^  .  ?t 

2i2siu     cos^  +2ÄC08j^siiig. 


Mais  üu  sait  que 
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(6)   (   8iii,^  =  i(Vö-l),     C08~  =  ffln|^  =  iyi5+2VÖ5 


2n 

car  8in-^  est  le  demi-eOt^  da  peutagoue  regulier  ^toil^,  qai  sc  trouve 

inscrit  danB  le  oerde,  dont  le  rayon  est  4gal  ä  rnnit^;  et  sin^  est 

Ic  (lenü  cote  da  decagone  regulier  etoile,  qai  est  inscrit  daus  le 
meme  cercle. 

Si  BOOS  tabfltitoonB  ces  valeors  (6)  dans  les  ^aUt^s  (5),  noas 
obtiendroos,  ponr  les  o6t^  d^s  quatrc  pentedecagones  regaliers,  Ics 
expressions  soivantes: 


<I) 


CiM  -  ( V15  +  V3  -  y  10  -  2  Vö), 
C,5H  =  i  Ä  ( V 10  -f  2  V5 + V15  -  V3), 
CiftiT     ii2  ( Vlö  +  V3 + y  10  -  2  V5). 


2.  La  comparaisou  de  ces  expressions  nous  fournit  les  dcux 
relations 


Kilos  demoDtrcQt  que 


1^  La  somme  des  deax  pentedecagones  regoliers  des 
espiees  4  et  1  est  ^gale  an  c6te  dn  pentagone  rignlier 
^toiie,  inscrit  dans  le  möme  cercle. 

2*.  La  differcnce  des  cotes  des  peute decagones  r6- 
güliers  des  cspeccs  7  et  2,  qui  sout  inscrits  dans  lo 
mdme  cercle,  est  egale  an  c6te  da  pentagone  regulier 
convexe,  inscrit  dans  le  rndme  cercle. 

3.  Inscriptiea  dans  le  oorcle  des  qoatre  poljgone«  r^llers  de 
tresta  eMs»  Comme  la  moitie  15  de  30  est  un  nombre  impair,  il 
cxiste  ami  qnatrc  polygones  r^goliers  de  30  cdtes,  dont  les  trois 
HoQH  toot  des  eq^ioes  7,  11  et  13. 
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Doatcrt  Imer^ttion  d&iu  h  eerdlf  de*  pofygotu* 


Les  dcmi-angles  an  centre  de  ces  quatre  polygones  röguUen  de 
30  cdtes  8011t  respectiTement 


(7) 


«      77t      lln:  13«^ 


par  svite  les  cMb  seront 


(8) 


Qo»7  — 


C  — 


9t 

2Ä8m  ^  . 


Qo,i3  =  2i2  sin 


1371 

30' 


Les  sinus  des  quatre  arcs  pourroiit  s'obtonir  eii  valcur  de  sinus 
d*arcs  plus  simples,  sinus  dont  nous  couuaissous  dej4  la  valear. 

Ajontons  d'äbord  lo  premier  et  lo  troisifeme  de  nos  arcs  (7), 
puis  prcnons  la  diffißrence  eutre  les  mSmes  ares;  nona  anrens  les 

deux  idcntit^s 


llTC 


d'oü  neos  tirona  de  sidte 


2rt 


30 


7t 

30 


71 

3 


IItC  71  71 

3o"    ö  "^e* 


0) 


9t 

6 


9t 

6 


Si  neos  prenons  de  meme  la  somme  et  la  differencc  du  deuxiemo 
et  da  quatridme  de  nos  mdmes  arcs  (7),  nons  aurons  les  egalites 


137t  .Ttt  2it 
30  +30      3  ' 


13;r 
30 


30 


71 


qni  noDS  domient  de  soite 


(10) 


137t  7t  7t 

30  ^  3  "^10" 


7» 

30 


9t 

8 


10' 


Mettons  ces  sommes  et  oes  differences  (9)  et  (10)  dans  les  for* 
moles  (8);  nous  obtiendrons  les  expressioos 
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« 

_  fit     7i\  ,   n      7t  n  ,  7t 

C^ij  810 -  ^^^j  =  2/1  Bin 3  cos     -  2ÄCO83  sin 

Qodi  =  2Jlsin  =  2Ä8ln^co8^+2JRco8  jsin^» 

_  ^       .     fit   ,    7t\         „       .    »         7t    .  Ä    .  » 

C^,i,  =  2ä8UiU  +  j^1  ==  272  sin  ^  cos  1^4- 2ä  cos  ^  sin  jj^. 

Sabstitnoiis  avx  ftctenn  trigoDometriques  des  8econd8  membres 
leors  Talem  mundriqnes 


»113  = 

cos  ^  =  }  V8, 

srnj-l 

7t 

'C08^-i(V5- 

-1), 

cos^- 

.  .2;r 
8iay  = 

iVlÜ-f  2V5; 

Dous  trouvcrons  poor  les  cotes  des  qa&tre  polygoaes  regulicrs  do 
30  cdtes  les  valeurs 


(UI) 


Ca«!  -  tÄ(V3ü-6V5+V5+l), 


4.  La  comiMuraisoii  de  ces  expressions  nons  fonniit  Ics  devx 
relatioiis 

qm  proavent  qne 

1°.  La  differenco  entre  los  cötes  des  polygones  rc- 
guliers  de  30  cötes,  des  espoccs  11  et  1,  iuscrits  daus 
Ic  meme  cerclo,  est  ^gale  au  cot^  da  decagonc  regulier 
etoile,  inscrit  dans  co  cercle. 

2*.  La  diff^rence  entre  les  c6t^t  des  poljgones  r^- 
gvHers  de  80  c6l^s,  des  esp^ces  13  et  7,  inscrits  dans 
le  mdme  cercle,  est  ^gale  an  ctii  dn  d^cagone  regulier 
eoBTexe,  inscrit  dans  ce  cercle. 
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Dotier:  Jnaeription  dang  U  ctrdt  d$»  pofygonu 


5.  Inscription  dans  le  eercle  4eB  holt  polygones  rollen  de 
60  coUk  Cc8  hoit  polygones  r^gnUera  sont  des  espdces 

1,   7,   11,   13,   17,   19,   23,  29. 

Lcs  demi-angles  an  oentre  de  ces  polygones  seront  aiiui 


(11) 


TT 


In     lin     l^Tt     17n     lOn     23«  29« 


60    60  '     60'    60  '  »  60'     60  *    60  *  60* 

do  Sorte  qu'ou  aura,  pour  lcs  cutes,  les  cxpressions 


(12) 


2i2siii 

29« 
60' 

=  2Jiwa  ^> 

2i2aiii 

23» 
60' 

=  2RSUI  ...y. 

2i{sin 

19« 
GU  ' 

=  2/?sin  ^  1 

2iZsin 

17« 
60* 

Comino  on  a 


29»  ,  «   « 

60  "•"60""  2' 


29»  » 


7» 
15  *' 


etc. 


ou  peut  ecriro 


» 

6Ö/^ 

« 

=  4  — 

7» 

30 

LO« 
60 

«  7« 
^  4+30' 

7« 

GO  " 

» 

=  4  - 

2« 
15' 

23« 
60 

«  ,  2« 
"■4+15' 

11« 
60 

» 

» 

19« 
60 

»  ,  » 
=  4+15' 

13« 

« 

« 

«  TT 

^  4+3Ö" 

60 

~30' 

GU 

et  que 


Dereloppant  les  sinus  et  observant  qae 

» 

4  -4 

7»     .  4»  2» 


sin  2"  =  cos  j  =  i  V2, 


cosjj-sin^^. 


11» 


^15 


» 

«»•16 


.  13» 


« 

COS  3^ 


.  7» 
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DU  troQve,  en  sabstitiiaiit  daus  (12),  poor  les  oOt^s  de  not  hait  poly- 
goncs  regnliera 

^Von  — -"^2^8111        sin  ^j. 

<^üu.ij  —  ÄV2  (sin  —  -  sin^y 
Qo„a-JIV2(sing-8in^). 

8i  Ton  mel,  dans  les  seconda  membres,  &  la  place  des  sinns  Icun 
Taleurs  ürtes  de  (I)  et  (U),  on  troaTe  eofia  qne  les  cAtfs  des  hiiit 
polygones  r^goliers  de  60  c6t^  sont: 

-  iÄ|/2[(V3+lXVÖ-l)~(V3-l)yiÖ+2v'öl 
Ct^  -.jÄi/2[(v'3+l)yiO-.2VÖ— (V3-.1)(V5+1)], 
W  -      V2  [( V3- 1)  y  10+2  Vö +( V3+ 1)(  V^ö  - 1)], 

1   QihJt  -  4ÄV2[(V3+l)(V5+l)-(V3-l)yiO-2  V61 

Qo»!!  -  V2  [( V3  -fl )  T'IO -~2  \  5  +  ( V'3  - 1)(  Vli  + 1 )], 
Ciw,  -  in  V2[(V3+l)yiO+2Vö-  (V3— l)(Vö-l)l 

Qoi«  -  iÄV2[(V3-l)yiO-2V5+(V3+  1)(V54-1)1 

-  V2 [( V3  +1) y lü -f  2VÖ -f  ( V3 - 1)( V5 - l)j. 

6.  IieerIptieB  ^daw  le  ecrde  des  selse  poljgmss  rtfiUers  de 
liO  ettdi.  Od  poafra  caleoler  les  c6tds  de  oes  seize  polygones  H" 
gniien,  en  snivant  la  mtaie  mdChode;  U  snffira  poiur  eela  de  fidre 
«sage  des  idestitda  snivantes: 
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n 

— 

  ry  

7E     t  n 

31  TT 

r2o 

8  ~~60* 

121) 

— 

8  60* 

7« 

n  n 

37» 

8»  » 

120 

8  16* 

120 

8  "^15* 

11« 

» 

TT  TT 

41» 

3»  TT 

120 

8~30' 

120 

= 

¥~3ü' 

1.3  TT 

7t         TT  . 

43 7c 

120 

8  ~6Ö' 

120 

SS 

8  ~60' 

120 

8+60' 

4t7n 
120 

= 

ölt  » 

"8+60' 

120 

TT  7C 

8  "^30* 

49» 
120 

on  n 
8  "^30' 

239S 
120 

53» 

120 

Zk  .  » 

29:r 
120 

8  +  6Ö' 

59» 
120 

8«  ,7» 
8  ^"60' 

Ce  mode  de  calcul  pcut  fournir,  cornme  Ton  voit,  toutes  les  valeurs 
que  doDoe  la  resolution  de  i'equation  binomc  x**  —  1  0. 
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III 


IV. 

Neue  Eigenschaft  der  Kegelschnitte. 

Von 

K.  Zahradnik. 


Jeder  Kreis  schneidet  einen  Kegelschnitt  in  vier  Pnnlcten;  die 
Parameter  der  Schnittpunkte  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Coordinaten 
eines  Kegelschnittsponktes^) 

in  die  Gleichang  des  Kreises 

2a«  =  0  (2) 

etnfUiTen,  als  Wurzeln  einer  hiqnadnitischen  Gleichang  in  u.  Da 

nun  drei  Punkte  die  Lage  des  Kreises  vollständig  bestimmen,  so 
iiiüsscu  die  rarameterwcTte  der  vier  Scliiiitti)iinkte  einer  Bedingunga- 
gleicbuug  genügen,  und  ein  Vergleich  der  C'oefticientcu  der  ens'ähnten 
biquadratischen  Gleichung  gibt  uns  unmittelbar  diese  Bcdinguugs- 
gleicbung^j  in  Form 

Fttr  s>  «3  »  »4  »  «  würd  der  Kreis  (2)  znm  Krttmmangskreise 
und  die  Bedingnngsgleichung  (3)  geht  in  diesem  Falle  flher  in 

i*a+3ttS+«(3u+i*,)  =  0  (4) 

wdcbe  wir  auch  schreiben  können,  u  statt  setzend, 

«*'+3(zt*+u'(3a«+fl)  —  0  (4') 


J)  Siehe  dieses  „Archiv"  Teil  61.  png.  220. 

2)  Siehe  Dr.  Em.  Wey r:  „Kegelschnitte".  Sitzb.  d.  kgl.  bOhm.  GeieUscb« 
«L  Wissenscb.  18.  OcL  1872.  Prag,  Sepabdr.  pag.  29. 
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Zahradnikx  Ntut  £ige»sekaft  der  KegeUchnitte, 


Diese  Gleichung  besagt  uus,  dass  jeder  Krümmungskreis  im  Punkte 
u  den  Kegelsehuitt  in  einem  Punkte  »//  schneidet,  und  umgekeiirt, 
dass  durch  jeden  Punkt  des  Kegelschnittes  drei  Krümmungskreisc 
hindurchgeben.  Die  Osculationstripel  bildea  uämiich  eine  eubisehc 
Involution.  You  deu  Oscuiationstripela  können  wir  nun  die  Kigen- 
scbaft  nachweiBen,  dass  ihre  Schwerpunkte  auf  der  Neben- 
achse des  Kegelschnittes  liegen. 

liezeichnen  wir  mit  m,,  u^,  die  Wurzeln  der  Gleichung  (4'), 
so  erkeuueu  wir,  dass  dem  Kegelschnittspuukte  u'  das  Osculations- 
tripel j/jUgMa  entsi)richt,  somit  auch  dessen  Schwerpunkt  (^7/).  Dio 
Coordinatcn  des  Schwerpunktes  eines  dem  Kegclscbnitte  cingescbrie- 
bcueu  Dreiecks  (uju^uj  sind  nun 


*      3»=iu»»— . 


=  2/.  1  _«»_ 
'      3  »=i«»»— 9 


(6) 


Sollen  nun  dessen  Ecken  die  Osculationspunktc  des  Kegelschnitts- 
puuktes  u'  sein,  so  müssen  deren  Parameter  wegen  (4)  deu  Gleicbungeu 

(u),  =  3q  (6) 

genOgen;  da  nnn  mit  Rücksicht  auf  (6) 
ist»  folgt 

f— I  (7) 
womit  der  Satz  als  bewiesen  erscheint 
Agram,  Februar  1878. 
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V. 

Inedita  Go[>])ernicaiia. 

A«s  den  Handsobriftea  in  Berlin,  Frauenborg,  Upeala  und  Wien 

herftttsgcgtben  von 

Maximilian  Curtze. 


Vorwort. 

Es  ist  ein  aogenebmee  Gefilhl  den  Spuren  dnes^grossen  Mannet 
nachaehend  anf  völlig  uDbokanate,  l&r  die  richtige  Wardigang  de»- 
•dben  Jedoch  hachst  bcdcuhtogsvotto  Stellen  gefttbrt  in  werden* 
Dieses  Wohlgefohl  ist  mir  jetzt  zum  dritten  Male  zn  Teil  geworden: 
A]s  ich  in  Prag  für  die  Saecularausgabo  des  grossen  Werkes  De  re- 
Tolutionibus  die  Origiualhandschnft  vorglich,  und  dadurch  in  den 
Stand  gesetzt  wurde,  in  die  Werkstätte  des  scliatfendcn  Genius  einen 
liliek  zu  tun;  al>  ieli  dann  in  den  von  mir  IST.')  in  der  Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik  verotreiitliohteu  Reli(juiae  Copperni- 
canae'j  aus  upsalenser  Hantischriften  weitere  Beiträge  zu  dieser 
Fr.i:^e  herbeiseliatieu ,  aber  auch  in  anderer  IJcziehunR  das  Bild  des 
Coppemicus  klarer  stellen  konnte ;  als  ich  endlich  in  diesem  Jahro 
durch  die  Freigtddgkeit  (U  s  Macens  unserer  Wissenscbaft .  dos  Für- 
sten Don  Baltbasar  Boncompagni  in  Rom,  Upsala  selbst  besucben 
dorfUs  dort  ciue  uugcahutü  üilc  vou  uubckanuteu  Coppemicuuis  faud^j, 


1)  Zeittehrlft  fOr  Mathematik  and  Physik.  XIZ.  Jahrg.  1874, 
a  7<~8t.  482—458;  XX.  Jahrg.  1878,  8. 891—848.  Aach  Mparat  gedruckt, 
Upilg  Ttabner  1875,  €8  8.  8*.  and  «ino  Tafel. 

9)  Binea  vorliaftgen  Berieht  erstattete  ich  an  den  Coppernicns-Vereia  Ihr 
Tliateaschaft  nad  Kamt  ta  Thom  mm  4.  Jaai  1877.  Derselbe  Ist  nlt  nannig- 
ficben  Brweiterangea  abgedraekt  Im  Jali  •Septemberheft  1877  der  Altprcoasi* 
•eben  Monamebrift  &  478—489  and  im  Mirsheft  1878  des  Ballettiao 
Boaeompagai,  Bobm  1878. 


TmI  LIll. 


8 

Digitized  by  GoOglc 


114 


dort  Koode  erhielt  von  zwei  der  wertvollsten  Handschriften ,  wdche, 
ohne  dass  eines  Kenners  Ange  diese  Schätze  gesehen,  unbeachtet  in 
der  wiener  Hofbihllothek  gelegen,  trotzdem  sie  seit  1873  in*dem  ge- 
druckten Kataloge  (lersclbcu  aufgeführt  sind! 

Dank  der  hohen  Intervention  des  answftrtigen  Amtes  des  devt> 
sehen  Kelches,  konnte  ich  diese  Perlen  —  leider  schlecht  gefasste  — 
mit  Mnsse  benutzen,  und  mit  ihnen,  dem  Wichtigsten,  was  ausser 
dem  grossen  Werke  von  Coppemicns  auf  uns  gekommen  ist,  will  ich 

diese  Arbeit  bogiuuen.  Ihnon  werden  sich  an  zweiter  Stelle  die 
mathematisch -astronomischen  Notizen  aus  upsalciiscr  und  frauen- 
burger  Handschriften,  an  dritter  einige  Gutachten  anschliesscn,  welche 
man  füglicli  der  aii^cwamlten  Mathciuatik  zuteilen  darf.  An  vierter 
Stelle  werden  endlieli  diejenigen  upsalenser  Excerpte  mitgeteilt  wer- 
den, die  uns  Coppcrnicus  von  einer  ganz  andern  Seite  zeigen:  als 
helfenden  Arzt.  Dieser  Teil  seiner  Tätigkeit  ist  bis  jetzt  durch 
Documcute  fast  gar  nicht  aufgeklärt;  auch  das,  was  wir  bieten  können, 
sind  nicht  sowohl  dergleichen  Documeutc  als  diätetische  Regeln  und 
ärztliche  Rccepte,  welche  er  in  die  Bflcher  eingezeichnet  hat,  welche 
teils  ihm  selbst  gehörten,  teils  zum  Gebrauch  des  bischöflichen 
Leibarztes,  der  er  ja  war,  angeschafft  waren.  Eine  Art  Anhang  wird 
dann  den  kurzen  Kachweis  einiger  bis  jetzt  für  das  Leben  des  Copper- 
nicus  noch  nicht  verwerteter  Documente  bringen,  bei  denen  Copper- 
nicus  als  Zeuge  fungiert  hat. 

ich  kann  nicht  umhin  hier  die  grossen  Dienste,  welche  mir  bei 
der  Gestaltung  des  nachfolgenden  Textes  mein  verehrter  GoU^ 
Herr  Oberlehrer  Boethke,  geleistet  hat,  mit  aufrichtigem  Danke  hier 
öffentlich  anzuerkennen. 

Thom,  im  December  1877. 

M.  Gurtze. 
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L  Der  ,,Coiumeutariolus des  ropperuicus  Uber 
•ein  Baek  «»De  rei olutionibus/^ 

Die  JL  IL  Hofbibliothok  zu  Wien  besitzt  einen  Quartbaud  mit 
der  OrdDangsnommer  ,,10530'^  Derselbo  bcstebt  aus  45  mit  Bleistift 
TO&  1—45  numerierten  Blättern,  die  mit  ciucni  Yorblatto  und  einem 
NftchUatte  zosammeogebnoden  sind.  Die  Höbe  der  Blatter  betrügt 
215",  die  Breite  170"".  Eine  ältere  Kumcratiou  beginnt  mit 
Butt  4,  das  die  Ziffer  26  trägt,  und  geht  bis  Bltt.  44,  das  mit  67 
b^eicbnet  ist  Diese  ältere  Zählung  erleidet  eine  Untcrbrecbung; 
das  Blatt,  welches  mit  60  hätte  bezeichnet  sein  müssen,  fehlt  Da 
die  mit  Bleistift  bewirkte  Bezifferung  diese  Lücke  nicht  aufweist,  so 
imiss  das  Bltt,  (><)  sowohl  als  die  Blätter  1—25,  welche  am  Anfange 
iehlen,  schon  vor  dt  rst  lbcn  nicht  melir  vorhamlcu  gewesen  sein^). 
In  der  Tat  steht  auch  am  Fnssende  des  Blattes  .ST^,  dessen  alte 
Bezifferung  59  ist,  mit  Bleistift  geschrieben  „(fol.  Go.  de  est)", 
jedenfalls  von  demjenigen  hinzugefügt,  der  die  Bleistiftfoliierung  aus- 
führte. Der  Einband  ist  ein  völlig  moderner  Tappband  nnt  Pergament- 
räcken  nnd  grünmarmoriertem  Tapierübcrzug.  Die  Schrift  des  Teiles 


S)  Einer  froumllichen  Nacliricht  des  Herrn  Dr.  Joseph  Haupt,  Custos 
der  K.  K.  Hofltibliothek,  entnehme  icli  Fuli^omles:  Die  Hniulbihrift  10570  ist 
in  dem  IIan!lsi.-hril't''nkotalüg  Tij,Mi;i;j;ols  (f  1636)  nicht  verzeichnet.  iln<:«'gen 
bat  Lambcck  (Lambccius)  dieselbe  aufgciührt.     Er  bezeichnete  Uic  Blätter 

CCCr  XII 

1 — 53  (16— SS  der  alleo  Namcration)  dnrch  -       — ,  die  Bl&tter  34— 4S 

CCCLXIII 

(56 — 67  der  ulten  Numcratiun)  oiit   —  ,  halte  also  aus  ihnen  iwci 

363  r 

Bttodscbriften  gemacht.  Schon  in  seiner  Zeit  fehlten  aber,  wie  hieraus  her- 
▼orsebl«  Bltt.  1-»S5  der  GesaninithandschrifL  Sie  wurde  spftter  in  dem  Kata* 
löge  des  GenUIotti  von  Bngelsbmnn  am  Anfange  des  rorigen  Jahrhunderts 
flibenJalls  ab  swei  gesonderte  Handschriften  anfgefahrt,  aber  gleichfalls  unmit* 
telbar  neben  einander  gestellt,  und  haben  in  demselben  die  Nummern  Fhilos. 
S70,  369.  Auch  er  hat  das  dritte  fehlende  Stttck  nicht  vorgefunden.  Zu- 
•ammengebnnden  sind  beide  Handschriften  erst  vor  6  oder  7  Jahren,  ans  welcher 
Zeit  Mch  die  Bleisüftfoliiening  stammt  Auf  Bltt  4«  (früher  26«)  steht  fol- 
gende Widmung:  „Dn*s  M.  Christiernns  Seuerinus  Longomontanus 
reliqnit  amieo  sno  lohannl  Erieksen  f$vifiuo$POP  (!)  Benaehia 
Boh^moram  18  Jnlii  discedens  Ao*  1600."  Es  dflrfte  also  dieHand- 
sehrift  ans  dem  Besitse  Ericksen's  in  die  Hinde  Tycho  Brahe's  gelangt  sein, 
dessen  geaammte  Bibliolhek  in  die  Hofbibliotbek  an  Wien  unter  Lambeeius 
ftbargiiig. 
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der  Handschrift  10530,  welcher  uns  hier  allein  interessiert  (Bltt  34* 
— 43*),  stammt  aus  dem  Ende  des  XVI.  Jahrhunderts,  kann  also  auch 
nicht  Autograph  des  Coppernicus  sein'*).  Der  Abschreiber  kann  toü 
dem  Inhalte  dessen,  was  er  abschrieb,  nicht  gerade  viel  vorstanden 
haben,  denn  der  Text  ist  vielfach  sehr  verderbt,  und  es  lässt  sieh  oft 
nur  durch  mehr  oder  weniger  sichere  Conjectur  bestimmen,  was  der 
Verfasser  gesagt  bat  oder  bat  sagcu  wollen.  Ich  lasse  zunächst  den 
Text  feigen,  in  der  Fassung,  in  welcher  ich  glaube,  dass  Coppemicui 
ihn  geschrieben  hat  In  Hinsicht  auf  die  befolgte  Orthographie  ver- 
weise ich  auf  die  Grandsfttze,  welche  ich  in  den  Prolegomenis  der 
SUcnlaransgabe  dargelegt  habe^),  die  anch  hier  durchgehend  zur  Gel- 
tung gelangen.  Unter  dem  Texte  habe  ich  die  Abweichungen  der 
Handsdirift  von  demselben  verzeichnet;  man  wird  ans  ihnen  das  be- 
stätigt finden,  was  ich  oben  Aber  die  Fähigkeit  des  Abschreibers  ge- 
sagt habe.  Erläuterungen  zu  dem  Coramentariolus,  Vergleichung 
seiner  Angaben  mit  dem  Texte  der  Revolutionen  u.  s.  w.  folgon  dem 
Abdrucke  des  Textes.  Jeder,  der  dieses  hochinteressante  Werk  ge- 
lesen hat,  wird  die  grosse  Wichtigkeit  desselben  für  die  Beurteilung 
des  Coppernicus  zugeben.  Der  Commcntariolus  ist  das,  was  wir 
heute  eine  Selbstanzeige  eines  Buches  zu  nennen  pflegen.  Es  scheint 
aus  dem  Wortlaute  dcsselbeu  hervorzugehen,  dass  derselbe  geschrieben 
ist  vor  Vollendung  des  grossen  Werkes,  er  dürfte  also  in  den  30er 
Jahren  des  XVI.  Jahrhunderts  entstanden  sein,  also  später  als  der 
Brief  an  Wapowski,  den  ich,  zum  ersten  Male  in  lesbarer  Gestalt, 
dem  Gommontariolus  folgen  lasse.  An  wen  der  Gommontario- 
lns  gerichtet  ist,  ist  mir  bis  jetzt  zu  erforschen  unmöglich  gewes^ 
'  JedenfhUs  haben  wir  in  ihm  jenes  ^ProoBminm,  4|uod  prssmisit' 
zu  sehen,  welches  Gemma  Frisius  in  einem  Briefe  an  lohanncs  Dan- 
tisctts  d.  d.  „Lovanii,  Becimotortio  Kai.  Augusti  1541^  als 
Ton  Coppernicus  herrührend  anführt,  und  das  ich  bei  der  ersten  Her- 
ausgabe dieses  Briefes  auf  die  „Narratio  Prima"  des  Rheticus 
bezieheu  zu  müssen  glaubte^).   Zur  Stütze  dieser  Behauptung  stehe 


4)  Der  erste  Teil  (Bltt.  4«^S1«,  nach  unprAnglicher  NanemtioD  SS*— 
85«)  entbilt  eine  Abhandlaag  des  M.  Christiemus  SeTcriniis  LongommitMiai 
Uber  den  Comcten  von  1690. 

ft)  KicoUi  Copernici  De  Revolutionibui  Orblnm  Cslestinn 
Libri  VI.  Ex  Aneloria  Antographo  ReeodI  Caravit  Soeietaf 
Copernieana  Thorunensii.  Tbornni  1873,  8.  XX:  n^c  editionif 
Bostr«  rationo  et  norma.** 

6)  Fünf  nngcdrnekle  Briefe  def  Gemna  Friiina.  Naeh  den 
Originalen  in  der  UsireraitAtsbibliothek  an  Upeala  heranf 
gegeben  (Qmnerl'a  Archiv,  T.  LVI,  S.  318— 3S6)  m.  i.  apeciell  8.319,2.88 
bis  8.  880,  Z.  16. 
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hier  die  Stelle  ans  jenem  Briefe.  Eine  Vcrgleichuiij::  derselben  mit 
dem  laMtA  des  Commentariolas  wird  meine  Bebauptong  ohne 
Weiteres  illmtrieren. 

„At<iue,  ut  de  aliis  nunc  taceam,  ipsa  saiio  Vrania  sedos  ibi  finxit 
,^Yas,  iiovosquc  siios  excitavit  cultoros,  qiii  iiovam  nobis  terram, 
,^niia  PhüBbum,  nova  astra,  iiniuo  totuni  aliuin  apportabunt  orbem. 
,,Et  quidui  Dovom,  com  hactonas  ignotam  prorsus  et  inccrtum  dc- 
npictum  limitibns  orbem,  iain  deiuccps  tanqnam  e  coelo  asportatum 
^BOtissimam  simos  babitari?  Quot  cnira  cnroribas,  involucris,  laby- 
„rinthif ,  quot  denique  enigmatibus  plus  quam  Spbyngids  inYolatam 
„btbuimDs  nostram  Astrologiam!  Ego  sane  mnlta  posscm  ennmerare 
„qac  nnoqaam  mihi  satisfacere  potuernnt  Quäle  est,  qnod  Maitis 
^iBotnm  sepe  a  calcnlo,  vcl  exactissimo  sccondiim  tabnlas,  tribns 
„signiferi  paitibns  abesse  observaverim;  quod  Lnne  magnitndo  non 
^tantum  varictur  ad  nostrum  coiispectum,  quautum  uotaut  gravissimi 
,,buias  artis  anthoros;  quod  anni  quantitas  mmquam  inventa  sit  ex- 
„a<!te,  coDformis  veritati.    Nihil  uuuc  dicam  de  motu  firmamenti  et 
„apogiorum,  qui,  ut  nc  umbram  quidem  babuit  veritatis,  ita  oinnibus 
j.ricliculus  approbatus;  omitto  etiam  plura  alia  de  oiunium  fere  stella- 
y,niin  longitudiiie  et  latitudine,  iio  I).  T.  K™«  olTstrepain  iucivisius. 
„UsBc  8i  reddidcrit  author  illc  vester  sarcta  et  tocta 
„(id  qaod  mazime  animus  prtesagit  ex  eo  procemio,  qnod 
y^prsemisit),  nonno  hoc  est  novum  dare  terram,  novam  terram, 
„novnm  coelnm  ac  Dovnm  mnndom?   Neqne  cgo  nunc  dispute  de 
„bypotbe^ibns,  qnibus  ille  ntitur  pro  sua  demonstrationo,  quales  sint 
,,aut  quantam  veritatis  babcant  Mea  enim  non  refcrt,  terramne  dicat 
,,eircnm?oM,  an  immotam  consistcro;  modo  sydemm  motna  tempo- 
„rnmque  intenralla  babeamus  ad  amussim  discreta  et  in  exactissimum 
„caleulnm  redaeta.  Sola  me  mora  omnium  pessima  habet;  cupio  enim 
,4smilam  ylderi  hains  negocii  finem,  et  non  pauci  sunt  passim  viri 
,,eruditi,  quibus  non  minor  inest  auimi  cupiditas  hipcce  videndi,  quam 
„mihi.   Quapropter,  Ornatissime  Pni  sul,  noii  ])arum  inereberis  graeie 
..apud  posteros  omnos,  si  (quod  tibi  arbitror  iicque  grave  esse  nequc 
„arduum)  calcaribus  tantum  usus  hoc  opus  proiiioveas.    Nun  te  latet 
„enim,  qua  ratioue  StTppe  accidat  a  decessis  authoribus,  ut  libri,  opera, 
,,sQpellex,  deniqae  tota  diripiantur  abeantqae  in  oblivioncm,  qwß  alio- 
„qni  maltis  ex  asu  essent  futura. 

„Scis  arbitror,  Dignissime  Pr?psul,  de  quo  loquar,  nam  et  mihi 
.,pra?souti  olim  de  hoc  authore  celebri  lecisti  meutionem,  cum  do  terrae 
,,cobliqae  motu  iuter  uos  confcrremus/' 

Es  giebt  noch  eine  ganze  Reihe  weiterer  Tatsachen,  welche  sieb 
unter  der  Voraussetzung,  dass  Copperuicus  seinen  Commentariplus  schon 
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geschrieboii  hatte,  leicht  erkl&ren  lassen.  Im  Jahre  1533  konnte  Wid- 
manstadt  dem  Papste  Clemens  VII.  die  coppernicanische  Theorie  dar- 
legen, wie  ans  Codex  Graec.  CLI  der  Hof-  ond  Staatsbihliotbek  zu 
Mflncben  hervorgeht,  in  welchem  sich  eine  bezflgliche  eigenh&ndige 

Notiz  Widmanstadts  findet^).  1536  schreibt  Cardinal  Nicolaas  SchOn- 
berg  an  Coppernicus  und  bittet,  nm  Abschrift  des  grossen  Werkes; 
wenn  er  den  Comracntnrioliis  gclt  son,  ist  dieses  Verlangen  sehr  natür- 
lich**), l;').'!.')  schreibt  Erasmus  Roinliold  in  der  Vorrode  zu  seiner 
Ansgabo  der  Tii e o r i c jp  n o v \^  1  ;i n e t a r u m  Peurbach's ,  Wittcn- 
b»,'rga'  ir).*5ä:  Tanietsi  video  (juendani  re conti o ro m,  prje- 
stanti.ssi  m um  Artificem  (qui  niagnam  de  se  apud  onines 
c 0 n c i t a \  i t  e x p e c  t a t i o n e m  r o s  t i t u  e u d A s t r o u  o m  i a?  et 
iam  adornat  editionem  suorum  laborum)  sicut  in  aliis 
As tro  110 urKo  partibus,  ita  etiam  in  hac  varietate  motus 
LuuiP  oxplicauda  dtcc  rtaadav  disscntire  a  forma  Ptole- 
maica.  Tribuit  onim  Lnna'  epicyclum  Epicycli  etc.,  was 
sehr  verständlich  klingt,  wenn  der  Commcutariolus  als  vorhanden 
angesehen  wird.  Sollte  nicht  auch  Rheticus  durch  dieses  Schriftohen 
zuerst  angeregt  worden  sein,  seine  Reise  nach  Fraucuburg  anzutreten? 

Also  würden  die  ersten  Jahre  des  dritten  Jahrzehnts  des  fünf- 
zehnten Jahrliunderts  als  Eutstehuugszcit  des  Commcutariolus 
festzuhalten  sein. 

Nach  dieser  Abschweifang  gehe  ich  zur  IGtteilung  des  Textes 
des  Commentariolns  Aber. 


7)  Die  Worte  Wirlmanstndt's  Inut^'n:  ,, Clemens  VII.  Pontx.  M.nx^« 
hunc  Cüdicem  mihi  D.  D.  D.  Anno  Ml) XXXIII  Romie  postquam 
c  i  p  r c  s c  n  t  i  b u 8  F r.  U r s i  n  o ,  I o h.  S a  1  v  i  a i o  c :v r  d  d. ,  loh.  P e  i r o  e p s c o 
Viterbicn.  et  Mnthieo  Curtio  McdicJi  phyiico  in  hortis  Vnticanis 
Copcrn  ican  nni  de  motu  torr;v  sententiam  e.xplicavi.  —  loh.  Al- 
bertus W  idma  n  st  a  d  i  US  cognt«  Lucrctias  S™»  D.  N.  Sccretarius 
domesticus  et  farail iuris.'* 

8)  Siohp  dio  verschiedenen  Ausgaben  dcs^Coppernicus  s.  B.  die  Sicalar- 
nusgabo  Thoruui  1873.  S.  XIIL  Anm.  15. 
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=<'ujfc  NicoIai|Coppernici 

de  hypotbesibas  motaum  caalestimn 
a  80  constitotis 

commentarioliis. 


MaltitadiDem  orbinm  cslcstinm  maiores  noBtros  cam  luadme  ob  6 
CMMam  posoisae  video,  nt  appareDtem  in  sydcribus  motnm  sab  re- 
gularitato  salvarent  Yalde  enim  absordam  videbatnr  caelesto  corpus 
in  absolatissiroa  rotiinditate  noii  temper  «cqae  moveri.  Fieri  aotem 
possc  adverterant,  nt  etiam  eomposltione  atqiie  eoncnrra  motoam  re- 
gularium  divcrsimode  ad  aliquem  situm  moveri  quippiam  vidcretur.  10 
M  quidera  ( alli])pus  et  ICudoxus  \>vt  concentricos  circulos  dodiRcre 
hborantcs  uon  potuerunt  et  bis  oinnium  in  motu  sydereo  reddere 
rationem,  nou  solum  corum  quje  circa  rcvolutiones^sydcrum  videntiir, 
verum  etiam  quod  sydcra  modo  scandore  in  sublime,  modo  descen- 
dcre  nobis  videntur,  quod  coucentricitas  miuimc  sustinet    Itaqao  15 
potior  Bcntentia  visa  est  per  eccentricos  et  epicydos  id  agi,  in  qaa 
demnm  roaxima  pars  sapicntum  conveuit.  Attamen  qnae  a  Ptolonueo 
et  plerisqoe  aliit  passim  de  bis  prodita  faenmt,  quainqnam  ad  niiine- 
rum  responderent)  noa  panram  qnoqoe  vidcbantnr  |  babere  dnbitatio- 
nem.  Non  enim  saffidebant,  nisi  etiam  aeqnantos  qnosdam  drcnlos  ^ 
imagiDarentor,  qaibus  apparebat  neqae  in  orbe  suo  deferente,  ueqne 


2.  cslestiam  Ii  ccBlettiom  «nd  so  imme  r.  —  6.  syderibos || sideribna.  ^ 
11.  C*UippM  II  Caljrput.        17.  A  PtolomiBo  II  ab  Ptolomeo.  — 


a«  bjpothefibnt.  Es  Ut  be- 
•cbtentwert,  dafs  hier  Coppernicnt 
selbst  seine  Daritclli^ng  des  Wcltge- 
t»indes  sU  Hypothese  hinstellt  —  11. 
CallippuB  et  Eudoxus.  Der  Name 
det  KalUppns  kommt  in  den  Rcvola- 
tionea  an  4  Stellen  vor.  W&hrcnd  an 
dreien  derselben  (S.  159,  183,  213  der 
SftcnUraas^abe)  nnr  der  kallippischen 
AeraErwihnunggeschieht,  fflhrtCoppcr- 
siciu  in  der  Tieiteo  Stelle  (S.  191  der 


Sftcolaransgabe)  die  Bcobachtang  der 
Liege  des  Jahres  durch  Kallippns  an, 
TOn  einer  Kcnntniss  der  Theorie  der 
concentrischen  Spli&ren,  wie  in  den 
obigen  Passus,  ist  in  den  ReTolotionen 
aber  nirgends  die  Rede ;  Bndoxns  wird 
von  Copernicus  in  dem  grossem  Werke 
Oberhaupt  nicht  erwähnt.  Um  so  wich- 
tiger dürfte  daher  diese  Stelle  unseres 
Commentariulus  ffir  die  Beurteilung 
der  Studien  det  Coppernicni  feint 


Digitized  by  Google 


120 


Curtze:  Jnediia'^CopptrnkMa, 


in  centro  proprio  sequali  Semper  velocitate  sydus  moveri.  Quaproptcr 
non  8ati8  absoluta  videbatur  hüiusmodi  speculatio,  neqae  rationi  satis 
condnna.  Igitar  cnro  hiec  aniroadvertasBem  ego,  ssepe  cogltabam  n 
forte  ratioDabilior  modns  cirealomm  iiiTeniri  posait,  e  qaibas  omnis 
6  apparens  dinenitaa  depcnderet,  omnibns  In  seipsis  «equaliter  motis» 
qaemadmodtttii  ratio  absoloti  motos  poscit.  Rem  sane  diffieOem  ag- 
gresBos  ac  paene  inexplicabilcm  obtnlit  se  tandem,  qaomodo  id  paa- 
-  cioribos  ac  midto  convenientiorlbiis  rebus,  quam  olim8itproditam,fieri 
possit,  si  uoMb  aliqu»  petitiones,  quas  axiomata  Tocant,  conoedaator, 
10  quse  boc  ordino  scquuQtor. 

Prima  petitio. 

Omuium  orbinm  cfdeetinm^sive  sphseramm  nuam  centmm  non  esse. 

«  (Secnuda  petitio. 

Centnim  terrsB  non  esse  oentmm  mundi,  sed  tantum  gravitatis  et  orlns 

15  Lunaris. 

Tertia  petitio. 

Omnes  orbcs  ambire  Solem,  tanquam  in  mcdio  omuium  existentem, 
ideoque  circa  Solem  esse  ceutrum  mundi. 

I  Quarta  petitio.  ^ 

20  Minorem  esse  comparationcm  distantiarum  Solis  et  torrffi  ad  altitudi- 
nem  firmanienti,  quam  semidimetieutis  tcrraj  ad  distantiam  Solis, 
adeo  ut  sit  ad  summitatom  firmamenti  inseusibiiis. 

Quinta  petitio. 

Quicquid  ex  motu  apparet  iu  firmamonto,  non  esso  cx  parte  ipsius, 
25  scd  terr«.    Terra  igitur  cum  proximis  elcmentis  motu  diurno  tota 
couvertitur  iu  pulis  suis  invariabilibus  lirmamcntu  immobili  perma- 
ueute  ac  ultimo  cado, 

Sexta  petitio. 

Quicquid  nobls  ex  motlbos  circa  solem  apparet,  non  esse  occaslone 
30  ipsius,  sed  teUuris  et  nostri  orbis,  cum  quo  circa  Solem  volvimnr  oea 
allquod  alind  sydus,  sicque  terram  pluribus  motibus  fem. 


S.  poicit  II  ponir.  —  17.  Omnei  ||  Qet.  —  ^Solem  ||  loltnt.  —  SS.  per* 
mauMito  II  peiueotente.  —  80-^1  .ceu  «liquod  aliud  tjdas  ||  tea  allquo  allo  tydtn,'^ 

II.  Prima  petitio.  M.  t.  Der« V.  (8.  17— >  19).  —  SS.  Quinta  peli* 

Lib.  I,  cap.  UU  (8.  14-16).  —  IS.  tio.   De  Rer.   Lib.  I,  G•^  ▼  (8. 

Secunda  petitio.  De  rer.  Lib.  I,  1S  —  I7).  —   S8.  Sexta  petitio. 

Cep.  Vmi  (S.  24-Sft).«-ie.  Ter-  De  rer.  Lib.  I,  Cep.  Yini  U 

tie  petitio.  Sbende.  —  19.  Quarta  »S5). 
petitio.  De  rer.  Lib.  I»  Cap.VI 
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Sepüma  petitio. 

Qnod  apparot  in  crraticis  rotrocessio  ac  progrcssus,  non  esse  ex  parto 
ipsarum  sed  telluris.  Huius  igitar  soiius  motus  tot  appareotibas  in 
oAq  diTenitaUbos  safticit 

Iiis  igitur  sie  prspmissis  conabor  breuitcr  ostenderc,  qnam  ordi-  5 
Btte  iequalitas  motuum  scrvari  possit.  Hic  autom  brevitatis  causa 
matheraaticas  demoustrationos  ommittcndas  arbitratus  sum  maiori 
volumini  dcstinatas.  Quaiititatos  tarnen  seniidiametrorum  orbium  in 
circulomm  ipsorum  explanationc  hic  poucntur,  e  quibus  matbematicae 
artis  Don  ignarus  |  facilc  percipict,  quam  optime  numeria  et  observa-  10 
tioiiibiia  talts  circoloraia  compositio  conveniat. 

Proinde  ue  quis  toniere  mobilitatom  telluris  asscverasse  com  Py- 
tbagoricis  nos  arbitrctur,  magnura  qiioque  et  hic  argumentum  accipiet 
in  circulorum  declaratione.  Etenim  quibus  Physiologi  stabilitatem 
eins  astruerc  potissime  conantur,  apparontiis  plcrunique  innituntur,  1^ 
qns  omnia  hic  in  primia  corraunt,  cum  etiam  propter  apparentiam 
Tersemofl  eamdem. 

De  ordine  orbium. 

Orbes  celeBtes  hoc  ordino  seae  complectanlor.  Simimiu  eat  atella- 
nun  fixanun  immobilia  et  oBuda  contmens  et  locaaa;  anb  eo  Satnr-  90 
uns;  hone  aeqnitar  [luppiter;  hunc]  Martins;  subest  hnic  orbia,  in 
quo  im  eirenniferimnr:  deinde  Yenerina;  nlUmns  Memrialis.  Orbis 

aatem  Lun»  circa  centrom  terra  vertitur,  et  cum  ea  ceu  cpicyclus 
defertur.  Eodem  quoque  onliuo  alius  alium  rcvolutiouis  velocitato 
snperat;  secundum  quod  maiora  minorave  circulorum  spatia  emetiun-  25 
tur.  Sic  quidem  Saturuus  anno  trigcsimo,  luppiter  duodccimo,  Mars 
[tertio],  tcllus  aiinua  revolutionc  rcstituitur.  Venus  nouo  mensc,  Mer- 
carina  tertio  roTolutionem  peragit 


12.  Pythagoricis  II  Pytagoricii.  —  14.  Physiologi  ||  Phiiiologf. —  19.  com* 
plectantar  II  complectunt.  —  21.  Sequilar  loppiter,  hunc  Martins  (|  sequitur  Mar* 
tias.  —  23.  epicjclos  || Epicidu  and  ao  ianaer.  SS — ^S7. Mars  terdo, leUoi  || 
Man  tellu. 

!•  Stpfima  petltio.  Ebenda»  ira^ekkeit  der  Erde  die  Rede,  kei* 
»  12.  ca m  Pythagoricis.  la  sei-  neswegs  tob  der  UebereinstimiiiQBg 
nen  Vorläufen)  des  Coppemicns  bat  leiiies  Syilenee  mit  dem  des  Philolaos. 
Scbiaparelli  nacbgewieieiifdassCopper-  —  18— 28.  De  ordine  orbium.  Siehe 
mctu  sein  System  nicht,  wie  riclfach  de  rev.  Lib.  I,  Cnp.  X,  speciell  Seile 
geglaubt  wurde,  für  das  pythagoriscbe  18,  Z.  SO  Seile  80,  Z.  82. 
kielt.  Anck  kior  ist  nor  mm  der  Ba- 
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De  motibus,  qui  circa  Solem  appareant 

Terra  triplid  inota  ckcimifertiir,  nno  quidem  in  |  orbo  magno, 
qno  Solem  ambiens  leenndom  signomm  snocessionem  anno  nsToIvitar, 
in  temporibns  »qnalibns  Semper  teqnales  arcus  dcscribens,  coins  qni- 
5  dem  centmm  a  contro  Solis  25^  parte  scmidiametri  sni  distat  Cnm 
igitnr  sapponatur  semidiametrom  bnins  orbis  ad  altitadinom  firma- 
mcDti  imperceptibilem  habere  quantitatem ,  conseqtrcns  est,  nt  boc 
motu  Sol  circuniferri  vidcatur,  pcrindc  ac  si  terra  in  centro  nmndi 
subiaocat,  cum  tamcu  id  uon  Solis  sed  tcrne  potius  motionc  coiitin- 

10  git,  ut  oxempli  causa,  dum  hsec  sit  sub  Capricoruo,  Sol  o  dirocto  per 
dianietrum  in  Cancro  ccniatur,  et  sie  deinceps.  Videbitur  ctiam  Sol 
ro  motu  inaequaliter  moveri  sccundum  distantiam  eius  a  centro  orbis, 
ut  iam  dictum  est.  £x  quo  maxima  diversitas  duobus  gradibus  et 
sextante  uniiis  contingit.  Decliuat  autem  ab  ipso  cx^ntro  Sol  ad  punctum. 

15  ürmamcDÜ,  quod  distat  a  stcUa  luctda,  qu»  est  in  capite  Gemelli 
s^lcndidior,  gradibns  fcre  X  versns  occidentem,  invariabiliter.  Tone 
igitor  Sol  In  snmma  dos  alütndine  cemitnr,  qnando  terra  In  loco 
hnic  opposito  versator,  centro  orbis  inter  eos  medlante,  et  per  bnnc 
qoidem  orbem  non  terra  solnm,  sed  qoicqaid  simol  com  orbe  Innari 

20  Qomprehensnm  est,  drcnmdacitor. 

I  Alias  tellnris  motus  est  quotidianse  rcvolutionis  et  bic  sibi  ^ 
maxime  proprios  in  polis  suis  secnndnm  ordinem  signomm,  boc  est  ad 
orientem,  labilis  per  qnem  totns  mnndns  pr«cipiti  Toragine  circnm- 
agi  videtor.  Sic  qnidem  terra  com  drcnmflnis  aqna  et  vidno  aSro 
25  voMtnr. 

Tcrtius  est  motus  dccliuationis.  Axis  enim  quotidiaune  rcvolutio- 
nis ROD  aequidistat  axi  magni  orbis,  sed  obliquatur  secundum  circum- 
fereutise  partem ,  uostro  quidem  circulo  XXUX  gradibus  et  mcdio  ferc- 


3.  Solcra  II  Sol.  —  4.  tomporibus  II  tribus.  —  17.  loco  ||  toto.  —  2S. 
mundus  II  inntus.  —  circumiigi  j|  circuraungi.  —  24.  circa  tu  tUiis  dürfte  dci 
folgenden  vicino  halber  wohl  in  circamflua  zu  ändern  sein.  — 


1—20.  De  motibus,  qui  circa 
Solcro  appareant.  Für  die  hier 
als  erste  Bewegung  aufgestellte  Uc- 
▼olution  um  die  Sonne  sehe  man  im 
Cftp.  XL  der  ftevalutionen :  De  tri- 
plid Bot«  isllarft  demonttra* 
tio  die  •!•  teeandos  motne  a«f- 
gefBhne  B«wegung  (S.  SI.  Z  10  n.  ff.) 
iQtefWMnt  Ist  es,  dass  Copperaieni  hier 
genas  danelbe  Beiepiel  d«i  SieiDbocItt 


und  Krebses  als  Orte  der  Erde  rcsp. 
der  Sonne  auffüllt t  wie  in  de  Revo- 
lutionibus.  —  21.  Alius  telluris 
motnt.  Fflr  die  hier  als  tweite  Bo* 
wcguog  aufgeführte  liotAiloB  tebe  bmm 
ebendaselbst  Zelle  2— 10.  —  26.  Ter- 
tia a  Ott  motai  deellnationii. 
Die  Darlegung  der  Ton  Cnppemteiif 
fUfdillcb  eingeAhrten  Bewegung  sidie 
dof  vdtaren  io  demdben  Cap.  ZI* 
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Tgitor  centro  terne  in  supcrficie  ccclipticiP  Semper  mancuto,  hoc  est 
in  circomfcrentia  circuli  magni  orbis,  poli  cius  circumvagautur ,  cir- 
colos  otrobique  panos  describentes  in  centris  ab  nxe  orbis  magni 
ftqoidistantibiis.  £t  hic  qnoqno  notu  annnas  fcre  complent  rcvola- 
tiones  et  com  orbe  magno  pene  eompares.  At  vero  axis  magni  orbis  5 
ad  firmamentnm  immatabil^n  arrvat  compositionem  ad  eoa,  qnoa 
vocant  ecdipticse  poloa.  Motoa  item  declinstionis  cnm  motu  orbis 
complexus  polos  quotidianse  rerolotionis  ad  eadom  casli  momenta 
Semper  retinerct,  si  paribns  omnino  revolutionibus  cnm  illo  oonstaret 
Xonc  longo  temporis  tractu  dcprohcnsum  est  talem  tellnris  positionem  iq 
'^-'^  ad  faciem  tirmamenti  mutari,  propter  quod  ipsum  |  firmamcntum  ali- 
quibiis  motibus  ferri  plerisquo  visuiu  est,  lege  iiondum  satis  dcprc- 
heusa.    Posso  autem  liaec  omnia  fieri  mutabilitate  toUuris  minus 
mirnni  est    Quibus  autem  poli  inbuTcant,  ad  mc  non  attiuet  dicere. 
*   Video  equidcm  iu  vilioribus  rebus,  quod  virgula  ferrea  magnote  at-  15 
trita  in  uuum  Semper  roundi  situm  nitatur.   Potior  tamen  sentontia 
^  est,  secundnm  orbcm  aliquem  tieri,  ad  cuins  inotum  ipsi  poU 
flMveaotiir,  qnem  procul  dubio  sub  Lvauk  esse  oportebit 


Qnod  »qnalitas  motuum  non  ad  leqninoctia, 
sed  Stellas  fizas  referatnr. 

Cnm  igitnr  aeqninoctialia  poncta  ceteiiqne  mnndi  cardines  plnri* 
mam  commntentnr,  &U1  eum  neoesse  est,  qnicumqne  ab  his  nqnalita- 
lem  asDne  revolntionis  dedncere  conatnr,  qn»  etiam  snb  diversis 


1.  Semper  mancntc  [|  supmanentc.  —  10.  tracta  ])  tracttt  12.  legt  non- 
doffl||loge  ncdum*  —  15.  magnetc  ||  magnetS. 


▼on  Seite  31,  Zeile  22  bis  zoia  Sehlusa 
^e?  Cap.  —  15 — 16.  Video  cqui- 
dem  ...  8  itnm  nitatur.  Es  ist  diese 
Stelle  bestimmt  eine  Anspielung  auf 
die  Epistola  de  Magnete  des  Pe- 
tras Pcregrinus  de  Maricourt.  Coppcr- 
nictis  hatte  dieselbe,  wenn  nicht  früher, 
jedenfalls  durch  Rheticus  kennen  ge- 
lernt, wie  wir  aus  der  unter  Coppcrnicus 
Augen  von  Rheticus  geschriebenen 
Chorographie  entnehmen  können,  in 
sicher  dieser  Biief  erwähnt  wird. 
(M.B.  Hiplcr,  Die  Chorapr.nphie 
äei  Joachim  Kheticat,  ^eiUchri/t 


für  Mathematik  und  Physik  Jnhrg.XXL 
Lit.  bist.  Abth.  S.  U9).  Ks  liöiiDte 
aus  dieser  Erwfthnang  •ogar^etno  wahr- 
scheinliche Zeitbcstimoinng  für  die  Ent- 
stehung des  Comtnentariolns  gezogen 
werden.  In  Verbindung  mit  dem  Briefe 
Qemma's,  den  ich  in  der  Einleitung  er- 
wähnte, wQrdc  dieselbe  sich  wohl  auf 
die  letzten  30cr  Jahre  festsetzen  lassen. 
—  Weitere  Ausführung  dieses  Cnpitcis 
ist  das  ganze  2tc  n.  3to  Buch  der 
Revolutionen.  —  20  u.  ff.  Die  hier 
niedergelegton  Dutcn  finden  sich  in 
8«  Bucha  der  Eerolntionea.  — 
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ffitatibns  multis  experimcntis  observationura  divcrsa  repcrta  est.  Hanc 
Hipparchns  365  diebus  cum  quadranto  uuius  dici,  Albategni  vero 
Chaldaeas  repcrit  talem  annum  ex  365  diebus,  5  horis,  46  miuutis, 
hoc  [est]  13  minutis  et  3  quintis  sivc  tnente  unius  miuuti  Ptolomaico 
5  breviorem.  Kursus  autem  Hispalcnsis  huic  longiorem  vigtsinia  parte 
uuius  horae,  siquidem  ex  366  diebus,  5  bohs  ot  49  miuutis  auuum 
veitentem  coBStituit 

I  Ne  ftotem  divenitstcni  ex  observationum  cmre  proocssisse  tidea*  '^f^ 
tur,  8i  qois  dogula  accoratiiu  ammadvertct,  inyeDict  eam  eam  muta- 

10  bOitate  equinoctSaUnm  pnnctornm  lemper  correspoDdisse.  Dom  enim 
ipd  mondi  cardines  in  eentenis  aiitiis  uno  gradu  mutabaut,  quemad- 
modum  Ptolomsi  levo  repertum  est,  erat  tone  aani  qnantitas,  qo« 
ab  ipso  Ptolomaeo  tradita  est.  Qoando  aotem  sobieqnentibas  sncolis 
potiori  mntabilitate  moverentor  motibns  inferioribos  obviantes,  tanto 

15  brerior  annos  fiulos  est,  qoanto  translatio  cardinom  esset  maior. 
Kam  occorsa  velociori  breviori  tempore  annnnm  ezcipiebant  motnm. 
BecHos  igitor  agit,  qoicomqoe  annoam  «qnalitatom  ad  Stellas  fixas 
referet  Qoemadmodnm  drca  Yirginis  Spleam  fcdmus  invenimnsqno 
annom  865  dierom  et  sex  horamm  et  sextantis  fere  nnios  bor» 

SO  Semper  foisse,  qualis  etiam  in  ^gyptiaca  antiquitato  rcpcritor.  Ba- 
dem ratio  in  alüs  etiam  motibus  sydemm  babeoda  est,  quod  absides 
eomm  et  statte  snb  firmameuto  motuum  Icges  docent,  ac  coiluin  ipsum 
veraci  tcstimonio. 

De  Lona. 

25  Luna  vcro  prfeter  annalcm,  ut  dictum  est,  circuitum  quatuor 
motibus  nobis  videtur  pervagari.  Nam  in  orbc  suo  defercnte  circa 
telluris  ccntriim  secuodum  ordiuem  siguorum  menstruas  complet  re- 
volutio  I  nes  iBittflOd 

80  i  i  -  w      .  w  ! ; ! 


2.  Hipparchoi  |]  HyppfircUus.  —  3.  40  minutis  ||  r6  loinutis.  —  4.  hoc 
eiti(hoc.  —  Ptolomaico  II  ab  Ptolomaico.  —  22.  ^gyptiaca  ||  Egij  tiacA.  — 
25.  prcetcr  II  prcfcr.  —  28—31.  Hier  fehlt  in  der  Ilundschrift  ein 
Blatt,  das  60.  nach  der  alten  Numerierung.  — 


6*  Hiapalenait.  Et  itt  gemeint 
Itidorns  ffia|NileiwIi,  von  dem  in  den 
gnmea  Werke  nirgends  Brwilinang 
getan  wifd.  —  19.  annnin  SSS 
diernm  et  sex  borernm  et  lex» 
tantit  fert.  In  Cap.  XIIU  des 
üLBnclief  gieirt  Coppemient  die  ron 
ihm  gefiiodene  Lioge  des  iMeriKhen 


Jahres  an  als  S€ft  Tage  •  Stund.  Slfi«. 
40  See.  Bin  aeztans  bor»  wflrde 
10  Min.  eigeten.  S4  n.  fll  Der  Ab- 
schnitt De  Lnna  ist  leider  dareb  die 
Lftcke  sehr  rersillnini^lt  Er  bette  seine 
Fanillelstelle  in  de  revol.  Lib.  IIIL 
Der  Teil  auf  der  folgenden  Seite  eni> 
spricht  des  Csp.inm  des  Büches  im. 
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*  I  axes  qaidem  epicyclomm  »qiiidMüuit  «xi  orbis,  propter  qnod  oaUnm 
ab  M*egre88ioBem  hat 

Sed  bic  orbis  axciii  suum  declinem  babet  axi  urngnl  orbis  sive 
eccliptica?,  quaproi)tor  Lunam  a  superticie  eccliptica;  digredi  facit. 
Decliuat  igitur  secundum  (luautitatem  angoli,  cui  de  circumferentia  5 
circuli  quinquc  grudus  superadduiitur,  cuius  poli  circamferantur  in 
tt-quidistautia  axis  ecciipticai,  propomodum  sicut  iu  docliiiatione  dictum 
i'st.  Scd  bic  contra  signoram  ordiuem  et  lougc  tardiori  motu,  ut  ad 
luiam  rcvolutioucm  decimum  nouam  annum  cxpcctet,  et  hoc  in  orbe 
qnideiii  eminentiori  fiori  plcrisqne  vidctur,  coi  poli  inbsrenteB  ad  hunc  10 
Bodnm  fenntnr.  Tandem  igitor  videtnr  baberi  Lanae  motunm  iabrica. 


De  tribvs  supcrioribos,  Satarno,  lote 

et  Harte. 

Satarnoa,  loppitcr  et  Mars  simUem  babent  motoom  rationem,  si- 
^gidem  otbcs  eoram  aoDalem  illum  maguum  penitus  indadentes  in  15 
Oestro  communi  ipsius  magni  orbiB  ad  ordinem  siguorum  Tolvuntnr. 
8ed  orbis  quidem  Satarnius  trigeiimo  aauo  redocitur,  lovianus  dao- 
decimo,  Martiiu  autcm  vigeaimo  nono  mense,  perinde  ac  li  talet  re- 
Tolationes  magnitndo  orbiom  rcmoretar.  Kam  eeniidianietro  magni 
orbii  ex  25  partibus  constitato,  semidlametros  orbia  Martii  HO  partes  SO 
•btinebit,  levis  180  et  aaiiis  particuJ»  qninaancem,  Satnrni  286  et 
^ff  sextantcm  onitts.    INco  antem  aemidiametraiii  a  centro  |  orbis  ad 
ccntnun  pi*iiiii  epi<^c]i  distantiam.  Habet  enim  qaisqae  dm  epicy- 
dos,  qaomm  alter  alteram  defcrt,  propemodom  sicat  \n  Looa  dictum  • 
est,  aed  lege  diversa.  Primas  enim  epicydas  contra  motnm  orbis  S5 
reflexns  paros  &cit  cum  co  rcvolntiones,  alter  vcro  obTlans  primi 


I  •  «sei  II  M  ti.  —  6.  raperailüontnr  ||  •npatendQBtiir.-«  1 1.  TmmUb  igitnr  rid«- 
lar  bAberi  Lan»  MOtavai  bbrica  ]|  TMdi  igr  nidrtnr  haberi  Lnna  motum  fabrica. 
▼itlleicbt  batte  Coppernicas  geich  rieben  Tdcoi  igimr  videlvr  b«b«re 
Lona  iBOimw  fabrieaM.  —  14.  similcm  ||  Mauten.  —  SO.  SMudinmlrM  || 
MMdiMBCtrow  *  tl.  qnincnnccoi  II  <|ainciinteni.  — 


ll.Tnnileni  —  fabrica.  Ich  habe 
dit»*h  «n  den  Text  rccipiort,  du  t  s  nur 
durch  die  Aendcranj;  L  u  n  ic  für  Lu  n  a 
tmd  motuum  für  motuin  hrrncs«tolU 
werden  konnte.  Trotxdem  halle  ich  die 
Lcfun^  T/tl»ra  ipitur  Tidttur 
habere  La  na  cuoluuai  fabricam 
für  die  riehtigere.  In  der  anderen 
htp  cian  ArtUabecbtbnaf  dei  Copper* 


nicos,  die  sich  sonst  nirgends  findet, 
da  er  überall  in  gru»»ter  Besehctden- 
beit  seine  Unlersuehungen  darle^;!.  — 
12  u.  ff.  Die  Theorie  der  drei  i>bern 
Planeten  muss  man  aot  dem  V.  und 
VI.  Buche  der  Rctrolationcn  berans* 
•neben.  £•  ttnd  die  Cap.  I— XVIUI 
den  AttftM  md  Cap.  I— IUI  den  meb* 
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motam  revolntionibiis  daplicatis  circumagit  sydus,  adeo  ut,  quuido- 
cnmqne  sit  in  snmma  a  centro  orbiB  distantia  vel  numu  in  xnaxima 
Ticinitate,  tanc  sydns  sit  centro  epicydi  quam  proziiiiiim,  in  qna- 
drantibus  antem  mediantibns  remotissimam.  Igitnr  ex  talinm  motnnm 
5  compositione  orbis  et  cpicjdorum  et  revolntionnm  paritate  contingit, 
nt  huiusmodi  dougationes  et  acceBsiones  maxime  statas  slbl  anb  fir- 
mamento  sedos  obtineant.  Ac  dcinccps  nbique  certas  obsenrent  mo- 
tnnm couditioucs ,  itaquc  absidcs  suas  invariabiles  [habcnt]  Saturuus 
quitleni  cirra  stcllarn  qua;  supor  cubitiuii  ossc  dicitur  Sagittaloris, 
10  luppiter  gradibus  VIII  post  stcllain,  qme  extremitas  cauda;  Leouisappel- 
latur,  Mars  vcro  gradibus  VI  et  mudio  aute  cor  Leonis. 

Magnitndinea  autem  cpicyclornm  hte  snnt  In  Satnrno  qnidem 
primi  scmidiametor  coustat  cx  partibus  19  et  41  minntis,  qnalinm 
aemidameter  orbis  magni  ox  25  supponcbatur;  sccuudus  autem  cpi- 

16  cyclus  partium  G  et  miuutorum  'M  scmidiametruui  habet.  Sic  quoquc 
in  love  primus  i)artium  10  et  |  miimtorum  0,  secundus  partium  3, 
miuutorum  22  semidiametros  continent.  In  Martc  autem  primus  par- 
tium 5,  miuutorum  34,  sccuudus  [partis  1.]  minutorum  51.  Sic  igitur 
ubiquo  ad  primum  scmidiametcr  triplo  maior  est  sccuudo.  Ilanc 

20  autem  diversitatem ,  quam  epicydorum  motus  indudt  super  motum 
orbis,  primam  appcUare  placuit,  quse  ubique  sub  firmamento  ccrtos, 
ttt  dictum  est,  observant  limites.  Alia  siquidem  est  diveraitaa,  se* 
enndum'quam  sydna  interdnm  regredi,  sepe  etiam  anbsistere  cemi- 


S— 4.  qvadraiitibus  (|  qaadrantit.  —  8.  invariAbOes  hnbent  ||  invariabilet.  — 
IS.  prioi  II priflmm.  —  IS.  fecnndai  partit  1,  ||  socandiu.  —  iO.  motu«  (j  motu*  — 


18  n.  IT.  Dia  hier  gegebenen  Werte 
der  Dnrebmeiaer  der  Epicyclen  ttin* 
nen  völlig  mit  denen  ftberein,  welche  ich 
in  den  Reliqni»  CoppernieantB 
(8.  465  des  XIX.  Jahrg.  der  Zeitschr. 
Ar  Math.  n.  Physik,  8.  SO  der  8epa- 
ratansg.)  gegeben  habe.  Dort  steht 
ans  den  Bemerkungen  sn  den  Tab  nie 
Alfen si  regis  entnommen:  »Fro- 
nportio  orbinm  eslestlnm  ad 
neeeentrotetem  SS  partinm. 
«Martis  semidiametrns  orbis  SB 
»fere,  epicyelns  a.    6.  M.  S4|, 

nepicyclns  b.  M.  51.  loTis  se« 
aniidiametrns  SO.  M.  25,  epi- 
«cyelns  a.  10^,  b.  3|(;  Satnrni 


gdiametrns  SSOf,   epicyelns  a. 
,19||,  b.  m.'*    Diese  Werte  stimmen 
sogar  so  genso,  dass  der  Rechenfehler 
beim  sweicen  Epicyelns  des  Main  in 
Commentariolns  genau  ebenso  anf- 
tritt,  wie  in  den  Reliquie».  Der 
sweito  Epicyelns  soll,  wie  weiter  unten 
gessgt  wird,  jedesmal  den  Stea  Teil 
des  ersten  betragen,  es  muss  also 
heissen:  partis  1,  minutorum  51. 
Dies  geht  auch  ans  der  kurs  Torhcr> 
gehenden  Stelle  der  Beliqui«  her* 
▼or,  wo  dieselben  Durehmesser  nrit 
anderem  Masse  gemessen  besOglicb  tu 
1488  und  494  angegeben  sind,  wo  also 
In  der  Tat  der  «weite  Wert  der 
dritte  Teil  des  ersten  ist. 
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tar,  qnie  noo  ex  motu  syderis  eontingit,  sed  tdlorii  in  orbe  magno 
a^ectaai  YariaatiB.  Hse  eniin'^motQm  syderis  velodtate  saperans 
ndio  Tisoali  ad  finnamcnti  aspectom  obvianto  motam  syderis  rincit. 
Qood  tone  maximo  fit,  quaudo  proxima  inerit  syderis  terrae  dorn 

ridelicet  intcr  Solcm  et  sydus  medial  vespertini  syderis  ortu.  E  con-  6 
trariu  autein  circa  vespertiuum  occasum  ortumvc  matutiDum  prie- 
Yt'iilioue  autcfcrt  visum.  Vbi  voro  visus  contra  motum  lequali  cursu 
obnat  Stare  videiitur  adversis  inotibus  invicein  sie  sc  perimontibus^ 
quod  plerumque  circa  triquctrum  Solis  radiuin  contiiigit.  In  Iiis  autem 
omoibot  tanto  maior  contiugit  talis  divcrsitas,  quanto  inforiori  orbe  10 
qrdns  movetor,  nnde  minor  in  Satnruo  quam  lovc,  et  rarsns  in  Marte 
maxima,  secundum  proportioacm  semidiametri  roagni  orbis  ad  illomm 
semidiametros.  Fit  autem  tnnc  nninsciiinsqne  maxima,  qnando  sydns. 
per  radinm  aspicttar  dr  |  cnmferentiam  magni  orbis  contingentem 
Eqnidem  tria  btec  sydora  nobis  pcrcrrant  In  latitudino  vero  dnpli- 
ecm  digressioncm  faciaat;  circumfercntüs  quidem  epicydomm  in  nna 
Mperficte  pcrmanentibas  cum  orbo  suo  ab  cccliptica  decliaaat  secun- 
dom  axinm  deflexiooes  non  sicut  in  Lnna  circnmdncibllem,  scd  in 
eumdcm  ca?li  tractum  sempcr  vergentcm,  Ipitur  et  sectioncs  circu- 
lonim  orbis  et  eccliptica',  quos  iiodus  vocant,  letoruas  in  firmamento  20 
fe^dos  occnpant.  Sic  quidem  Saturuus  noduni  suum  habet,  undc  ad 
septemtriuiies  scandt-rc  iiicipit,  jjartibus  8  et  media  post  stellam  quse 
in  capitc  Geminoruni  orioiitalis  dicitur;  Iup])iter  ante  eam  ii)sam  stel- 
lam partibus  quatuor;  Mars  autem  Vergilias  anteccdeutem  partibus  6 
et  medio.  In  bis  igitur  ac  o  diametro  positis  sydus  existens  nnllam  25 
habet  latitudinem.  Maximam  vero,  quae  in  bis  in  quadraturis  con- 
tiugit, valdc  diversam.  Nam  axinm  drcnlommqne  indinatio,  tamqnam 
Bodis,  Ulis  pcnsilis,  instare  videtnr,  tnnc  cqnidem  maxima  fit,  qnando 
teUos  ^deri  proxima  est,  boc  est  in  orto  syderis  vespertino.  Tnnc 
eaim  in  Satnmo  partibns  dnabns  et  besse  axis  indinatnr;  in  love  90 
partibos  dnabns  dempto  triente;  in  Marte  vcro  parte  nna  et  sextante. 
E  contrario  antem  circa  vcspertinnm  occasum  ortumqne  matatinnm, 
plorimnm  tnnc  absistente  terra  Saturno  quidem  et  lovi  quiucunce 
onius  partis  minor  est  huiusmodi  incliuatio;  |  Marti  vcro  parte  una 
et  besse.  Sic  quidem  diversitiis  haec  iu  maximis  latitudinibus  apprimc  35 
percipitor,  ac  alicui  tanto  minor,  quauto  miuus  a  uodo  sydus  dista* 


11.  ranas  ||  aersvt.  —  IS.  drcvadadUlein  ||  dreooidQdbile.  — >  SS.  Maxi- 
MB  II  MMdmuD.  —  S7.  dirtnam  ||  difeinin.  —  iocUostio  ||  iacliiiaf«.  — 
SS.  qvloeuee  ||  qaiaeoate« 

SS.  ae  alles L  Maa  wftrde  eviqae  niM  des  Schreiben  am  Folge  der  Un- 
•nranen.  Dieee  AeDdemog  eehiea  hier,  wittenhdt  bandeln  kann ,  etwat  hart, 
ne  et  sieh  nidil  am  ein  Miiefeittaad-   es  isl  aleo  daa  wnndeiliehe  alienS 
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paritcr  cum  latitndine  crescens  et  deficiens.  Accidit  et  motu  telliiria 
in  orbe  magno  latitudines  visibns  nostris  variari,  ita  saue  propioqui- 
tate  vel  dist&ntia  visibilia  latitudiniB  angulos  angente  vel  miuuente« 
sicut  raatbematica  ratio  exposcit,  siquiüem  bio  motus  librationis  se- 
5  candum  lineam  rectam  cootiogit  Fien  aatem  potcst',  ut  ex  duobot 
orbibus  huiusmodi  motus  componatur,  qai  cum  aint  concenlrici  alter 
alterius  deflexos  circumdacit  polot  et  inferior  contra  aoperiorem  da- 
plksi  veiocitate  poloa  orbia  cpicydoa  deferentia  revolvat,  et  bi  qnoqne 
poli  tantam  babeant  dcfiezionom  a  polia  orbia  immodiate  anperioria« 
10  quantom  bnina  a  polia  anpremi  orbia.  Et  hsec  de  SatamOy  Ioyo  et  ^ 
Harte  ac  orbibua  tenram  ambientibiia. 


Be  Teuere. 

Beliqonm  eat  eonun  apecnlationem  aperire,  qua  magni  orbia 
ambitn  Indnduntnri  boc  eat  de  motibna  Veneria  et  Mercorii  Yenna 

15  qnidem  peraimilem  babet  drcnlomm  compagincm  qaalea  ilK  superiorea, 

aed  alia  mo  |  tnnm  obaonrantia.  Orbia  qaidem  com  epicyclo  aao  si|t-  '^^^ 
|ori  parea  &cit  revolationea  nono  menae,  ut  pmdictam  est,  eoquc  motu 
composito  minorem  epicyclnm  oerta  nbique '  babitadine  firmamento 
reatitnit  annunam  dna  abaidem  ad  puuctum,  quo  Solem  vergere  dizi« 

20  nius,  constitoens.  Minor  autcm  epicyclus  imparca  cnm  illia  rcToln- 
tiones  babcns,  motui  Orbis  magni  imparitatcm  rcservavit  Ad  huius 
quidcm  rcvolutioaem  duos  omuiuo  oircuitus  perficit,  ut,  quandocumquo 
tellus  in  linea  ad  absidcm  diamotro  porrecta  fuerit,  syUus  tunc  ccntro 
maiohs  cpiiycli  proximum  sit,  et  in  trausvcrso  quadrautum  rcmotis- 

25  simum  simili  fcrc  modo,  qucmadiiioduin  in  Luua  miuor  epicyclus  Solem 
respieit  obscrvaiis.  Est  autcm  proportio  semidiamctrorum  orbis  magui 
et  Veneria  sicut  26  ad  18,  et  maior  epicyclus  dodrantom  suscipii 


4.  libratiunis  II  libcrntii>nis.  —  11.  iramciliatc  jj  mediale.  —  20  —  1  a.  f.  S. 
Zu  diesen  Zeilen  ist  auf  dem  üusbcrn  Rande  des  Msc.  von  ande- 
rer Hand  hinzugcfagt:  Maior  epicyciaa  1.  48,  luiaor  0.  36,  qualium 
aemidiamctrus  1.  60.  — 


stehen  geblioben.  Vielleicht  stockt  ein 
Germanismus  dahinter.«—  5.  Ficri 
antem  poteat.  8itb«  die  Dar* 
•tellnng  do  rerolntlonibns  Lib. 
in,  Cap.  IUI  (Seite  leS— 167  der 
SienlerAiiigebe).  —  IS  n.  £  Den 
▲beehnitt  De  Yenere  vergleiGbe  nan 
■it  De  reroL  Lib.  V,  Cep»  I—lIUt 


XX-XXIIII  und  Lib.  VI,  Cep.  I, 
II,  V— Villi.  —  se-«!  ft.f.S.  Bat  eo. 
Cea  preportio  ...  ^nedrenlem 
ftiamt  genett  uH  der  Angab«  Bcli- 
qni»  Copernicen«  e.  tu  0.,  wo 
et  beissl:  «Yenerit  eenidUne* 
utrsi  18t  eptcjclae  a.  |,  b.  |»* 
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wnra  particulie,  miuor  vero  quadrauteni.  Retrocedorc  quaudoque  et 
hfc  (criiitur,  tuiic  iiiaxinu',  (iuauJo  sydus  terra*  proxinuim  est,  siinili 
qU'Miüminodo  ratiouc  ut  in  superioribus ,  sed  coiiversii  In  illis  enini 
accidit  rm.tii  tfrr;e  sui)fTaute,  liic  aiitcm  suporato,  ac  ilHc  orbo  tdiu- 
ris  cüiitento,  hic  vero  coutiuünte.  Quaprupter  nec  uiiquani  Soli  oj)pü-  5 
citur.  cum  tellus  iutermediari  uon  possit,  sed  ex  certis  ab  Sole  di- 
^tantiis,  <]u;i>  liunt  in  contactibus  circamforcntise  Hueis  a  |  ccutro  tcl- 
luris  prodeuutibuft,  atrubiqoo  rcvortitur  48  gradibas  uamqaam  cx- 
ccdeiis  ad  uostrom  aspectum.  £t  liaec  est  Yenerei  motus  snmma,  qna 
iB  loDgitadiDcm  dreumdacitur.  Latitudinom  quoqne  duplici  causa  10 
leandit  Habet  enim  et  bse  axcm  Orbis  inctinatum  qoantitate  angoU 
Cradnam  duomm  .s.,  et  nodum  snum,  undo  septenitiiones  petit,  tu 
•bside  saa  bal>et.  Digressio  autem,  qu»  ex  talt  indlaatione  procedit, 
gnsingaam  eadem  in  so  ipsa  sit,  duplex  non  osteuditar.  Kam  in 
tltcrntro  aodomm  Voncris  incidente  terra  transvcrsis  sursuni  et  de-  15 
onom  aspiciuntur,  has  retlexioues  vuoaiil;  naturales  apparent  orbis 
oMiquilatcs,  et  has  vocant  declinationos,  e;iMlem  vero  in  (piailrantibus. 
Cet(  ris  autcni  locis  anibio  latitudiues  pcrniixtae  confunduntur,  ac  alia 
aliam  superans  vincit  ac  siniilitudine  et  dissimilitudine  nuituo  so 
augent  et  perinuint.  lliec  veru  axis  iuclinatio  est;  habet  librationem  20 
inubilem,  uou  auteni  sicut  in  snperioribus  illis  ad  nodos  pcndeuteni, 
sod  iu  aliis  quibusdam  volubilibus  puuctis,  qusß  rcvolutioncs  suas  ad 
sydus  anODas  faciunt,  uudc,  quandocuuiquc  tellns  contra  absidem 
Yoneris  stetcrit,  maxioia  tuac  fit  libratiouis  inflcxio  et  hsßc  in  ipso 
sydere,  iu  qnacumquo  tuoc  parte  sui  orbis  foerit  Qnapropter,  si  25 
t«nc  sydus  in  absido  sit  vel  ei  c  diametro  opposito,  latitudine  non 
penitos  carebit,  tametsi  in  uodis  tunc  vcrsetur.  |  Hiuc  Toro  decrcs- 
ccote  hac  inllexionc  quoadusquo  tellus  per  quadrantem  circuli  dicto 
loco  amoveatur  et  similitudlno  motuum  maximc  illius  doviationis  punctus 

sydcrc  tantunidcni  destiterit,   uullum  prorsus  buiuscc  dcviatiouis  30 
▼ostigium  usque  rei)erilur.    Kt  deinceps  dcviationuni  libramcnto  con- 
tinuato,  et  illo  principio  a  seniptenitrioiiibus  ad  austruni  <li  elinantc  ac 
idiiuidein  a  syderc  seso  eluugautc  secuudum  telluris  ab  absido  ro- 

20.  UbratttfOCü)  jj  libuiativuein.  —  33.  libratiouis  [|  libcrattoois.  —  96.  e 
teMtrojtdiaacCer. 


IH«  nnndh.'mcrkung  des  Wiener  Msc. 
fMuiur  cpicyclus  I.  48,  minor 
1)0.  3S.  q  u  a  1  i  u  ni  b  e  ni  i  d  i  :i  m  c  t  r  ii  s 
rl.  60-  ibi  in  Bvr.u^  auf  die  ktxtt'  An- 
gabe falsch ;  CS  muss  bciftscn  „(luii- 
liotn  scm  i  d  i  H  nie  tr  u  s  60"  zu 
•emidiamctrus  binzagoUacbtuiaj^ni 

MUOL 


Orbis,  denn  wir  haben  die  richtigen 
Proportionen: 

60:25=  1|:J=|: 
10  u  ff.  Lntitntlincm  quoquo 
tlnplicj  causa  scandit.  Siehe 
lii(r)zu  Sj  cciell  die  Darstellung  do 
rcvol.  Lib.  VI,  Ca]..  V— VI  (S.  424 
•^429  der  Säcularausgube). 

9 
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raotioncm  sydns  ad  cam  perducitur  partom,  qnip  prius  australis  fu- 
erat.  Nunc  autom  ui>positiouis  lege  soptoiutrioiialis  facta,  doncc  iterum 
ad  summam  perveniat  libratiouis  circulo  pcracto»  ubi  rursiim  maxima 
lit  (Icviatio  et  prima?  simul  et  jiMiualis.  Sic  dcnuun  i)an  modo  per 
5  roliquum  scmicirculum  porgit.  Quaj)roi)tcr  uumguam  ht  meridiana 
bsec  latitudo,  quam  plorumquc  deviationcm  vocaiit,  et  hsec  duobas 
orbibtts  ficri  concontrids  et  axibna  obliquis,  sicut  in  supcrioribss  di* 
cebamiis,  bic  qaoqne  coDsentanciim  esse  videtur. 

De  Mcrcurio. 

10       Sed  omuium  in  cselo  mirabilissimns  est  Mercnrii  cursns,  qui  pene 
invcstigabiles  pcrmoat  vias,  uti  porscrutari  non  facilo  queat.  Addit 
pra?terea  diilicultatcm  quod  sub  radiis  solis  invisibilos  pK-rumquc 
mcatus  occupat  et  i)aucis  admoduin  dit'bus  visibilem  sc  exliibct,  at  I  ta-  ^ui; 
ineu  comprehendetur  et  ipsc,  moilo  altiori  iiigeiiio  quispiam  iucumbat. 

15  Convcnient  et  huic  opicydi  duo.  ut  in  Vcnorc,  in  orbc  suo  revolubi- 
Ics.  Nain  inaior  epicyclus  pariter  cum  orbc  suo  facit  rcvolutiones,  ut 
ülic,  absiUis  eias  scdcm  gradibus  14  et  medio  post  Virginis  Spicam 
oODstituens.  Minor  autem  epicyclus  coutraria  illius  lege  duplici  vcro 
rovolutiono  reflectitnr,  ut  iii  omui  situ  teUuris,  quo  absidem  buius 

20  SDperrcnit  vel  cx  advcrso  rcspicit,  sydas  a  ceutro  »aioris  epicydi 
remotissimom  sit  atque  in  quadrantibns  proximain.  Et  buius  qmdcm 
orbem  tertio  mense  diximus  reverti,  boc  est  88  diebus,  cnius  semi- 
dimetieos  partes  capit  9  et  duas  quiotas  nnins  partis,  quarum  scinidi- 
ametrnm  magni  orbis  25  posuimus.  £x  bis  autem  primus  epicyclus 

25  accipit  uuam  et  41  minuta ;  sccundas  autem  tcrtiam  eius  partem,  boc 
est  minutias  34  fcro.  Sed  is  qiiidcm  circulorum  concursus  bic  non 
sufficit  ut  in  ceteris.  Terra  siquidem  in  snpradiotis  absidis  rospccti- 
Lus  permeantc  lougc  minori  apparet  anibitu  sydus  moveri  quam  ratio 
circulorum  iam  dicta  sustiuct;  ac  rursus  in  quadraturis  lougc  etiam 


1&.  huic  II  hinc. 

9,  bis  m  Ende  de«  Ganzen.  Ucbcr 
den  Abschnitt  De  Mcrcurio  siehe 
De  rev.  Lib.  V,  Cup.  I— IUI,  Lib. 
VI,  Cnp.  I,  II,  V— Villi.  —  21—26. 
Et  huius  quidem  orbern  —  t\  A 
fcre.  Auel»  diese  Angaben  stimiueu 
gennu  mit  den  Ueliijniiu  Copper- 
nicanac  n.  a.  O.  Dort  heisst  es: 
„Mcrcurii  orbis  9.24,  Epicyclus 
„».  1.  41^,  b.   0.  33|;  colligunt 


„1.7^  (divcrsilas  diametri  0.29)^ 
26  —  S.  131..  Z.  19.  Sed  is  qui- 
dem circulorum  —  sie  schabet. 
Spccicllc  Darlc^^junp  dieser  Frklärungrs- 
weisc  sehe  man  De  Rcvol.  Lib.  V, 
Cap.  XXVIII  und  Cap.  XXXII,  in 
denen  diese  Bewc^^ung  von  zwei  vor- 
sehicdeuen  Gesichtspunkten  aus  darge- 
legt wird.  — 
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suuorp.  Cum  vcro  nullam  aliain  iu  longitudino  diversitatem  cx  hoc 
üeri  pi'iiij»ias,  cousoutaiieuin  est  per  acccssum  qucndam  et  reccssum 
J^cCDtri  Orbis  sccundinn  limam  ri'Ctain  |  contingore,  quod  quidom  lieri 
opoil- 1  (liiobus  orl)iculis  circumdatis  Labciitibus  axt  s  anjuidihtantcs 
aii  Ollis,  dum  centruni  cpicycli  maioris  sive  totiuü  illius  axc  tantam  5 
(listet  a  ceütro  orbiculi  imniediate  contiuentis,  quautum  contrum  buius 
A  ceDtro  extrcmi.  Id  quidem  repcrtuni  est  Diiuiiübus  24  et  mcdio 
Udos  partis  de  25,  quibus  omninm  coutextum  roonsi  sumus,  quodquo 
motus  extrcmi  orbiculi  bioas  iu  anno  vertente  revolutioacs  faciat, 
iotcrior  aatcm  motu  rcflexo  dnplo  recursu  quatcr  iutcrita  revertatur.  10 
Fneferaotur  enim  hoc  moto  composito  ccntra  maioris  epicydi  sccuu* 
dapi  lineam  rcetam,  qaemadmodom  circa  latitodiucs  libratas  diximos. 
Sic  igitor  in  momoratis  ad  absidem  tcllnris  sitibus  centram  epicydi 
aaioris  eentro  orbis  proximos  est,  in  quadrataris  autem  rcmotissimns. 
h  locis  aotcm  mcdiantibns,  !d  est  4ö  gradus  ab  bis,  ceutmm  maioris  15 
epicydi  eentro  extcrioris  orbiculi  applioat  amboque  iu  uuura  concur- 
ruDt.  Quantitas  autein  huiuscc  roccssus  et  acccssus  coiistat  miuutis 
29  anius  pra'Jictarum  partium,  et  bacteuus  motus  Morcurii  longitudi- 
nalis  sie  so  habet.  Latitudiuem  vero  haud  secus  faiit  quam  Veuus, 
sod  tractu  sompcr  contrario.  Ubi  |  enim  illa  si  ptenitrioualis  fit,  hie  20 
austros  petit.  Dcclinat  autcm  orbis  cius  ab  cccliptica  quantitate  au- 
gnli  partium  Septem.  Dcviatio  autem  bic  quoque  scmpcr  australis 
dodrantem  uuius  gradus  numquam  excedit.  Cietcrum  quiß  circa  lati- 
toüiacs  Vellens  dicta  saut,  hie  quoqno  coromemorasse  conveniet,  ne 
eadem  scpc  repetantur.  25 

Sicquo  Septem  oinnino  ciri  ulis  reurius  currit,  Venus  (juinciuc, 
tollus  tribus  et  circa  eam  Luna  quatuor,  Mars  denmm,  luppiter  et 
Satoruas  siuguli  quiuque.  Sic  igitur  in  uulversum  34  eirouli  sufticiuut, 
qoibns  tota  mundi  fabrica  totaquc  sydemm  Chorea  explicata  sit 


2.  porcipias  j|  j  ercipiaiit.  —  4.  circumdniis  ||  circumdata.  —  5,  axc  [|  nsse. 
9.  motos  [|  rootur.  —  II.  ccntra  j|  ccntro.  —  27.  eam  (1  cum. 

II— SS.  Latitadinem  vcro  ...  tudo  Vener it  angegebenen  Cap»  von 
repetttnr.   Siehe  die  bei  der  Lnti*    Lib.  VL 


9» 
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II.  Der  Brief  dcH  Coppernicus  an  deu  Domherrn  Wapowblü*) 
tu.  Krakau  Uber  das  Bueh  des  loliannes  Werner^)  de  motu  octaT» 

sphier»^). 

Der  fragliche  Brief  ist  zum  erstcu  malo  in  der  Warschauer 
Prachtausgabo  der  Werke  des  Copperuicus  vcroffcutlicht  würdeu^j. 


1)  Bernhard  Wapowhki  t>txifnmtc  nus  der  Diöiise  Lcshiu  uiiJ  st.ub  am 
21.  Nuvetiiber  1535.  Er  ist  besonders  nU  Geschichtsforscher  und  Oco(^ph 
bekannt.  Man  vor^lciche  ühor  tlcn>(  n)cn  Iliplor,  Spicilcgintn  Copcriii- 
Ciinutn,  Rr  a  II  II  s  bc  r^;  1  8  7  2.  S.  172,  Anm.  1,  und  dcsseUtcn  NikolnUA 
Köpern ikus  und  Martin  Luther,  daselbst  I86S,  S.  35,  36. 

8)  lohannes  Werner,  geb.  14.  Februar  zu  Nürnberg,  studierte  von 

149.1  bis  1498  tn  Rom,  lebte  dann  ah  Geistlicher  \»  seiner  VatorMadt,  wo  er 

\b'2S  s*atb.  Sein  Ilanptverdu  nst  l»'•^flllt  in  der  IIer«us;;.ibc  vieler  K'-^jioman- 
tatiH.  Kr  war  ein  lüclitigrr  Ge(jiuv  ti-i  und  f:uter  llinanelbhecfiaehtcr,  wie  Tyelio 
von  ihm  rühint.  Gennurrts  ül)cr  sein  Leben  und  seine  Werke  sehe  nj;ui  in 
D  u  [» j»  e  1  ni  a  y  r ,  II  i  l  n  i  i  s  eh  e  N  a  e  It  r  i  e  1»  t  o  n  von  «len  N  ü  r  n  b  e  rg  isch  C  n 
M  ath  e  ni  a  t  i  ci  s  und  Künstlern,  Nüiiiberjj  1  7  30.  S.  31—35. 

3)  Die  Sehrifl  de  ni()tu  octav.x  sphajrce  findet  .sieh  in  einem  Bamle, 
der  jichon  /u  Tyehu's  Zeiten  zu  den  Seh<  nluiten  zaldte.  Dieselbe  i>t  betitelt: 
,.3n  hoc  operc  böte  cuntincntur.  H  LIIJKLLVS  lOANNIS  VKRNKRI  i|  NVKKM- 
BEIIGKN.  SVri^R  VL  |[  GlNTIDVüBVS  KLKMLX-  ||  TIS  COMCIS.  || 
EIVSDEM.  Connncntarius  scu  panippriutira  cnar«  |1  ruliu  in  vnderim  mutlos 
eoniivicndi  cfiM  Prvblemn«  ||  ti:i  <inu  l  CiiM  dnphciitio  didrar.  (]  EIVSDEM. 
Conientntio  in  Dionysodori  prublc»  ||  nia  quo  datii  tphara  piano  snb  data  lecat" 
mtione,  II  ALIVS  tnoduB  idcrn  pnjblema  tOfteiendi  «b  codS  ||  loiinne  Vornero 
nouUsimc  «Opertus  drniOstnitusq|.  ||  BIVSDEM  loannis  do  motu  ot-taojB 
SphiBriBt  II  Tractntu«  duu |i  BIVSDEM.  SumniHriii  cnarrntio  Theorie«  mo» ||  tut 
octav»  SpbaDr».  ||  (I  Cum  Gratia  &  Privilrgiu  Iniprrinli."  Sie  besteht  am  100 
Bitttt  in  4",  deren  letsles  lerr  ist.  Auf  Blntt  09^  steht  der  Druekvermerk: 
„IMPBESSVM  NVRKMBEKGAEIIper  Fridcricum  IVypus,  Impensis  Luc{d|| 
Alantsee  Cinis  &  Bihliopolrc  Vi»Hcnneii.  Anno  M.  ]).  XXlI.  jl  Ilrotnanis  im» 
perAntC  iunic  tissimo  Carulu  IIi^ipaniurQ  rege.  ||  Cuui  Gratia  &.  ri  iuile;;iu  Inipc- 
riali."  Die  Si  hrift  de  motu  oclavic  sphocric  unifasst  Blatt  4.^"  bi^  Blatt 
9C''.  Dir  (rsle  Tiactat  ist  übci^elnii  ben  (Blatt  4.'i",  Z.  13-17):  ,,IOAXNIS 
VKKNHUI  N VUKMBKKGL.V.  \\  De  mulu  oetaua;  spl.a^rxc  traetatns  prinius, 
qni  tri;;inta  ||  qunttuur  (  um  iheurcmalibns  III  problomatibus  ||  qufe  pritpositioncs 
libuit  appellare  eoii-  j|  sinuiiial nr.'*  Der  zweite  Traetat  be^iiuit  Bhitt  88,  Z.  0  —  9 
mit  der  Ucbersehiilt:  „lOANNIS  ^•l•:!;^^I■:Ia  N V KICM BKUGLN  l]  sis  de  Motu 
Oetaua^  i»phicrx  Traetatns  beeundus  in  ||  quo  AUoiisin:e  tubuUc  de  codi  lu  motu 
osli-n-  II  duut*  iui>tis  reprichcnsiontbus  neu  earcie.**  Der  Titel  ist  von  einer 
Uolssehnittbordftre  e!ng<*fn»8t. 

4)  Nieol.ii  Cuperni^i  Turunensis  De  Rcvolutiunibus  Oibinm  Ccielestium 
X«ibri  Sex.    Acccdit  G-  Jouchiiui  lihttici  >tar:atio  Piiuiu  Cum  Copernici  lion- 
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Der  dortige  Abdruck  ist  nach  der  Handschrift  „Ms.  lat.  Fol.  83** 
der  Königl.  Bibliothek  zu  Berlin  gemacht,  wimmelt  aber  vou  Lese- 
osd  Dnickfeblem.  Da  erst  im  Jabro  1873  durch  das  Leben  des 
Go]ipemieiis  vou  Polkowski^)  bekannt  wurde,  wo  das  Msc.  des  Briefes 
n  finden  sei,  weil  die  citiorto  Ausgabe  jede  Augabo  ihrer  Quellen 
geflissentlich  verschwiegeu  bat,  so  waren  bis  dahin  selbst  polnische 
Gelehrte  Uber  den  Aufbowahmngsort  im  Unklaren,  und  die  beiden 
ncoereu  Herausgeber  des  Briefes,  Prowo  und  Iliplcr,  waren  daher 
genötigt,  den  unverstaudliclHMi  Text  der  warschauer  Ausgabe  ah- 
dmcken  zu  lassen.  Durch  die  Güte  dos  Herrn  Goheimenrath  Lepsius 
war  i(  h  iu  der  Lage  das  bv-rliucr  Manuscript  selbst  einsL'hcu  und 
collationiercu  zu  können,  und  sah  mit  iinmor  \vaclis<'ndoiji  Erstaunen, 
was  man  als  Text  dieser  Handschrift  bis  j'  tzt  geboten  hat.  Kinc 
zw.'ite  Ilandsclirift  soll  mit  der  strassburger  Bibliothek  verbrannt 
sciii'^).  eine  dritte  besitzt,  wie  ich  schon  oben  bemerkte,  die  K.  K. 
Ilofbibliothek  zu  Wien.  Von  ihr  habe  ich  ebenfalls  genaue  Collation 
geDommeu.  Die  beiden  Lesarten  des  berliner  und  wiener  Msc.,  dio 
keineswegs  durchweg  iu  Uebcreinstimmuug  sind,  lassen  mit  anuähern- 
<ier  Gewissheit  dio  Form  wiederherstellen,  in  der  Coppemicus  den  Brief 
geschrieben  bat  In  dieser  Form  lasse  ich  denselben  weiter  unten 
abdrucken,  zum  ersten  male  in  einer  Gestalt,  welche  nicht  offenbaren 
Üitsinn  bietet 

Die  Handschrift  der  Königl.  Bibliothek  zu  Berlin  „Msc.  lat 
fol.  besteht  aus  24  Blatt,  von  denen  Blatt  1-10,  12-23  be- 
zuglich mit  den  Zahlen  1—10,  11—22  mit  Tinte  numeriert  sind. 
Blatt  11  ist  leer  und  deshalb  nicht  mitgezftblt  Diese  24  Bltt  von 
sehr  Terscbiedeuer  Grdssc  sind  mit  einem  Vor-  und  einem  Nacbblatte 
bi  Pappo  gebunden  mit  scbwarzmarmoricrtem  PapierOberzugc  und 


■ttlii  Serlplit  Minoribns  Nunc  Priman  Collecttt,  Einsque  Vita.  VorMTi«, 
lypii  Sümialai  Strahtki  Anno  MDCCCLIV.  S.  »75^582.  Dicu  Ausgabe 
htin  der  Varia  lectio  durch  V  bexciclinct  worden. 

5)  Zywot  Mikotaja  Kopcrnikn.  Vncz  Ks.  Ignaccgo  Polkowskicgo. 
Oftifsno  MÜCCCLXXai.  8.  SI4,  Ann».  1.  Nach  Sbm  hat  ein  Schreiber, 
ivtlcticr  gcwOhnlieb  die  Abschnftcn  Air  dio  Xlonnmenta  Gemiaiiiao  besorgte, 
die  Abschrift  lUr  die  Aofgabo  gdiifert ;  sie  ist  dann  Ton  Professor  Hirsch  mit 
^  Originale  verglichen  worden.  Jedenfalls  haben  sich  beide  darcb  dieselbe 
Mn  gliniendcs  Zengniss  erteilt.    Wer  fttr  e  contrario  lesen  kann  est 

contraria,  ^vcr  .,qn"  mit  quoninm  statt  quaii(l<j,  qm  mit  quem  oder 
<juani  Blatt  durch  (jucmad  mod  um,  wer  (|n  durch  quoiiium  für  quin, 
ebenso  r|  durch  quoninm  auflösen  kann,  wer  .n.  durch  non  übcibctzt,  kann 
ItsntD  mit  der  nötigen  Akribie  zu  Werke  ^'c^'ivnjjon  sein. 

6)  Briefliche  Mitteilung  des  Herrn  Frof.  Uiplcr  zu  Braansberg. 
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weisser  IimoD^t  ite.  Auf  einem  auf  dem  obern  Teile  des  Rückens 
aufgeklebtcü  Kti(iucttc  liest  man  die  "Worte:  „Astrouomiea  varia." 
Auf  dem  obern  llaudc  von  Blatt  1 "  steht  die  Bibliotheksbezeichnang 
„ms.  lat.  Fol.  83."  iiiatt  8"— IC*  enthalten  den  Brief  des  Coper- 
nicos;  das  11.  leero  und  onbezcicbncte  Blatt  bildet  das  vierte  Blatt 
zweier  zu  der  Abschrift  verwendeten  Bogen.  Auf  dem  rechten  Bande 
der  ersten  Seite  des  Briefes  stehen  von  späterer  Hand  (XVIL  Jahik) 
die  Worte:  „Hiec  epistola  adnexa  erat  ad  opus  Copernici 
de  Bevolvtionibns  orbiom  coelestinm'*;  nun  befindet  sich 
der  Brief  zusammengebunden  mit  Schriftstttcken  und  Bmcksachen, 
welche  von  dem  Astronomen  J.  G.  Babener  zu  Cleve  herrfthren  und 
zum  Teil  in  holländischer  Sprache  verfasst  sind,  er  dürfte  also  wohl 
ebenfalls  ans  jener  Gegend  stammen Die  Handschrift  ist  in  man- 
chen Eigenheiten  der  Schrift  des  llheticns  ähnlich.  Jedenfalls  stammt 
sie  aus  dem  XVI.  Jahrhundert  und  i.st  älter  als  die  des  wiener  Ma- 
nuscripts^).  Von  der  Uaud  dos  Schreibers  sind  in  den  Text  selbst 


7)  Die  andern  in  der  Handschrift  gesammelten  Sttickc  sind:  1.  Blatt  la— 7^ 
,,De  Cometa  illa  singulnri  &  rnro  qui  apparuit  Anno  1680 
sab  fjncra  Novcmbris  ad  Oricntem,  &  j)üstquam  dispnrueratAu- 
ror&  tcctus  ad  occiclcntcm  conspiruus  f actus  fuii,  dam  sub  me- 
dium Fcbruarij  168  1  disparcrct."  Vun  der  Hund  J.  G.  Rabeners.  — 
2.  Blatt  12«  ,,Ob8ervntio  Conictfc  Anno  ajrte  Christ.  1661.  die 
3  Febr.  St.  n.  hor&  rontut.  6  Gcdnni  habita  &  Johanne  Hevclio." 
Zeichnung  von  Ilcvelius  Hand;  die  Sihrift  htimrat  mit  der  cigenh&ndigcn  Wid- 
mungsschrift  eines  Bundes  der  ihorncr  Bibliothek  völlig  Übercin.  —  3.  Blalt 
13«  o.  6  „Observalionis  cuiusdam  Phoenomeni  Typus  /actse  Cli- 
viic,  sub  clcvat.  poli  51"  5  4'.  Calcnd.  Febr.  St.  V.  intcr  quar- 
tam  et  matutinam  quintam  a  Uubencro."  (IGtd).  Rabeners  Hand.  — 
4.U.  5.  2  Blatt  Kupferstiche,  Bcobachtui  gen  der  Muiuilinsterniss  vom  1  6.  Juni 
1666  und  der  Sonnenfinstei niss  vom  2.  Juli  1666  zu  Dantzig  von  Hevclias 
pcmarht,  —  6.  Blatt  16a  ,,  0  h  se  rv  n  ti  o  n  es  Comet.T  ha  bitte  in  Obscr- 
vntorio  Regio  Parisiensi  (1681)."  Atn  obern  Rande  steht :  ,,Mittente 
Hevclio  ad  Rabeneruro."  Hevelius  Hand.  —  7.  Blatt  IT*  — 18«  „Or- 
bita Cometa  qui  illuxit  XVI  Augusti  St.  v.  Anno  16  8  2.**  Auf 
Blatt  17«  dazu  eine  Erläuterung,  betitelt:  „35cm  ^cbrauc^  2)ic[cr  taffei.**  — 

8.  Blatt  1 9* — 20"  ,,Commete8Cuius  Ty{»us  heic  datur  conlcmplan- 
dus  Apparuit  AO  CIOIOO.LXI  Mense  lau.  Observatio  sie  facta 
Clivise  sab  elerat.  poli  5  l®  56'  Calcndis  Febr.  4ta  niat.  k  JGRa- 
benero."    Za  yerglcichcn  mit  n".  3,  welches  denselben  Comctcn  behandelt.  — 

9.  Blatt  21&-«22a.  Der  nördliche  gestirnte  Himmel.  —  10.  Blatt  23^—24«. 
SCeralcaite  von  40*  nördlicher  bis  40^  südlicher  Breite  in  holl&ndischer  Spradie. 
K«iiMt  der  obi^n  beTelius'schen  Stücke  iet  in  der  trefflichen  Monographie  vott 
B^iat  (Bnllettino  Boncompagni  1875  October-December)  erwähnt. 

8)  Aof  einer  Bandbcmerkung ,  welche  gleichzeitig  mit  der  Abschrift  ist, 
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abemommeiio  in  Parentbcseu  eiugescblossene  Glossen  vorbanden,  an 
swei  Stollen  ancb  grössere  Randbcmerkuogeu,  wolcho  diese  ihre  Eigen- 
icliaft  als  Einsehieliscl  des  Scbroibcrs  dnrcb  bedeutend  kleinere  Schrift 
als  die  des  Textes  ist,  doenmeutiereo  *,  sie  sind  sämnitlich  in  der  wiener 
Handscbrift  nicbt  enthalten.  Ausserdom  ist  die  ilaudscbrift  von  einem 
kundigen  Manne  revidiert,  von  welchem  auch  eiuigc  Itandplosscn  hin- 
zugefügt sind-  Der  Brief  hat  iu  der  llaudschrift  die  Uebcrschrift: 
„Epistola  Coperuici  contra  Wernerum"  und  trägt  die  Zu- 
schrift: „Reverendo  Domino  licrnhardo  Vapusky(!)  Can- 
tori  et  Canonico  [  Ecclesire  Craroviensis  et  S.  R.  Maie- 
t  u  t  i  s  p  o  1  ü  n  i a*  Ii  S  e  c  r  e  t  a  r  i 0 ,  N  i c o  1  a  u  s  C  o  p  e  r  n i  c u  s."  Datiert 
ist  derselhc:  „Ex  Varmia,  3.  lunii  1024  UNicolaiis  Toperui- 
cus.'*  In  der  vario  lectio  ist  diese  Handschrift  durch  /i,  die  Ver- 
bcsserun;:cn  zut  il«  r  Hand  durch  Jy.,  bezeichuet,  wühreud  dauu  dio 
erste  ilaud  durch  li^  keuutlich  gemacht  ist. 

Die  Handscbrift  der  K.  TL  Hofbtbliothek  zu  Wien  bat  die  Ord- 
nnngsnnmmer  „97 3 7'*^^  Sie  besteht  ans  10  mit  Bleistift  auf  den 
Vorderseiten  von  1—10  nnmerierten  Blattern  von  2üO"**  Hobe  nnd 
160^  Breite.  Dieselben  sind  mit  einem  Vor-  nnd  einem  Kacbblatte 
in  einen  Band  in  Pajipe  gebunden  mit  UQcken  von  weissem  Papier 
und  grünmarmoriertem  Papierflberzng.  Blatt  1" — 9^  entbftlt  den  Brief 
des  Coppcrnicus  an  Wapowski  mit  der  Uebcrschrift :  „R***  Dn*o  Bor- 
nardo  Vapoushy(!)  Cautori  et  Canonico  H  Ecclesia»  Cra- 
cosii'n:  et  S.  R.  Ma^»"  Polouica?  Sc;  |]  cretario,  Duo  et 
fautori  suo  j)Iurinunn  obseruando  jr'*  und  ist  datiert:  „Ex 
V  a  r  nn  a  !  i  i  j  J  u  n  i  j ,  anno  M  D  X  X  II  II  f  „  N  i  c  '  C  o  p  p  h  o  r  u  i  c  4 
Am  Fus*icnde  von  Blatt  'J''  liudct  sich  folgende  Bemerkung:  „Ex 
prfmis  post  «i  royoagr  ovd)  Ü  lituris  30  Martij  1575'\  aus 
Avclchcr  hervor^'cht.  dass  die  Handschrift  im  Jalire  l.')?.")  gefertigt  ist. 
Die  OrthoL'raiihic  d<  s  roppernicus  ist  liier  st  lir  vi-riindert,  (was  bei 
der  berliner  in  die  st  in  Maasse  nicht  dtT  Fall  ist),  sie  hat  aber  den 
Wortlaut  an  vielen  Stellen  treuer  bewahrt,  als  die  andere  llaudschrift 
dieses  tut.   Iu  der  varia  icctio  ist  sie  durch  W  bezeichuet. 

Der  Brief  war  znr  Zeit  des  Coppemicus  nnd  der  darauf  folgenden 
viel  verbreitet,  wie  dies  schon  die  Unterschrift  der  wiener  Handscbrilt 
lehrt  Tycho  Brahe  crw&but  desselben  in  seinen  Progymnasmata 
F.  II,  Hb.  2.  de  Gometa  anni  1577.  p.  362—363.  Starawolski 


nml  Rcinhnldus  T  ft  b  u  I  :r  rrulhcnirje  und  Pcuccri  HypotliPtcs 
A  *  t  r o  no  lu  i c  ;c  citicrt,  lit  hervor,  da  das  letztere  Werk  erst  1571  erschien, 
U.is«  aoch  diese  Handschrift  nicht  rot  dem  Anfang  der  siebziger  Jahre  ge* 
•chhebcn  Mta  kann. 
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führt  ihn  an  in  seiner  Vita  Copernici  (Ausgabe  von  1627)^)^ 
endlich  erwähnt  ihn  Doppclmayr  in  seineu  Historischen  Nach- 
richten von  den  Nürnberger  iMath.^°)  in  der  Lebensbeschrei- 
bung des  lohanues  Werner.  Dann  aber  ist  derselbe  verschollen,  bis 
ihn  die  warschauur  Ausgabe  wiederabdruckt.  Nach  dic^or  editio 
princeps  gaben  ihn  mit  allen  Fehlern  wieder  heraus  llipler  im 
Spicilcgium  Copcrnicanum")  und  Prowe  in  den  Monumenta 
Copcruicana '^).  Nur  in  polnischer  Uebersctzung  Hess  ihn  Pol- 
kowsky  in  seineu  Koperuikijaua^^j  abdrucken.  Die  Lesarten  der 
warschaacr  Ausgabe,  also  iudirect  auch  die  vou  IlipIer  und  Prowe, 
habe  ich  ebenfalls  aater  dorn  Texte  notiert;  sie  stehen  unter  der 
Chiffre  F. 

Die  berliner  Handschrift  hat  uns  nur  die  Ucbcrschrift  des  Briefes 
anfbcwahrt,  die  wiener  gieht  au  deren  Stelle  die  Adresse  des  Briefes 
wie  sie  auf  dem  Unisehlage  zu  lesen  war.  Auch  in  dieser  Uiusicht 
ergäuzeu  sich  beide  Haudschriftcu  in  glücklicher  Weise. 

Der  nun  folgende  Text  bildet  mit  den  Revolntionen  und  dorn 
Gommentariolus  zusammen  das  Wichtigste,  was  wir  in  astronomischer 
Beziehung  von  Coppernicus  besitzen. 


9)  „Vita  incolumi  solitudincm  amnvit,  ncc  iangcbatur  ami- 
citia  nisi  viris  dootis,  intcr  quos  familiär  es  habuit  .  .  .  .  Vapo- 
vium  CnTitorcm  CracoN'icnsiui,  ad  quem  scripsit  Epistulaiu  de 

m  0 1  u  ü  c  t  a  V  n;  s  ]  >  h  iv  r  a;  .  .  .  .  " 

10)  Doppclmayr,  a.  a.  O,  S.  35,  Aniu.  (11). 

11)  HiplcFi  Spicilegtttm  Copornicanam,  Braansberg  1S73| 

S.  172-  179. 

12)  Frowc,  Monmoenta  Copernicana,  Berlin  1 S  78,  &  141  ~149. 

13)  X.  Ignac  Polkowski,  Kopcrnikijnna  czylx  MaterratjT 
do  pism  i  iyeih  Mikotaja  Kopernika.  Tom  I.  Gniesno  I87S, 
S.  69—74. 
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I  Tvl"  I  Epistola  Coppernici  contra  Vernerum, 

V1BIH.U        ]  BeveraiKio  Domino  Bomhardo  Yapovsky,  Otntori  et  Ganonico 
Keclesia  Cracoviensis  et  S.  B.  Maiestntis  Polonic«  SocreUrio 

Nicolaus  Otpphoroiciis. 

Cum  pritleiu  ail  nie  initt<  res,  optinic  neriihanlo,  lobaunis  Yerueri  5 
Kureniborgensis  edituiu  de  motu  oetii\n?  spluerx  opusculam,  qaod  a 
maltis  laudari  dicebas,  ])otiit  cx  mc  Vcnerabilitas  tua,  ut  oi  incam 
qooqno  seutciitiani  cle  illo  signiiicarcm.    Quod  ccrto  tanto  libcntias 
fedssem,  qaauto  boncstius  et  ro  vr-ra  a  nie  qnoquo  commcndari  po- 
tntssct,  nist  quod  Studium  hominis  et  couatum  laudoro,  et  quod  ad-  10 
monoit  Aristoteles:  „Kon  solum  Iis,  qoi  beno  locnti  sant, 
„gratificandum  ossc  philosopbts,  scd  ctlam  non  rccte 
^locntia,  qnandoqnidcm  Bon  parnm  sopo  coutulit  otiam 
^devia  notasso  viaro  rectam  sequi  volcntibas/^  Cctemm 
ad  modicam  utOis  est  reprehensio  confertque  painm,  qiiia  et  impn-  15 
dentis  ingcnii  est,  Momnm  potins  agere  velle  quam  poStam.  Proindo 
etiam  vereor,  ne  mihi  sncccnscat  aliquis,  ai  aliom  reprchendam,  quam* 
din  ipse  non  profero  meliora.  Itaqno  Tolebam  illa,  nt  snnt,  dimittero 
W3IM.M  cune  aUornm,  |  atque  sie  Vcnerabilitati  tnac,  ot  llbentcr  nosfra  acci- 

peret,  in  samma  rcsponsorns  fnissem.  Yernm  cnm  animadvertam  20 
aliud  esse  mordero  et  hiccssere  qnemqnam»  aliud  castigare  et  revo* 


I.  Diese  Zeile  fehlt  in  IT,  V  setzt  dafür  De  OctnrA  Sphrern, 
contra  Wcrncrnm.  —  2.  Vüpovsky  H  Vupusky  B,  Vnpoushy  W,  WnpowBki  V. 
—  3.  Pulonir.T  ]I  pnlojifne  UV.  —  4.  Nicolaus  Copphorniius  fclilt  in  W  a.  Fi 
CoptTiiicus  B.  —  f».  ViMiJcri  jj  Wi i iieri  BV.  —  6.  cdittim  ||  .'B>Iitum  W.  — 
7.  dicebas  jl  ilnccba»  UV.  —  mcam  1|  nostram  BV.  —  8.  significarem  |l  Ki^^ni- 
ßcnrernus  V.  —  terte  |[  ceilo  I'  —  10.  laudcm  |[  lauilnrcm  V.  —  15.  ad  rao- 
dicurn  Jl  ndmo'Unn  //,.  —  n  prchcnsio  ||  rcprffhonsio  B  und  »o  immer.  — 
impndcntis  II  prudctuis  W.  —  19.  sie  Venerabilitati  tuae,  nt  libcntcr  nostra 
fic  Veoerabilitatii  Ina  «t  libenter  nostru  sie  Venembilitiit  Im  et  mentem 
■MS«  IT.  —  SO.  ictponsarM  feifsem  {|  rcrtionrain  feiite  BWV,  — 

II.  AriiCotcles.  Et  ist  mir  nidit  libenter  noitra  aeeiperet  in 

■iflgKcb  gewcern  die  Stelle  so  verifl-  tnania  reiponinn  faieee  let 

detvn,  9mt  welche  Coppemicni  hier  u-  offirabarer  Uneioo ,  wihrend  der  Sino 

■pirh  —  tt-*SO.  atqve  eie ...  In*  der  tob  nu  aoi  Conieelar  an^enoo« 

iatem.  Die  bitheHge  Leeiift  atqno  ncnen  Ctaart  gaaa  klar  in. 
•io   Venerabilitetie    taie  mt 
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carc  crrantem,  qui  madmodum  vicissiin  laudaro  aliud  est  (}iiam  adulah 
et  agcrc  parasitiiia,  iiou  inveuio,  cur  dcsiderio  tuo  obscqui  iiou  dcbc- 
rcm,  aut  quod  barum  rcrum  studio  et  di  |  ligciitia,  qua  pra^cipua  ».s.«?« 
Polles,  derogare  vidcrcr.  Ac  proinde,  iic  otiam  temcrc  videar  ropro- 
5  benderc  bomiuein,  coiial)or  quam  apcrtissime  osteudcre,  in  quibus  illo 
de  motu  sph«ra*  stollarum  tixaruin  erravcrit,  ueque  ronveniat  cius 
traditio,  quod  forsitan  ad  ccrtiorem  cius  rci  capesscudaui  ratiouem 
uoQ  parum  otiam  conducet. 

Primum  igitur  fefellit  ipsum  euppatatio  temporom,  quod  cxisti- 
lOmaTerit  annom  scconduro  Antouiui  Pii  Augnsti,  quo  Cl.  Ptuloinaeiis 
oWrvata  a  se  fixa  sydera  in  ordincm  coustituit,  fuisse  a  nativitato 
Christi  anno  ccutc  |  sinio  (luiuquagesimo,  cum  fucrit  sccuudum  vcrita-  Iw-BWta* 

tcm  annus  CXXXIX.  Ptolomieus  oiiim  libro  tortio  Magnie  Construc- 
tionis  capite  primu  observatum  autunuii  iequiiUK tium  ab  Alcxandri 

15  Magni  mortc  anuo  CCCCLXIII  ait  fuisse  Autoniiii  aiuiu  III.  A  uiortc 
vero  Alexaudri  ad  Cbristi  nati\itat(.'iii  numerantur  anni  parilcs  .I'lgyptii 
CCCXXIII  et  CXXX  dies.  iSam  a  princii)io  ro^Mii  Nabonassar  ad 
Christi  nativitatem  supputaut  anuos  pariles  DCCXLVII  et  dies  CXXX, 
de  quo  uou  Video  dubitarc  neque  autorem  bunc,  ut  apparet  propo- 

20  sitionc  XXII,  nisi  quod  additur  dies  unus  sccuudum  Cauonea  Alfou- 
siuos.  Idquc  ideo,  quod  Ptoloma?us  inoii)it  a  nieridie  primi  diei  primi 
mcusis  Tbot  apud  .l-^gyptios  anuos  Nabonassarios  et  Alt-xamlri  Magui, 
Alfonsus  autem  a  meridie  ultimi  diei  anni  pra'cedontis,  quemadmodum 
nos  a  meridie  ultimi  diei  mensis  Deceuibris  auuos  Cliri>ti  sui)i)utamus. 

25  A  Nabonassaro  autcm  ad  cxccssam  Alexaudri  Magni  Ptolomseus  |  co-  iH*.Biu.i» 


3.  diligentia  ||  diligcntisc  V.  —  prascipun  []  praecipue  W.  —  4.  proindc  || 
perindc  1'.  —  5.  npcrtissiiuc  no  liest  die  andern  haben  sätnintlieh 
«ptissimc.  —  8.  conducct  ||  conduccict  iV,  condu<  at  1".  —  9.  ip^uru  [|  eum 
J3V.  —  10.  Augusti  fehl I  in  ^K.  —  Itolomaoas  ||  Ptulcmicas  BV  und 
10  inner.  <~  17.  KebonneMr  ||  MabooaMnri  V»  —  19.  dubitarc  |t  dnbituri  W, 
—  aatorem  II  nuctorem  V,  avtborcm  und  so  innier.  —  npparet  ||  ndparct 
ir  «nd  so  inner.  —  tO.  AUbnsiaot |1  Alphonsinos  BIVV,  —  2S.  Zwi* 
sehen  den  Worten  diei  prini  findet  eich  in  B  die  Glosee  (Catcndis 
non  pridie  Ckl.).  welche  V  in  den  Text  nnfgonomnen  biit.  —  33.  Zn  den 
Pnsent,  in  welchen  Alfbnsoe  erwähnt  wird,  findet  »ich  in  B  ron 
«weiter  Hand  die  Bandnote:  Alphonsinos Copernicns  totis  rcroltitionibai 
nunquan  appellandos  putnvit.  DWV  lesen  Alphonsus.  —  4&.  anni  fehlt 
in  V.  -*  S4.  neridie  fehlt  in 

5.  apertissimc  i»t  offenbar  sehr  gung  Werner»,  gegen  welche  sich  Cup* 

gute  Verbesserung  von  />,  sfjitt  iles  pernicus  liier  wendet,    fiiulct  ^icIl  in 

gewOhnliehcn  aptiüsime. —  9.  Pri-  der^  Propositio  IUI  (.es  citiertcn 

non  igitar  fefelliu   Die  Darle-  Buches« 
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dem  libro  capito  octavo  numcrat  aniios  CCCCXXIIU  pariles.  Cui 
astipulatur  Censorinus  de  dio  natali  ad  C.  Cerilium  scribons,  autori- 
tate  M.  Varronis.  Relin<iuuntur  ergo  cx  annis  DCCXLVII  et  CXXX 
dicbiis  CCC  XXIII  anni  et  CXXX  dies,  vidclicit  ab  Alexandri  morto 
ad  Chriäti  nativitatetn ,  atquc  hinc  ad  Ptolomaei  obscrvationcm  iam  5 
dictam  anni  pariics  CXXXIX  et  diei  CCCIII.  Ergo  obsemtura  a 
Ptolomso  aeqainoctium  hoc  antamiii  constat  fuisso  a  nattvitato  Domini 
araorom  parilinm  CXL,  nona  d!o  mcnsis  Atbyr;  Romanorim  vero 
amioniai  CXXXIX,  dio  XXV  Beptembria,  Antonini  tertio. 

Kursus  hhm  rtoluiiKtus  libro  quiiitu  Magna»  Constructiouis,  ca-  10 
atttfe*  pitc  tertio  in  obstTvatione  Solis  |  et  Luujp  anuo  secundo  Autouini 
supputat  annos  Nabouassarios  DCCCLXXXV  et  CCIII  dies  Fuisscnt 
ergo  a  Christi  iiativitato  auui  trausacti  parilrs  CXXXVIII  et  LXXIII 
dies.  Lxiude  post  dies  XIV,  uerniie  Phannuti  noao,  quo  PtolonKTus 
.*Jm7  Leonis  |  Ba^i  '1  liscum  observavit,  erat  a  nativitatc  Christi  Komanorum  15 
anaus  CXXXIX,  XXII  dies  Februarii,  atque  bic  Autoiiioi  anous  ac- 
cmidiis,  quem  putat  aator  lato  CL  faisse.  FefeUit  igitar  ipsam  sapra 
aimos  XI. 

Adboc  aatem  si  qnis  dvbitet  et  bis  non  contontos  cupiat  etiam 
bmiis  rei  capere  eipcrimontaiD,  memuiisae  debct  tempns  csso  narae-  20 
rnai  stTO  mcnsanun  molus  caeli  secandiiai  prins  et  posterius.  Ilinc 
ctcnim  anni,  mcnses,  dies  et  bors  nobis  constant.  Monsura  aotcm 
et  mensam  vicissim  so  faabeut,  relativa  cnim  sunt  Porro  Canones 
Ptoloroici  cnm  rssout  adhuc  ex  rcccnter  a  sc  obsirvatis  coiuliti,  crc- 
dibüo  neu  cbi  errurviu  aliquem  ab  bis  sensu  perceptibilcm  ycI  discrc-  25 


1.  nttnemt  II noncrat  B,.  —  parilcf  fehlt  in  BF.  —  t.  Mtipal«tar|| 
•datfpnlMnr  ITand  lo  immer.  —  Ceriliam  ||  Corndiam  BV,  —  6.  et  dies  || 

dies  ßX  —  9.  CXXXIX  [!  CXXX  (de  est)  B,  CXXX,  id  est  V.  —  14.  dies 
XIV  II  D  hnt  Ct>i'r  der  Zeil«  als  Glois«  stehen  fortn&sis  54,  wns  V 
hinter  dies  in  den  Text  gesetzt  hat.  —  nono  |1  nono  \y,  —  |5.  Leonis 
Wit  ^I^'t  sidas  V.  —  16.  «nnus  II  anno  B.  —  17.  Hinter  secondus  fQgt 
B  nls  Glosse  ein  (Anten  de  tertio  egit).  —  18.  nnnos  XI  ||  XI  nnnos  H, 
II  annos  V.  —  21.  caili  |1  codi  BV.  25.  errorcm  |1  morcm  Bg.  —  aliquem 
fehlt  in  BV, 


t.  ad  C.  Ceriliam.  Der  Adree- 
hU  des  Briefes  de  die  nntali  tob 
Geasorinoa  beisst  nach  nenern  Anga- 
ben  Carellns.  In  den  bis  an  des 
CoppernleBt  Zeiten  erschienenen  Aus- 
geben ist  stets  Cerilliut  gedruckt, 
Opppemieas  konnte  also  auch  nnr  diese 
Tom  gebrancheat  wie  sie  in  dem 


wiener  Msc.  sieb  eneh  wirklieb  findet. 
Uie  frftbem  Aasgaben  haben  B  fol- 
gend Cornelinn.  —  15.  Leonis 
Basiiis enm.   Ans  Missverstlndniss 

d(*s  Zeichens  des  LOwcn  St  seitens  der 
ivarscli.nier  Herausgeber  lesen  diese 
sidns  Basiiiscnsk 
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pantiam  aliqoam  eo8  contincfC,  quo  minus  suis  principiis,  «laibus  in- 
cambnut,  non  congnicrent  Qoe  cam  iu  Bm%  si  loca  Solis  et  Lanae 
circa  BaaUiscnm  organia  astiolabidg  invcnta  a  Ptolointto  anno  secoDdo 
Antonini  novem  dicbos  Pharmuti  |  nicnsis  qnioqoo  horis  et  dimidia  i**^- 

5  a  mcridio  transactis  per  tabulas  ipaias  inqaircndo  numcrct,  uon  in- 
Tcnict  ca  post  annos  Christi  CXLIX,  scd  post  CXXXVIU  annos, 
LXXXYIII  dies  et  horas  qninqne  et  dimidiam,  qai  saiit  Nabonaasari 
DCCCLXXXV  auui,  dies  CCXVJII  et  hör«  quinqtio  et  dimidia.  Ita 
iam  error  iste  manifestus  est,  qui  illiiis  ininiisitioneni  de  inotaocta\ce 

10  spbu^roi  plerumquo  iufecit,  ubi  temporuin  facit  meuliuiieui. 

Alins  error  non  minor  pnecedcnti  est  in  ipsa  eins  bypotbcsi,  in 
qna  ezistimat  CGGC  annis  anto  PtolomsBum  lequali  tantnmmodo  motu 
non  orrantia  sydera  mutata  faisso.  Qn«  nt  apcrtius  [apparcatit,  utquel, 
qn«  infcrius  dicoiitur,  mapis  perspicua  tiaiit^  aniinadvcrfcnduni  pnto, 

15  scieiitiam  stellarum  ex  eoniin  osso  iiuinero,  quin  proi'postere  cogiio- 
scuutur  a  iiobis,  quam  secujuluni  iiaturam.  Qiicinadinodum,  verbi 
gratia,  prius  natura  novit  vieiniorcs  esse  ti  rra^  planetas  quam  fixa 
sydera,  deindc  quod  sequitur,  ut  minus  vihrantL'S  ajipare  '  ant.  Nobia 
c  contrario  antea  visi  sunt  uon  sciutiliarc  et  exindc  coguitum  pro- 

20  pinquiorcs  esse  tcrre.  Ita  pariformiter  prias  dcprcheusum  est  a  uo- 


1.  quo  minat  II qaoiDinns  K.  —  S.  »int || sunt  ir.  —  7.  quill  j{  A  qott 
K.  —  8.  dies  CGXVIII  fehlt  in  K  —  II.  procedenti |1  praecdentc  BV.  — 
19.  «jder»  II  sidem  ^Knnd  lo  immer.  —  mataCii  fuliMo  ||  fut«se  mutmii  AK 
—  13—16«  Qo»  at  apertin«  .  •  .  nnmero  ||  Qna  nt  npcrtiu«  .  .  .  animadvcr- 
tcnda  pDto.  (Abiotx)  Scicntinm  .  .  .  eiio  ex  coram  nnmero  jB,  qua  nt  aper* 
tiora  nagiique  pereplcaa  fiant,  qn«  inforiut  dicmtor,  aiiimndvertenrla  pota. 
(Absats)  Seienlia  •teHarum  est  ex  eorum  numero  V,  —  appnrennt.  iitqae  ist 
Coniectnr.  —  18—19.  appareant.  Nobia  o  eontrario  antra  ||  apparcant  no- 
Ut,  ett  contraria;  antea  K. 


11.  Alius  error.  Die  Sullc,  auf 
wrlche  Coppemicus  anspielt,  findet  sich 
in  der  Pfopoiitio  VI.  und  lautet: 
8i  itaqve  fixornm  sidcrnm  mo* 
tas  per  qnadringentus  annos 
in  singulis  annorum  ccntena* 
rios  stngnlos  perfcccrint  gra- 
dns,  conscquens  itnquc  est 
oundcm  fixorum  sidcrum  mo- 
tum  ante  P  t  o  1  c  m  ic  u  ni  per  q  u  ii  - 
dringentos  annos  fcre  unifor- 
mem et  lequalctu  cxstitisse.  — 
13.  Qu«  nt  apcrtins.    Dass  der 


Satz  in  den  Lcsnrtrn  der  IL^ndsehriftcn 
nicht  cf.rrrrt  ist,  li.then  diu  \v:»rsrhnncr 
IlcraUüj;ibcr  wohl  j;«'ffllil«,  jedenfalls 
haben  sie  dun-h  ihis  Z-neissen  der 
znsnmmengchGngen  Sfttjtc,  indem  sio 
liinter  puto  ein  Paiirtnm  und  suptr 
Absiitz  setzten,  mehr  ^''Fchndct  als 
gonutzt.  Ob  unsere  Conicctur  wirk- 
lieh das  liefert,  was  Cojij)erniea8  ge- 
schrieben, drtrfte  ebenfalls  frngli«  h  sein, 
sie  bringt  aber  wenifistens  niehts  ncuca 
und  dem  Sinne  aridcrsprcchcndcs. 
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bis  iiuequales  videri  stellarnm  motus,  postca  e^cydia  esse,  exccntro« 
aliosYe  eircalos,  (juibus  ita  feranfor,  rattodtuuniir.  Atquo  ideo  dictom 
!d  esse  veltni,  quod  oportocrit  priscos  iHos  pbiloseplios  priiniiin  loca 
stcllaniin  instrumeutorom  artifido  notare  cam  tcmporam  iutervaUis 
tf, Bjsn  et  oa  tamqoam  mamidiictione  quadam,  ne  iafi  |  nita  qiuesUo  de  motu  5 
caell  remaneret,  rationem  aliquam  de  eis  cortam  perconctari,  quam 
tum  visi  sunt  invcuissc,  quando  consideratis  visisque  oimiibiis  stella- 
rum  locis  astipulationc  quadam  omnibus  couvcniret  Ita  ctiam  de 
motu  octav»  spbapne  sc  babot,  quem  prisci  luathematici  ob  nimiam 
eins  tarditatom  uobis  ad  plcnuin  tradcre  uoii  potucrunt.  Sed  vestigia  10 
eorum  scquenda  sunt  iiivcstigare  emu  voleutibus  et  eoruni  obscrvatio- 
njbus  tamquain  test.ini  iito  rclictis  iubieronduin.  Quod  si  socus  ali- 
w.BUti*  quis  I  putarit  illis  nun  credi  nduiii,  in  boc  ccrtc  buic  clausa  est  ianua 
buius  artis,  et  ante  ostiuni  rcculian-»  legrotautiuin  somnia  de  motu 
oc'tava;  spba  rie  i«oninial>it ,  et  nurito,  utpote  qui  per  illorum  calum-  15 
iiiani  o.\istimav( iit  suie  balluciuatioui  sub\enienduni.  Coustat  autem 
Uios  summa  diligentia  et  solerti  ingouio  illa  onmia  observasse,  qui 
multa  et  pruiclara  iuveuta  et  aliniratione  di^Mia  nobis  reliqueruut. 
Quaniübrem  pcrsuadere  mibi  liauilqnaquani  iK)Ssim  in  accipiendis 
strllarum  locis  errassc  \(1  in  quarta  vel  quinta  sive  etiam  scxta parte 
anius  graUus,  ut  bic  autor  cxistiniat,  du  quo  postca  latius. 

Ilind  quoqiio  pnetercunduin  non  est  in  omni  motu  syderoo,  cui 
divcnitas  iiicst,  tolam  revolattoucm  ante  orania  dcsiderart,  in  qua 
intelligatar  omnes  motus  apparoutis  differootias  pertransivisse.  Diver- 
ntas  enim  appareus  in  motu  est,  qu»  impedit,  ut  per  partes  tota  25 
vm^a«  rerolntio  et  aeqnalitas  motus  metiri  non  possit  ■  Sed  sleut  in  |  inqoi- 


I.  rpicvilia  [|  c-j.iryriof  BV.  —  cxt^nlruf ))  cxccntricof  A  K  —  7.  tum  j| 

tuiio  hl'.    —    (piaiulu  II  (jiiouiaiu  W  vi»iitquc  uiunibti!»  ||  viaisquc 

viki«  qua  K  —  II.  curum  II  rcruni  W.  —  et  corani||et  rcruin  H*.  —  obscr* 
TAtionibus  II  i*<)Usi«lcrstiomliiM  £  obscrvntiooibus  W»  —  It.  tctiM  «liquis  || 
«rusi  rab«reiis  BV,  —  15.  illonna  |)  conim  V,  —  IS.  admiraiiunc  ||  «diiiir«f- 
tioiii  IK.  —  19.  pos^ini  II  putsum  BV,  —  24.  «pparcntis  ||  npparciites  K.  — 
sa.  enini(|.a.  B,  ncmpe  V.  —  SS.  aon  possit  |]  pot sit  F.  —  S4— S6.  Zn  die- 
•  coi  Pttfttti  gicbt  B  folgend«  Randbemerkung  (Copernient  fol.  S9. 
lIcdtM  isqaalisqae  moiut  eo  ccitioribat  redititur  nomcris,  quo  magis  faerit  ab 
•qnalitatif  differentiit  Bcparntut). 


Ii  o  b  s  p  r  V  ;)  t  i  o  n  i  b  n  s.  Uics««  Les- 
art des  Handüchrifl  IT  ist  jid  Mi  falls 
die  vurzü^lichcre;  den  Ueubu  htuii^cn 
der  Allen  tollen  wir  vertrnucn,  nicht 
ümn  aonctigcn  Betraebtungen.  — 
S4.  Dirortilat  enim.  Die  ron  B 
Iwatugcfü^c  BoadJtole  iat  rClUg  eaaet. 


Auf  niit.  89  tlor  editiü  princrps 
ilos  Ci'ppornicus  fiii  Kt  si<!i  «las  dp. 
XVIII.  des  dritten  Utitlit»  mit  der 
Ucbencbrifi :Dccxauiinat)onc  roo- 
tttt  »qBatii  aeeandam  longitn* 
dinem,  nnd  in  dietem  wird  das  ansein* 
aadergeietgt,  waa  d.  Bandaote  anuprichl. 
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sitiono  cursus  Lunaris  Ptolomevs  et  anto  cum  Hipparchns  Rhodins 

magna  iugcuii  saj^acitatc  coiisideraruiit,  oportet  esso  quatuor  momenta 
in  rcvolutionc  diversita  1  tis  opposita  sibi  invicom  per  diamctros,  ut-  lAWttfc 
puta  cxtrenue  volocitatis  et  tarditatis,  ac  utrobiquc  per  transvcrsum 
5  araborum  a-qualitatum  mcdiantium  (luadrifariam  secautia  circulum, 
fitque,  ut  in  prinio  quadraute  volocissimiis  docrcscat  motus,  in  altcro 
diininuatur  mcdius,  ac  rursum  crcscat  lardissimus  in  tertio  (luadrante, 
sequalis  in  quarto.  Qua  iudustria  scirc  potucrunt  ex  obscrvatis  in- 
8pectis(iU(3  Lima*  motibus,  in  qua  circuli  portione  quolibet  tempore 

10  vcrteretur,  ac  proinde,  cum  similis  motus  rediisset,  intellexeruut  iam 
factam  iujequalitatis  circuitionem,  quemadmodum  hoc  latius  Magnie 
Cüustructionis  libro  quarto  Ptoloniaeus  explicavit,  Quod  ctiam  in  iu- 
quisitione  motus  octavie  sj)baTa^  erat  obscrvandum.  Scd  nimia  eins, 
ut  dixi,  tarditas,  qua  in  aunorum  millibus  nondum  in  sesc  |  reversus  l»'.S5;a 

16  inaequalitatis  motus  satis  constat,  uon  siuit  id  statim  absolvere,  quie 

multas  bonünum  a;tatcs  j  exccdit.  Possibilo  taroeu  est  coniectura  ra-  i  »'  BUtJ^ 
tionabili  ad  id  pervoDiri  posse  adiatos  ctiam  nunc  aliquibus  observa- 
tioDibus  post  Ptolomcum  adauctis,  qnrp  in  candcm  congnicrint  raüo- 
aem.   Nam  qw  detcrmiuata  sunt,  iutiuitam  rationem  habere  non 

20  possaut,  qacmadmodum,  si  per  tiia  puncta  uon  secundam  lineam  re- 
ctam  data  circumfcrcatia  ducatar,  non  licebit  aliam  superinduccrc, 
qnie  maior  vel  minor  faerit  prius  transmiss».  Sed  de  bis  alias,  ut 
revertar  ad  id,  uudo  digrcssns  sum. 

Videnduni  igitor  Dobis  nnnc  est,  an  rccte  so  habcat,  qnod  dicit, 
25  non  crraatia  sydcra  CCCC  anto  Ptolomtenm  annis  lequali  soinmmodo 
motu  fnisso  mutata.  Porro,  no  vcrbomm  significatione  follaninr, 
seqnalcm  accipio  inotum,  quem  et  mediocrem  diccro  solemus,  qai  sit 
intcr  tardissimom  et  condtatissimum  modins.  Ko  circoroveniat  aos, 
qnod  In  corrollario  primo  septim»  propositiouis  dtdt  „tardiorcm 
SO  esse  motum  fixornm  syderum",  ubi  pcncs  suam  bypotbcsin 


I.  Ilipparchus  II  Hyp]>archus  W.  —  2.  considc-nnuit  |l  considci  avcrunt  J5  F. 
—  oportet  II  oportcrc  UV.  —  3.  sibi  invicom  ||  sibi  Ii  V\  —  6.  dccrcscal  ||  ilc- 
crescit  B.  —  11.  Quemndmodura  ||  qin  JJ,  quam  V.  —  II — 12.  Magna ...  Pto- 
Icmaus  II  lih.  4.  Mngnac  Conttruitionis  r.  —  14.  .sc  ||  sc  ßV.  —  16.  tarnen 
est  II  est  tarnen  BV.  —   17.  etiam  nunc  ||  ctianinunc  B.  —  20.  qucmadmoihim 

II '^n  JÖ,    quüninm  V.  —    21.  Nach  lincnm  rcctnm  picbt  B  folgende 
Glosse  (ut  trc5  lunx  ccilipses,  tres  acronychii),  was  V  in  den  Text  auf- 
genommen hat.  —  licebit  II  licet  W.  —  22.  trnnsroisfse  ||  transmifsa  BV. 
U.  Der  AbfAts^  fehlt  in  B,  —   dicit  U  dicit  «ator  BV.  —   27.  qai 

II  quod  BV.  —  S«.  Naeb  nodini  fflgt  B  als  Qlosfe  ein  (Ariibmctiea 
medietat«),  wai  V  in  den  Text  avfgeooiamen  hat.  —  Ssr primo  |{  prima 

W.  —  80.  flxoram  II  ilxenini  WV. 

S9 — 90.  tardiorem  esse.    Diese  Stelle  Weroeri  findet  Mdi  in  der  Pro- 
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Curtze:  Inedita  Coppernicana,  X43 

"SMJSe  sqtialm  ponit,  cctonim  |  volociorcm,  perinde  ac  si  numquani  futorus 
Sit  tanlior.   In  quibus  liaud  scio,  an  sibi  ipsi  constet,  inulto  tardiorom 
pdstra  adduccLs.    Assumit  auteiii  ii'ciualitatis  argumentum  cx  uiiifor- 
mitate,  qua  hxa  sydera  tautisper  a  primis  stellarum  tixarum  obscr- 
Tatoribos,  Arifttarcbo  et  Timocbarc,  osquo  ad  PtoloiDieiiia  ac  per  5 
cqnalia  temporom  intcnralla,  ntpnU  per  singalos  annomm  ce&tena- 
rios,  siugulos  proxirae  gradns  pertraDsierant,  nt  apod  Ptolomseum 
ntift  apparot  repetitom  ab  antoro  propositione  septiina.  Sed  hic  tan- 
ta  mathematicoa  eziatcns  non  animadvertit,  quod  nnllatenoa  este 
polcfit,  at  eirca  momenta  seqnalitatia,  hoc  est  aectiones  drcalonini  10 
ediptice  dectme  sphiene  et  trcpidatioDis,  nt  ülo  vocat,  unifoniiior 
qiptreat  ateUamm  motna  quam  alibi,  qaando  contrariom  eins  sequi 
accesse  sit,  nt  tirae  maxlnio  Tarins  apparcat,  minimc  vcro,  quaudo 
yclocissimus  vel  tardissimns  est  motus  apparcns.    Quod  vel  c  sua 
'  ntta  ipsins  hypotbesi  et  construcliono  debebat  animadverterc  1  et  tabulis  15 
cxiiide  confectis,  prtesertim  ultimo  Canone,  quem  ad  revolutionem 
t</tius  »qualitatis  sivc  trepitlationis  exempliticavit,  ubi  a  ducentis  aunis 
T.ia  autc  Da  |  tivilatem  Cbristi  secuiidum  pracedouteiii  supputationem  in 
primo  auuorum  ceuteuario  reperitur  motus  appareus  scrupulorum 
primorum  XLIX  dumtaxat  unius  gradus;  io  altere  ccutcnario  scrupu-  20 
lomm  primorum  LVII.   Deinde  ab  ipsa  nativitatc  Cbristi  per  primnm 
aanomm  ceutcnarium  transmutatse  faisseut  stell«  gradu  I  et  decima 
fero  parte  nnias;  lu  secutido  gradu  I  et  quarta  fero,  ut  paulo  minna 
seztaate  nniuB  gradus  se  invicem  exccdant  motus  sub  sequalibus  tem- 
ponua  spatiis.   Quod  si  couiungas  duceutorum  annorum  utrobiquo  26 
motnm,  deficict  in  primo  iutervallo  a  duobus  gradibus  plus  quam 
qainta  pars  uuius,  in  sccundo  autcm  supcraddet  prope  uuins  qnadran- 
teiDf  sicqae  nirsus  sub  sequalibus  temporibus  exccdet  motus  sequeos 
pr»cedentem  in  dimidio  grudu  et  parte  quiutadcciina  fere,  cum  autea 
''"BittTt  centesimo  quoquc  anno  singulos  pertrausisso  gradus  Stellas  fixas  1  30 
Ptoloruteo  crcdens  dctulisset.    E  contrario  vero  cadcm  lege  assumpto- 
nun  a  so  circulorum  iu  vclocissiino  motu  octavie  sphserie  coutingit, 


4.  obMsrT«tonbtts  ||  obicmtionibot  W»   —   6.  ut[>uUi  \\  utpote  BV, 
iBimadvertit  II  adrcttit  BV,  —  11.  «cHptice  ||  ecltp«  B,  celipsce  V,  eclipti* 

citae  W.  —  12.  rjuatulo  1|  ijn  B,  (juoiiiam  V.  —  16.  cxindc  }|  irnle  J3V\ —  con- 
ftrlis  II  conuxlis  BV\  —  22 — 2.3.  decima  .  .  .  quarta  foie,  ut  |1  qunrta  fcrc,  ut 
^i«  decim.1  fcrc  parte  in  soiuiido  grad.  1.  et  quarta  ferc,  ut  13 dccims  fcre 
t  F.  —  27.  pars  jj  parte  13^  V,  —  29.  et  parte  [|  cx  parte  V, 

positio  VII.  CoroUarium  I.  mit  Cilat    ist    nlüu    ziemlich  genau. 

folgenden  Worten:  H  inc  per s pi  c u-  16.  prseaertim   ultimo  Canone. 

^tt  est,  motum  fixorum  sidc-  Derselbe  nimmt  bei  Weroer  BltU  SO^ 

tardiorcm  exiatere.    Da9  bis  82«  ein. 
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nt  In  CCCC  annis  Tix  nniiis  scrapnli  dUferentia  in  motn  apparente 
reperiatur,  quemadmodnm  Tidcro  licet  ab  annis  Christi  DC  usque  ad 
M  in  codcm  Canouc.  Similitcr  et  in  tardissimo,  nt  a  IL  MLX  aunis 
in  snbseqneutcs  CCCC.  Et  ratio  diversitatis  est,  quia,  ut  dictnm  est 

5  superina,  in  nno  hemii^Glio  trepidationis,  a  summa  videlicct  tarditato 
ad  Bommam  velodtatem  accrescit  scmpcr  aliquid  motai  apparcati,  ac 
in  altcro  semicircnlo,  qui  a  summa  vdocitate  ad  tarditatem  snmmam 
computatus,  coutinuo  decrcscit  motus,  qui  aiitca  croverat,  titquo  somma 
augmcntatio  et  diminutio  |  in  i)uncti8  »qualitatis  c  diaiiictro  oppositis,  I^Wti« 

10  adeo  ut  iu  motu  appareute  uoii  sit  rcperirc  motus  lequales  in  duobos 
coutinuis  tcmporum  spatiis  ffqualibus,  (iiii  ultiT  alteri  maior  sint  aut 
minor,  |  uisi  circa  vclocitatis  et  tarditatis  cxtrcmitatos,  ubi  dunitaxat  i»r.aiH.ll 
ultro  citroquo  aiquales  circumfercntias  pertranscunt  tempoiis  a-quali- 
tatc  atqno  incipiontos  vel  dcsinentos  augcri  \vl  niiuui  niutua  tuuc  st'se 

15  compcnsationc  coa^ciuaut.   Nulla  ergo  rationc  couvcnit  medium  fuisse 
motum  cum,  qui  iu  CCCC  auuis  autc  Ptolomieum,  scd  tardissimum 


2.  qnemadmoduni  II  qni  B.  quem  V.  —  anni]»  ||  mino  V.  —  3.  II.MLX  || 
2000  V.  —  5.  hcinicytlio  11  licmiiyilo  F.  —  6.  motui  ||  mutu  Ji  V.  —  8.  c  oni- 
putiitus  fehlt  in  W.  —  coiitiiuie  j]  rontruticj  7i  K.  —  9.  Hinter  diiuiiiutio 
schiebt  ß  die  Glosse  ein  (rT(jijo%}a^nt^tota),  wrlrhc  1'  n  1  s  (:r(/oor«- 
^tj(ttote)  in  den  Toxi  rcc  ij'ii'it  hat,  —  c  (liiuuttro  [|  in  dianit-tio  II'. 
—  Hinter  oppositis  schiebt  JJ  die  GI()t>>c  ein  (sie  in  0).  was  F  in 
der  Foi  m  (^ieut  in  iiule)  in  den  Text  se  tzt.  —  10.  nun  sit  ||  non  sil  opus 
V.  —  11.  lequadibas  fehlt  in  IK.  —  qui  alter  .  .  .  minor  l|  quurum  alter 
nllcro  ODttior  sit  nut  minor  ^  F. —  sint  {Ifiat  W,  »ItBV.  —  14—15  scse  eon* 
pensationc  II  eompcnsatione  »cmBV.  —  15.  coaqoant  ||  cuOqnant  V.  —  4 — 15. 
Hiersv  gicla  B  folgcnile  Kau«! bemerknng:  Lege  lege  illes  rrgulos 
de  flsqiiatlonibns  in  Rfinboldo  vcl  Pcucero.  Qacmadmoilan  motus  apparcus 
n  nedins  sint  sequales  in  Solo,  drmonstrat  Monius  et  Regiomoiitnnns.  Pro- 
stliapli8"e<cs  snnt  isqanlcs  circa  a|H>gca  et  perigen,  ncqnnqnam  circa  longitudines 
medias.  —  16.  CCCC  ||  4000  B,, 

S.  ut  u  II.MLX  annis.  Ob'.vohl 
beide  Il  iiidschriften  deutlich  2060  le- 
sen, hüben  die  Ileransgebcr  von  V 
geglaubt  2000  stibstituiren  tu  müssen. 
Y.ux  Blick  in  die  Tafeln  Werners  würde 
sie  belehrt  haben,  dn^^>  2000  allein 
richtig  ist.  —  II.  «int.  B  liest  sit, 
W  fi  a  r ;  da  notwendig  der  l'lnral 
vcilangt  wird,  so  dürfte  in  U'  ein 
Lesefehler  vorliegen  und  »int  in  der 
Vorlage  geschrieben  gewesen  sein.  — 
4—15.  Za  dieeer  Stelle  gibt  B  die 
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iu  der  yaria  Icetio  vcracicbnelc 
Handglosse.  Reinholdiis  soll  dabei 
jcücnfalls  dessen  Tnbulai  Pruthe- 
n  i  c  bedeuten,  Fcucer  wohl  eben  so 
gewiss  die  Hypothese 5  nstrono- 
m  i  :c ,  s  c  u  T  h  c  o  r  i  e  a*  ]  >  1  n  n  c  t  a  r  u  m 
.  .  .  ad  o b s er V a t i o n e s  Nicolai 
Copernici  et  eanoncs  tnotuum 
u  b  CO  c o  n  d  i  t  o  .s ,  n  e  c o  ni  m  o d a  t  «. 
Vitcbergic  157  1.  l>ic  Hamlsihrift 
B  ist  also  nicht  vor  1571  geschrieben 
worden. 
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potioi,  eiiiii  etUm  noa  videaai,  cor  alitim  diviDemva  tardioren,  de  quo 
nnUam  conieetanun  hactenns  habere  potaimiu,  cum  ante  Timocharem 
DiiUa  steUarom  fizamm  annotaüo  facta  sit,  qo»  ad  aos  osqae  per?e- 
r.84B  ninet,  sed  neqae  ad  PtolomteoiD.  |  Crnnque  velocissimas  etiam  notui 
iam  protorierit,  conscqQens  est  in  altero  a  Ptolomeo  semidrcido  iam  5 
not  688«,  in  quo  diminuitar  motns,  caiu  etiam  non  modica  pars 
pnetarierit 

Itaquc  miram  videri  non  dohot,  qaod  non  potuerit  hisoe  aoia 
•'BMJk  assnmptionibiu  propios  acco  |  dere  ad  ca,  quae  sunt  ab  antiqnis  anno- 

tata,  putaveritqao  i]los  erraSsc  in  quarta  Tel  qninta  parte  unius  gra-  10 
dus,  sive  etiamnnm  dimidia  et  amplias,  cnm  tarnen  in  nol]a  parte 
PtolomsQs  maiorcm  videtur  adbiboisso  diligcntiam,  qnam  nt  nobia 
non  errantinm  steUarom  motum  sino  ?itio  traderet,  attendons,  qnod 
»Ott,  nisi  modica  eios  particola,  id  sibi  foisset  concessom,  qoa  uni* 
Tennin  illom  drcoitom  coniectoros  esset,  obl  error  qoantomlibct  15 
lasensibilis  intervenieus  in  tota  iHa  Tastitato  insignis  nimiom  poterat 
et eniro.  Ideoqno  Timochaii  Alexandrino  Aristarchom  adionxisse  Tide* 
tir  cosBtanenm,  et  Henelao  Romano  Agrippam  Bithyniom,  ot  sie  etiam 
la  tanta  locorom  distantia  Ulis  consenticntibos  certissima  haberet  et 
iadabitata  testimonia,  qoo  minos  crcdibilo  sit  eos  tcI  Ptolomaeom  in  20 
1  Bittjs  taato  crrasso,  qoi  molta  alia  et  iam  tUfficiliora  |  ad  extremom,  ot 
aiont,  nngnem  doprehondore  potoeront.   Kollo  demnm  loco  ineptior 
€it  quam  in  Tigesima  seconda  propositione  et  presertim  coroUario 


1.  da  quo  |I  de  qua  V.  —  f.  hacteoiu  habere  ]|  habere  hacteniw  JB  F.  «— 
4.  Hiater  PtolooMeaa  ffigt  B  folgende  Glon«  ein,  die  V  in  den 
Text  nnfgenommen  hat  (Bet  aiierriiaa  aatrononicae  obterrationef,  qiaa 
■oa  habemut,  Indpere  a  Timocharide,  qoi  annia  SO  poM  Alexandraoi  vi^dt).  — 
10.  iUu«  II  Kot  eoa  B,  eos  F.  —  14.  id  sibi  faisiet  eonceMon  )|sihi  fuisset  ron* 
ccaan  V.  —  16.  nimium  fehlt  in  W,  —  18.  Bithjnium  |)  Bitbynirum  jBF«<— 
10.  qno  ouaoa II qooninas  V.  —  Sl*  iam  dilficiliora |1  diffidliora  BV, 

Si.  Nallo  dcmnin  loco     Die  dnnt,  qnte  tarnen  consideratio- 

RipIJc.  wt'Uhc  Cuppfrtiit  II'«  meint,  fimlet  nc«  per  rumirm  Timocharidcm 

sirh  Blit.  71*     *  «lor        Hinten  Schrift  j»  ü  t  r  a  t  ic .  s  i  s  i  nnj  I  v  o  r  .tp  f  u  i  s  sf  n  t « 

Werners  im  Corroll.uiiinj  dor  P  r  <>  |i  n  -  dcbi-rout    pnritcr  tinci   a  tnco 

sitio  XXVII  uiul  hiulft:  ..  velnti  c  o  in  p  u  t  o    nut    j>i\ritcr   c  u  n  <l  c  m 

id  liquet  de  considcruti«jnibiis  rx^UI>c^a^c     Non  i};ilur  minor 

Timocharidis,  qua;  in  fixo  si-  lidcs  Iribucnda  est  meis  cano- 

dcre  Arista  dicto   a  computo  n  i  b  u  s  q  aa  m  v  ctc  r  a  in  inspcctio* 

ano  dafieinnt,    snper  atella  nibas  et  inrentis.  Qaod  hnent« 

v«ro  lila  qna  in  fronte  8eor>  qua  Tolai  pradieiia  declaraaaa 

pli  trina  plendidarnoi  borca*  cxemplls. 
Ximt  «et,           oalenlaBi  azea* 
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CurtM§i  liuäUa  C^tpernkttna, 


eiosdem,  dum  opus  hoc  |aam  commendare  volens  tazat  Timocharem 
circa  dnas  Stellas,  Qtpata  Aristam  Yirginis  et  cani,  quse  ex  tribns  in 
^Bte  Scorpii  borealior  est,  quod  supputatio  soa  in  flia  defidat,  in 
bae  antem  abandot,  ubi  nimis  fraeriliter  ballncinatnr.  Cum  cnim  sit 
5  eadem  utrinsque  stell»  distantia  iuter  Timocharem  et  Ptolomseum 
consideratamm ,  nempe  gradus  IIII  et  tortia  pars  sub  aequali  fero 
temporis  diffcrentia,  atque  uumorus  suppiitatioiiis  illius  perinde  idem 
proxime,  nihilo  tarnen  magis  advertit,  quod  gradus  IIII,  scrupula  VII 
addita  loco  stelliE,  quam  reporit  Timocharcs  iu  secuudo  gradu  Scorpii, 

10  mcrito  non  possent  supplere  VI  gradus  et  scrupula  XX  Scorpii,  ubi 
Ptolomieus  ipsam  iuvcnit,  et  e  converso  idem  numerus  elcvatus  ex 
XXVI  gradibus  et  XL  scrupulis  ArisU«  secuudum  Ptolomieum  I  usque  |H^.Biti.M 
ad  gradum  XXII  et  tortiam  partom  rcdiro,  ut  par  est,  noa  potuit, 
sed  residebat  iu  XXII  gradibus  et  scrupulis  XXXII.   Ita  existimabat 

15  illic  defecisse  calculum,  quanto  hie  abuudasset,  tamquam  in  observa- 
tionibus  haec  incidisset  diversitas,  vel  quasi  ex  Atheuis  iu  Thobas 
et  a  Thebis  iu  Atheuas  eadem  via  non  sit.  Alioqui,  si  utrobiquc  vcl 
addidissct  vcl  subduxisset  numeruin,  ut  paritas  rationis  postulabat, 
iuvenisset  utrumque  eodem  modo  so  habere.  I  Adde  etiam,  quod  revera  i^-S-öes 

20  öoö  erant  iuter  Timocharem  et  Ptolomaium  anni  CCCCXLIII,  sed 
CCCGXXXU  solom,  ut  a  priivüpio  declarayL  Proindo  breviori  tem- 
pore minorem  esse  nnmeram  oportet,  ut  non  solumin  scrupulis  XIII, 
sed  in  trienti  nnias  gradus  ab  observato  stellarum  motu  dissidebit 
Ita  errorcm  hunc  snum  imposnit  Timochari  vix  evadento  Ptolomapo. 

25  At  dum  existimat  illorum  annotatiouibus  non  üdendnm,  quid  aliud  | 

restat,  quam  ut  suis  qnoque  observationibus  minus  crodatur?  iitbiu.» 

Et  h»c  de  iu  lougitudinom  motu  octava»  sphffrap,  e  quibus  etiam 
iacile  potest  intelligi,  quid  de  motu  quoquc  dcclinatiouis  existimandum 


3.  quod  II  q  qoonlani  V,  —  illa  ||  illo  F.  —  4.  enim  j]  .n.  B,  non  V, 
—  6.  eonsidcrftUram  Ii  eonfideratarnm  W.  —  7.  perinde  ||  proinde  BV,  —~ 
8.  lernpoU  YU  ||  «crupnlft  „^**  B^,  lenipala  V,  ^  9  Tinocharet  ||  Tinocha* 
Tis  B F.  —  grada  Scorpii  ||  gradn  tli  BW,  gradn  V,  —  10.  poaiem ||  postct  BV, 
~~  XX  8oorpK||SO  9\  BW^  90  V.  —  11.  converso  idem  ||  converto.  IJem 
BV.  —  elevatm II elevatnr  fV,  14.  et  sempulis  XXXII  ||  S2  scnip.  BV.  — 
17.  Alioqui  II  Alioq  B,  Alioquin  V.  —  26.  quid  ||  quod  BV.  -  27—28.  Et 
h«c . . .  quid  Uo  motu  ||  Et  bAc  de  notn  oetaT«  spbier«  in  longimdinem.  Quod 
d«  notn  BV, 

9.  Scorpii.  In  hcidcu  Ilfindsclirif-  es  von  ihnen  ausgelassen,  und  so  clwn« 
tcn  steht  hier  und  gleich  darauf  (Ins  Unverständliches  entstunden.  —  27.  Et 
Zeichen  des  Scorpion  n\.  Da  «üc  hiuc  de  in  1  o  n  g  1 1  ud  i  ti  e  m.  Eist  die 
Herausgeber  von  V  jc  dcnfulls  das  Auffindung  der  Handsc  hrift  hat  hier 
deichen  nicht  verstanden  haben ,  ist    einen  guten  und  klaren  Sinn  geliclerU 
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lit  iBToMt  enim  ipsnm  dnabm,  nt  ait,  trepidationibiu  instniendo 
•ftwindam  hano  snpra  primam.  Sed  disripato  ipso  iam  fandamento 
neeease  est,  nt  snper^dificata  corruant  infirmaque  sint  ac  miinia  sibi 
iBvkem  eobcrentia.  Qoid  demam  ipse  de  mota  non  errantiam  stella- 
nm  tsphmrm  sentiaiii?  Qaoiiiam  idio  loco  destinata  sont,  supcrflnum  5 
ntiiii  patati  et  impertinens  bie  amplins  immorari,  |  cam  satis  tit,  ti  modo 
desidcrio  too  satisfeccrim ,  ut  meam,  quod  a  mo  exigcbas,  de  isto 
opnacolo  habeas  sontentiam.  Valeat  Vcuerabilitas  taa  faustissimo. 
Ex  Varmiu  HL  luuii  1524. 

Nicolans  Coppbeniiciifl.  10 

Bererendo  Domino  Bcrnhardo  Yapovsky, 
Oantori  et  Caoonico  Ecciesi»  CncoTiensis 
•(  8.  B.  MaiMtatia  Poloaica  Secretario 
Domino  et  Faatoii  buo  plarimum  observando  ote. 


1.  tit.    luvolvit  11  Sit,  invulvii.  BV.  —  cnim  j|  .n.  B,  non  V.  —  duabot 
fehlt  bei  V,  —  3.  nt  fehlt  bei   V.  —  8.  faustissimo  ||  f«vcntis.simc  V.  — 
10.  Copphernicus  II  Co|>i»hornir9  W,   Copernicus      K.  —   1 1.  Vupüvsky  ||  Va- 
poiky  D.    Vnpou«hy  W,   Wupowski  V,  —  13.  Polonlc«  [j  Polonia  BW  — 
14.  DieM  Zeile  fehlt  bei  BV, 


8.  faustissimo.  T  hat  dafür  f. -i- 
▼  cntissimc  gcsoUf.  Man  kann  Uior 
htXir  11'  ti  n:ithwciicn,  wie  V  auf  diese 
•oodcibarc  Lesart  gekommen  ist.  In 
B,  der  Qvelle  von  V,  in  niodicli  stete 
«  ait  einer  Flemme  vereehen;  dieie 
VleaMM  iet  all  Stricli  Ober  «  gcteten, 
wodarcb  faoen  licrauslconmt,  oed 
dann  dat  m  alt  ftborflftssig  weggclaMeo 
worden.  —  10.  Copphernieaa.  Die 
Lasart  von  W  veist  anf  diese  Art  der 
KaMMODtetscIirift  bin.  Das«  Copper^ 
aicM  sie  selbst  auch  nmlorwcitig  lie» 
Mtale  ist  sieber,  %.  B.  in  &<  incm  Kxcro- 
pinre  der  Practica  Valcsi-i  de 
Tharanta,  dann  in  dem  Gedichte, 
«clcbes  er  Dantiscus  gcHidinot  hat, 
wo  er  »ich  Ko:t(ft{>vtnoi  nrnnt.  Ich 
roarhe  noch  dsruuf  nufmerksum.  dass 
ia  a«ci  TOD  der  warschauer  Ausgabe 


al);;cdruckton  Briefen,  wo  diese  die 
Uiiicrsthrift  Copernicus  gicbt,  in 
den  Originalen  Coppcrnicus  ge- 
schrieben ist,  was  nicht  gerade  für  die 
Ricbtigiceit  derjenigen  Unterschriftea 
spricht,  bei  welchen  wir  nnr  anf  den 
Abdruck  In  dieser  Ansgabe  als  Quelle 
angewiesen  sind.  Die  Zahl  der  Unter- 
schriften oder  eigenhändigen  Einaeich* 
nnngen,  in  welchen  er  sich  Coper* 
nicas  sehreibt,  ist  venchwindend  klein 
gegen  diejenige  mit  der  Form  Cop* 
pernicBi.  Es  wäre  wohl  an  der 
Zoit  diese  von  ihm  bei  allen  offioiel- 
len  Acten  benatzte  Form  in  ihr  Uei-ht 
einzusetzen,  und  ebenso  xvic  man  jitzt 
Kepler  mit  einem  p  tithtribt,  furtan 
Coj>periiicus  mit  7.\v«m  dergleichen 
zu  bi-hrcibcD,  wie  ich  durchweg  getan 
habe. 


10* 
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Nombres  relatifs  des  polygones  r^guliers 

de  n  et  de  2n  cotes,  suivant  que  //  est  uii  nouibre 
impair  ou  un  nombre  pair. 

Fat 

Seorges  Dostor, 

Frofetteur  ^  1*  VmlU  des  Sciences  d«  rCTmvenitd  CAtboliqoe  de  Furie. 


1.  Tli^or^ine  I.  Lorsque  n  est  un  nonibro  impair,  il 
existc  autant  de  polygones  reguliers  de  2h  cöt^s,  qu'il 
7  a  do  polygoüofl  reguliers  de  n  cdt6s. 

Soit  p  un  nombre  entier,  införiear  k  la  moitiö  de  n  et  premier 
avee  n.  H  existera  an  polygonc  regulier  de  n  cütcs  et  do  Tesp^ce  /». 

Pnisqne  p  est  införieor  k  la  moitie  de  n,  2p  sera  moindrc  qae  n\ 
par  snite  n—2p  sera  un  nombre  entier  positif,  plus  petit  qne  n,  oa 
qae  la  moiti^  de  2n. 

Or  je  dis  quo  n — est  aussi  premier  avec  2n. 

En  effet,  n  6tant  Impair,  n-~2p  sera  aassi  impair.  H  s'ensoit 
qoe  tont  &ctear  entier,  commnn  k  n^2p  et  2»,  ne  sanrait  dtre  qa'an 
nombre  impair,  qni  diviserait  n.  Ce  facteor  impair,  diyisant  n^^p 
et  «,  diviserait  lear  düfirence  2p  et  par  snite  p,  Dooe  j»  et  n  ne 
seraient  pas  premiers  entre  enx. 

Ainsi  k  chaqne  nombre  entier  infdricor  k  la  moiti6  de  n  et 
premier  avec  n,  correspond  an  nombre  entier  n — 2p  inf^rienr  k  la 
nioiti6  de  2f»  et  premier  avec  2ii. 
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R^ciproqnoment  ä  chaqae  nombre  entier  9,  införieiir  k  la 
moitiö  »  de  2«  et  premier  avec  2»,  eorrespond  an  nombre  entier 

iuferieur  ä  la  moitie  do  »  et  premier  avec  n.   Car  5  etant 

Premier  avec  2»  est  on  nombre  impair  et,  comme  n  est  snppos^  im- 

pair,  nombre  euticr  evidemment  moindre  qao  ^- 

D'aiUenrs  q  ^nt  premier  avec  2»,  Test  avec  n;  donc  est 
•vssi  premier  avec  «. 

II  s'ensuit  quo,  si  n  est  impair,  k  tout  polygono  regulier  de  n 
cOtes  eorrespond  an  polygono  r^Uer  de  2n  cOtes,  et  r6ciproquement. 

2.  D^flnition.  Nous  appellerons  polygoiu^s  corrcspondants 
les  deux  polygones  regulicrs,  Tun  de  n  et  Tautre  do  2»  cötös,  dont 
ks  esp^ces  sont  respectivement  j»  et  %>. 

3.  Copollairc.  Lorsque  n  est  impair,  deux  polygones 
r^gniiers,  Tun  de  n  et  Tautre  do  2h  cotes,  sont  corrc- 
fpondants,  si  la  double  cspdco  do  premier,  aagmentöe 
de  l*espice  da  second,  donne  ane  somme  6gale  k  n. 

Car  ou  a 

2.p-\-{n  —  2p)  =  22)+n  — 2p  — «. 

4.  TMertoelL  Les  cdt^s  de  deaz  polygones  r^gnliers 
corrcspondants  sont  ceuz  de  l'angle  droit  d'nn  triangle 
rectanglc,  dont  l'hypot4nase  est  le  diamitre  d«  cercio 
common,  circonscrit  anx  deux  polygones. 

'Car  soit 

(1)  Cn.f  -  2Ä8in^ 

le  c6te  d*un  polygone  regulier,  ayant  nn  nombre  impair  n  do  e^tös 
et  ^tant  do  IVspdce  p.  Le  cut^  du  polygone  regulier  corrcspoudaut, 
parmi  ceux  do  2n  c6tcs,  sera 

On  a  donc 

W  ftiMi-Si»  -  2Äcos^*. 

Bevant  an  carr6  les  denz  ^galitis  (1)  et  (2)  et  ijotttant,  on 
tmv«  la  relition 
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On  a  donc 

(4)  Cii,,«-^~2Äcos^. 


Elevaat  a«  carrö  lea  deax  c6täs  (3)  et  (4)  et  igoatant,  on  trooTO 
la  reUtion 

qsi  d6montre  notre  proposition. 

10.  Corollaire  I.  ConnaiBsant  les  valenrs  des  c6t6B  de  la 
premi^  moiti^  des  polygones  r^guliors  de  2n  cdt^s  (ou  n  est  pair), 
on  pent,  au  moyen  dn  tb^röme  pr^c6dent,  calcaler  les  cdt6B  de  l'aiitre 
moitl^  des  polygones  Hguliers  de  2»  c6t^. 

11.  Corollaire  II.   Puisqu'on  a 

on  obtient,  on  moltipliant, 

C2n,pXC2H,H-p  =  4jK«  sin  5^008^» 


ou 


Or 


2» '"'"211 


n 


il  vicnt  douc 


2J{Bin^«C;^; 


Ainsi  lo  cöt6  d'un  polygone  regulier  d'an  nombre  pair 
de  cöt^s  est  la  qnatriöme  proportionnelle  entre  le  rayon 
du  cercle  circonscrit  et  les  cöt68  des  deux  polygones 
r^gnliers  conjagn^s  d'nn  nombre  double  de  cöt6s,  dont 
l'nn  est  de  mdme  espdce  qne  lo  premier,  et  qni  sont  in- 
scrits  dans  lo  mSme  cercle. 

Paris,  20  Octobre  1877. 
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Kein  geometrisclie  rro]_)ortioiislelire. 

Vor 

R.  Hoppe. 


Die  Lehre  Ton  den  Lmienproportionea  wird,  wie  man  in  allen 
IidiiMebem  findet,  im  Sehnlnnterricbt  bis  jetzt  flberall  anf  die  Hea- 

sang  gegründet.   Ein  Linienverhältniss  ist  hiernach  nichts  weiter  als 

ein  Zahleuvcrhültniss.  Hierbei  lilsst  es  sich  lucht  umgehen  den  all- 
gemeinsten Begriff  der  Irrationalzahl  einzuführen.  Einerseits  ist  also 
die  betreffende  Doctrin  keine  rein  ^'eometrische,  sie  überträgt  viel- 
mehr eine  aritliinetische  Theorie  aul  die  Geometrie;  andrerseits  zeigt 
sich  diese  arithmetische  Grundlage  unzureichend,  sie  muss  erst  eine 
weitere  Entwickclung  erlangen  um  ihre  Bestimmung  für  Geometrie 
in  TOllem  Masse  zn  erfüllen. 

Nun  würde  es,  was  den  pädagogischen  Gesichtspunkt  betrifft, 
gerade  kein  Schade  sein,  wenn  die  Notwendigkeit  für  die  Geometrie 
dem  Schüler  den  Anlass  böte,  eine  Erweiterung  des  Zahlbegriffs  zu 
erlernen,  die  aus  der  reinen  Arithmetik  nie  gewonnen  werden  kann, 
und  die  doch  für  die  Wissenschaft  unentbehrlich  ist.  Auch  mag 
immerhin  eingeräumt  werden,  dass  die  strenge  Begründung  der  Lehre 
Ton  den  Irrationalzahlen  keine  ttbermäsaigen  Schwierigkeiten  Ter- 
lirsacht. 

Damit  bleibt  aber  die  Frage  unentschieden,  ob  es  sachgemSsser 
ist,  die  Arithmetik  und  die  Erweiterung  des  Zahlbegriffs  zur  Grund- 
lage der  geometrischen  Proportionslehre  zu  nehmen  oder  letztere 
gaerat  und  unabhängig  za  lehren,  dann  den  Begriff  der  Irrationalen 
darauf  zu  gründen.  Hier  sprechen  mehrere  Grftnde  für  das  letztere, 
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für  das  crstere  möchte  wol  kaum  ein  einziger  aufzufinden  sein.  Erstens 
entlohnt  die  allgemeine  Irrationalzahl  ihre  ganze  Bedeutung  den  räum- 
lichen Verhältnissen,  so  lange  noch  keine  andern  sti'tigcn  Grössen  in 
Betracht  kommen;  dagegen  lioirt  die  Anf!£as8ung  räumlicher  Verhält- 
nisse uns  unmittelbar  durch  Anschauung  nahe,  die  mit  Abmessung 
nichts  zu  tun  hat.  Von  Natnr  geht  also  immer  das  räumliche  Ver* 
hältniss  der  Irrationalzahl  vorans.  Zweitens  gilt  die  ganze  geome- 
trische Doctritt  gleichmässig  far  commenBurabelo  und  incommensnrabele 
RanmgrOssen,  die  Untencheidong  beider  ist  daher  der  Sache  nicht 
entsprechend.  Brittens  ist  die  gewöhnliche  Behandlang  der  räum- 
lichen Yerhftltnisse  gar  nicht  dafür  eingerichtet  den  Schaler  mit  dem 
Begriff  der  Irrationalen  Tertrant  zu  machen ;  sie  benutzt  ihn  nur  vor- 
äbergchend,  so  weit  sie  ihn  nicht  entbehren  kann.  Daher  iUlt  auch 
die  oben  zugelassene  Rechtfertigung  ausser  Betracht 

Ist  es  nun  unzweifelhaft,  dass  eine  rein  geometrische  Begründung 
der  Proportionslehre  ein  methodischer  Fortschritt  sein  wflrde,  so  musa 
irgend  einmal  ein  Versuch  gemacht  werden,  welcher  die  Oestaltung 
der  Doctrin  zeigt  Dann  kann  es  sich  noch  um  mögliche  Verbesse- 
rungen handeln.  Hier  bieten  sich  zwei  Wege  dar:  erstens  kann  man 
die  Linienproportionen  auf  die  Aehnlichkeit  grQnden,  diese  wieder 
auf  die  Gleichheit  der  Vfinkel,  zweitens  erstere  durch  die  Gleichheit 
der  Rechtecke  aus  den  äussern  und  mittlem  Glieder  dcfiniren.  Wir 
beginnen  mit  der  erstem  Methode,  welche  den  Vorzug  einer  grossen 
Anschaulichkeit  hat  So  leicht  es  hier  sein  wflrde  den  Begriff  der 
Aehnlichkeit  in  voller  Allgemeinheit  und  ganz  elementar  einzuAkhren, 
so  wollen  wir  doch  davon  absehen,  weil  es,  so  lange  der  Kreis  aus- 
schliesslich fflr  sich,  nicht  als  spedelle  Gnrve  behandelt  wird,  an  jeder 
Anwendung  fehlen  wfirde. 

Eine  Theorie  der  Aehnlichkeit  auf  die  Winkelgleichheit  zu  grün- 
den ist  bei  Beschränkung  auf  die  £bene  unmöglich.  Wir  nelimen 
daher  einen  stereometrischen  Anfang,  gehen  ab<^  von  da  durch  einen 
planimetrischen  Fundamentalsatz  auf  die  Ebene  Aber,  dieser  reicht 
dann  ohne  fernere  Anwendung  der  Stereometrie  zum  Beweise  silier 
Sätze  hin. 

Als  bekannt  vorausgesetzt  worden  die  planimetrischen  Sätze  fther 
Winkel  und  Parallelen,  Cdiigruenz  und  FliUheiigleichheit  der  gerad- 
linigen Figoren.  Aas  der  Stereometrie  sei  bekannt, 

I.  dass  die  Durchschnitte  zweier  parallelen  Ebenen  mit  einer 
dritten  Ebene  parallel  sind, 

II.  dass  2  Par  parallele  Gerade,  die  sich  einzeln  schneidesi, 
f^eiche  Winkel  biULen, 
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III  dass  uch  durch  je  3  Punkte  eine  Ebene  legen  lAsst, 

IT.  dass  je  3  Winkel,  deren  Summe  <<4R  ist,  eine  £cko  ein- 
aebliessen  können. 

Wir  f&gen  diesen  folgende  elementare  8fttze  als  vorbereitende 
hinzu. 

Zunächst  die  2  Definitionen  un<l  don  Hauptsatz  aus  tkr  cleiiuu- 
taren  Lehre  von  den  unendlichen  Grövscn  (s.  T.  LV.  S.  50.)  I.  II.  De- 
finitiou,  III.  Hauptsatz  als  Satz  V.   liiiTaus  folgt: 

Satz  VI.  Zwei  feste  Pankte,  denen  ein  Tariabeler  Punkt  un- 
endlich nahe  ist,  fallen  in  einen  Punkt  zusammen. 

Denn,  liätten  die  festfu  Puukte  .1,  Ii  einen  positiven  Abstand 
und  wären  dem  variabtlu  Punkt  P  uuoudlicb  nalie,  so  könnte  mau 
JM  in  AC  und  HC  teilen  und  IC,  nr<:^nc  machen,  80 

dass  im  Dreieck  AJiF  eine  Seite  AJJ  >  AV+Br  würde. 

Satz  Vn.  Im  gleichschenkligen  Dreieck  von  constantcn  Schen- 
keln liegt  der  uncodlich  kleinen  Grundlinie  ein  unendlich  kleiner 
Winkel  gegenüber,  und  umgekehrt 

Denn,  macht  man  die  Grundlinie  oder  den  Winkel  an  der  Spitze 
beliebig  klein,  so  wird  durch  Yerkleinemng  des  einen  anch  das  andere 
Ueiner  als  die  beliebige  GrOsse. 

Satz  VIII.  Zwei  feste  Gerade,  die  einzeln  mit  zwei  variabcln 
Parallelen  unondlidi  kleine  Winkel  bilden,  sind  einander  parallel. 

Beweis.  AB  und  A'B'  seien  fest,  PQ  nnd  P'Q'  variabel,  aber 
beständig  einander  parallel  nnd  schneiden  erstere  in  A  und  A'^  wo 
Winkel  BAQ  und  B'A'Q^  unendlich  klein  sden.  Man  ziehe  AC 
parallel  A'B*  und  mache  die  3  Strahlen  AB,  AC,  AQ  einander  gleich. 
Dann  ist  nach  Satz  VII.  Winkel  CAQ  »  B'.^'Q'  auch  unendlich  klein, 
folglich,  wenn  man  7^  C,  Q  durch  3  Gerade  verbindet,  liu  und  (  Q 
nach  Satz  VII.  unendlich  klein,  daher  fallen  nach  Satz  VI.  die  festen 
Punkte  Ii,  C  zusammen  und  AB  ist  parallel  A'B\ 

Fnndamentalsatz  der  Aehnlichkeitslebre  IX. 

Sind  in  einem  ehcuen  Vior(M-k  die  4  Winkel,  welche 
eine  Seite  mit  den  zwei  anstossenden  Seiten  und  den 
Diagonalen  bildet,  gleich  den  entsprechenden  4  Win- 
keln in  einem  andern  Viereck,  so  sind  auch  die  ent- 
sprechenden 4  Par  Winkel  in  beiden  gleich,  welche  die 
Gegenseite  mit  denselben  4  Geraden  bildet 
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Beweis.  In  den  Yierocken  AJSCD  und  A!b'Q'D'  sei 

WkL  BAC—  B'A'C]       BAD  =  B'A'D' 
ABC  =  A'B'C'\      ABD  =  A'B'D' 

Ton  den  Winkeln  BAD^  ABC  ist  weDigstens  einer  <  211,  sei  also 

BAD<C^^Vi  Man  construire  eine  droikanti<j:e  Ecke,  deren  Seiten- 
winkel sind  BAD  selbst,  BÄK  BAD  und  der  beliebig  kleiue  JDAB. 
Die  Constructiou  ist  nach  Satz  IV.  möglich,  wut'ern 

Wkl.  DAE<:4R^2.BAD 

Man  lege  das  zweite  Viereck  so  auf  das  erste,  dass  die  gleichen 
Winkel  bei  A  und  A'  sich  decken ^  dann  ist  nnr  zu  beweisen,  dass 
CD  parallel  CD'  wird. 

Man  zeic'lnu'  in  d<'r  Ebene  des  Winkels  BAE  die  Kigur 
ABE/f'E'  cm-rmut  AßDB'D',  lege  eine  Ebene  durcb  Ii,  C\  K  uud 
ihr  parallel  eine  andere'  darch  B\  welche  AC  iu  F  schneidet.  Dann 
ist  nach  Satz  I. 

B'F  parallel  BC  paraUel  B'C 

daber  fällt  /Mu  C'.   Da  nun  ebenso  nach  Satz  I. 

CE  parallel  FE^ 

80  ist  jetzt 

CE  parallel  C'E' 

Betracbten  wir  den  beliebi;:  kleinen  Wiidicl  DAE  als  unendlich 
klein,  so  sind  nach  Satz  VII.  auch  die  Geradon  DE  und  JY E'  uu- 
endlich  klein,  daher  nach  doinselben  Satze  auch  die  Winkel  DCJK 
uud  D'V'E\  folglich  nach  Satz  YUI.  CD  parallel  C D\  w.  z.  b.  w. 

Aebnlichkeit  der  Vielecke,  Proportionalität 
entsprechender  Strecken  und  Verhältnisse  vou 

Flächeuräumcu. 

Definition  1.  Zwei  Vielecke  sind  einander  ähnlich,  wenn  alle  von 
Seiten  und  Diagonalen  an  den  Ecken  gebildeten  Winkel  im  einen 
Tieleck  den  in  gleicher  Ordnung  entsiirechonden  im  andern  gleich  sind. 

Satz  1.  Sind  zwei  Vielecke  einem  dritten  ähnlich,  so  sind  sie 
einander  ähnlich. 

Unmittelbare  Folge  der  Definition. 

Satz  2.  Congruente  Vielecke  sind  einander  ähnlich. 

Denn,  wenn  sich  die  Vielecke  dedcen,  decken  sich  auch  die  Dia- 
gonalen nnd  die  von  ihnen  und  den  Seiten  gebildeten  Winkel. 
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Satz  3.  Zwei  ähnliche  Vielecke  Bind  einander  congruont,  wenn 
eine  Seite  oder  Diagonale  des  einen  gleich  der  entsprechenden  des 
andern  ist. 

Beweis.  3Iau  teile  die  Vielecke  vom  einen  Endpunkt  der  gleichen 
Seite  oder  Diagonale  aus  durcli  Diagonalen  in  DroiiTke,  dann  sind 
je  2  cntsprech<'ndc  Dreiecke  einander  congruent  wrgcn  Gleichheit 
einer  Seite  und  zweier  Winkel,  zunächst  die  anliegenden,  dann  der 
Beibe  nach  alle  übrigen;  folglich  sind  die  ganzen  Vielecko  congruent. 

Satz  4,  Zwei  Vielecke  sind  einander  ähnlich,  wenn  die  Winkel, 
m'lchc  eine  Seite  in  ihren  2  Endpunkten  mit  den  anstossenden  Seiten 
imd  Diagonalen  im  einen  Vieleck  bildet,  den  entsprechenden  Winkein 
im  andern  gleich  siud. 

Beweis.    In  den  Vielecken  ABC...MN...  und  A' Ii' C . . .  M' N' . . 
wo  die  gleichhenanuteu  Ecken  einander  entsjirechen  niögtii,  seien  die 
Winkel   bei  A  und  B  gleich  den   entspreehenden  hei  ^1'  und  Ji'. 
3£N'  sei  eine  bcliehigc  nicht  an  AB  ansto^st  iidc  Seite.    Man  volleudo 
das  Viereck  ABMN,  dann  sind  nach  Fund.  S.  IX.  die  4  W^inkel, 
weiche  MN  mit  den  Diagonalen  nach  A  und  JJ  bildet,  gleich  den 
entspreehenden;  statt  MX  kann  man  auch  jede  an        nicht  austos- 
aende  Diagonale  setzen,  da  der  Beweis  derselbe  ist  Demnach  sind 
«De  Winkel,  welche  irgend  eine  Seite  oder  Diagonale  mit  2  andern 
liildet,  gleich  den  entsprechenden.  Durch  diese  sind  alle  übrigen  als 
Summen  oder  Differenzen  mitbestimmt ,  mithin  alle  Bedingnngen  der 
Aebnltchkeit  erfüllt 

Satz  5.  Zwei  Dreiecke  sind  einander  ähnlich,  wenn  2  Winkel 
des  einen  zweien  Winkeln  des  andern  einzeln  gleich  sind. 

Denn,  da  heide  Scheitel  immer  durch  eine  Seite  verhunden  sind, 
so  kann  man  die  Scheitel  der  gleichen  Winkel  als  entsprechend  be- 
trachten uud  liJidet  die  Bedingung  der  Aehnlichkeit  nach  Satz  4., 
desgleichen,  sofern  auch  der  dritte  Winkel  gleich  ist,  nach  Def.  1. 
erfüUt 

Satz  6.  Zwei  Dreiecke  sind  einander  ähnlich,  wenn  ein  Winkel 
dvs  einen  gleich  einem  Winkel  des  andern  ist,  und  die  ihn  ein- 
schliesssenden  Seiten  im  einen  und  andern  gleich  2  Par  entsprecheu- 
den  Seiten  ähnlicher  Dreiecke  siud. 

Beweis.  In  den  Breiecken  ABC  nnd  Ä'S'C  sei  Wkl.  BAC  =- 

ü'^l'C  '.   Ferner  sei 

Dreieck  ABD  ahnUch  A'B'jy 
AC^AD;  A'C'^A'iy 
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Zieht  man  noch  CD  und  C'D\  bo  ist  auch 

WkL  CAD  =  C'A'iy 
nnd,  weil  Drdeck  CAD  glefchsehenklig, 

Wld.  ^DC  —  A'D'C 

demnach  bei  A^  D  alle  Winkel  gleich  den  entsprechenden  bei  D\ 
folglich  nach  Satz  4. 

Viereck  ABCD  äliulich  ÄB'C'D' 

mithin 

Dieieck  ABC  fthnlich  A'B'C\  w.  x.  b.  w. 

Definition  2.  Ans  2  Par  entsprechenden  Seiten  ähnlicher  Drei- 
ecke lassen  sich  (nach  Satz  6.)  ähnliche  Dreiecke  mit  beliebigem 
Winkel  zwischen  ihnen  büdcn.  Zwei  Par  Strecken,  die  diese  Eigen- 
schaft haben,  heissen  proportionirt.  Die  2  Par  Strecken  AB  nnd  A'B^^ 
AC  nnd  A'C*  bilden  demnach  eine  Proportion,  geschrieben 

ABiÄD'  ^ACiA'C 

wenn  die  Dreiecke  ABC^  A*B*C'  bei  Gleichheit  der  eingeschlossenen 
Winkel  einander  ähnlich  werden.  Die  4  proportionirten  Grossen 
heissen  in  ihrer  Beihenfolge  die  Glieder  der  Proportion,  die  erste 

nnd  dritte  die  Yorderglicder,  die  2tc  und  4t6  die  Hintergliedor. 

Satz  7.  Zwei  Par  Strecken,  die  einzeln  mit  einem  dritten  Par 
in  Proportion  stehen,  bilden  auch  mit  einander  eine  Proportion. 

Folgt  aus  Satz  1. 

Satz  8.  Die  2  ersten  Glieder  einer  Proportion  kann  man  mit 
den  2  letzten  vertauschen. 

Die  Bodentuug  der  Proportion  bleibt  dabei  dieselbe. 

Deiiuitiou  3.  lufolgc  der  Sützt'  7.  und  8.  lässt  sich  die  ver- 
gloichendo  Grösscnbczieliung  der  2  ersten,  wie  der  2  letzten  Glieder 
einer  Proportion  als  eine  Grösse  auffassen,  und  beisst  als  solche  ihr 
Verhiiltuiss,  sofern  die  Proportion  die  Gleicliheit  der  Verhältuissc 
dethiirt,  und  2  Verhältuisse  die  eiuein  dritten  gleich  sind,  nach  Satz  7. 
eiuauder  gleich  sind, 

Satz  9.  In  2  ähnlichen  Vielecken  sind  die  Verhältnisse  aller 
Paro  outsprechender  Seiten  nnd  Diagonalen  einander  gleich. 

Beweis.  In  2  ähnlichen  Vielecken  mögen  4  beliebige  Ecken  Ay 
Bf  C,  2>,  verbunden  durch  Seiten  oder  Diagonalen,  den  gieichaamigen 
A%  i>'  entsprechen.  Dann  ist 
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Drdeck  ABC  äbnUch  A'B'C,  and  BCD,  fthnUch  B'C'jy^ 
folglich 

^BM'P'  —  BC:  B'C  —  C/>:  CD' 

gOltig  fftr  jo  2  Pare  entsprecheader  Seiten  oder  Diagonalen. 

Satz  G.  infolge  der  Def.  2.  lauti  t:  Zwei  Dreiecke  sind  einander 
ühulicli,  wenn  ein  Winkel  des  einen  einem  Winkel  des  andern  gleich, 
uud  die  dio  gleicbcu  Wiukel  eiuscblicsseuden  Sciteu  proportiouirt  sind. 

Satz  10.  In  einer  Proportion  kann  man  die  Vorder-  und  Hinter- 
glieder gleichzeitig  vcrtanechen. 

Die  Bedeutung  der  Proportion  bleibt  dieselbe. 

Satz  11.   Durch  3  Glieder  ciuer  Proportioa  ist  das  vierte  bo- 
itimmt 

Beweis.  Sei 

ABiA'B'  —  AC'.A'C  —  ACiA'iy 

Wkl.  BAC  —  B'A'C'  —  B'A'D' 

dann  ist  nach  Satz  6. 

Dreieck  AJJC  fthulich  A  B  C'  ähnlich  A'B'D' 

Da  die  letztem  2  Dreiecke  die  Seite  A'B'  gemein  haben,  so  sind  sie 
nach  Satz  3.  einander  congment,  folglich  A'C  «  A'iy.  Durch  Yer- 
fauschong  gcmAss  den  Sätzen  8.  und  10.  Iftsst  sich  das  4.  Glied  za 
jc-dem  andern  Gliede  machen.  Demnach  gilt  das  vom  letzten  Gliede 
Bewiesene  Ton  allen  Gliedern. 

Satz  12.  Zwei  Dreiecke  sind  einander  ähnlich,  wenn  die  Seiten 
d€S  einen  zn  den  Seiten  des  andern  in  gleichem  Verh&ltniss  stehen. 

Beweis.   In  den  Dreiecken  ABC  uud  A'B'C'  sei 

ABiA'B'  -  ACtA'C  —  BC'.B'C' 

jMau  schneide  auf  All  die  Strecke  AD  =  A'B\  auf  AC  die  Strecke 
jiE  —  A'C  ab,  uud  ziehe  JJE\  dauu  ist 

Dreieck  ABC  Ihnlidi  ADE  nach  Satz  6. 

daher 

ABxAO  —  BCiDE  oder 
ABiA'B'^  BCiDE 

DiM  verglichen  mit  der  ersten  Proportion  giebt  nach  Satz  11. 

DE  —  B'C 

fol^  ist 
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I>r€ieck  ADE  congraent  ÄB'C*^  also  tach  ähnlich, 

daher  ABC  ähnlich  ÄD'C  nach  SaU  1. 

Satz  13.  Zwei  Yidecke  sind  einander  fthnlicli,  wenn  alle  Seiten 

und  Diagonalen  des  einen  zu  den  entsprechenden  des  audern  in 
gleichem  Yerhältuiss  htelieu. 

Denn  dann  sind  nach  Satz  12.  alle  Dreiecke  den  entsprechenden 
ähnlich,  in  die  sie  durch  Diagonalen  geteilt  werden  kOnnen,  folglich 
alle  Winkel  den  entsprechenden  gleich. 

Definition  1.  Das  Verbaltniss,  welches  ans  einem  andern  durch 
Vertauschung  des  Vorder-  und  Hintergliedes  entsteht,  heisat  dessen 
reciprokes  Vcrh&ltniss. 

Satz  14.  In  einer  Prüi)ortion  ist  das  Rechteck  aus  den  äussern 
Gliedern  gleich  dem  Rechteck  aus  den  iuucru,  und  umgekehrt  stehen 
diu  Höhen  gleicher  Rechtecke  im  rcciproken  Verhältuiss  der  Grundlinien. 

Beweis.  Sei 

ABiA*B'  —  ACiA^C 

Mau  trage  die  2  ersten  Glieder  auf  dem  einen,  die  2  letzten  aaf  dem 
andern  Schenkel  eines  rechten  Winkels  ab,  und  yerbinde  sämmtliehe 
Endpunkte  mit  einander.  Dann  ist 

Dreieck  ABC  ähnlich  AB  C'  nach  Satz  6.  daher 
WkL  ABC  —  AB'C  mithin 
BC  parallel  &C'  folglieh 
Dreieck  DCB'  BCC* 
und  nach  Addition  von  ABC 

Dreieck  AB^C^ABC 

Ersteros  ist  das  halbe  Rechteck  aus  Ä B'  und  AC^  letzteres  aus  AB 
und  A'C\  womit  der  Satz  bewiesen  ist 

Sind  umfzekelirt  diese  Rechtecke  gleich,  so  sind  es  auch  die 
Dreieeke  und  all»'  v(jrli('ri;i'li(Mi(len  Sclilüsse  his-en  sich  umkehren, 
so  dass  schliesslich  die  autuugliclic  Proijortiou  hervorgeht 

Satz  15.  Die  äussern,  sowie  die  Innern  Glieder  einer  Proportion 
Ton  Linien  kann  man  vertauschen. 

Folgt  unmittelbar  aus  Satz  14. 

Satz  16.  Die  Grundlinien  zweier  Recliteckc  von  gleirlien  Höhen 
verhalten  sich  wie  die  zweier  andern  ebenso  grosscu  liechtecke  von 
gleichen  Höben.  « 
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Beweis.  Seien  g,  g'  die  GruDdliuien  zweier  Rechtecke  von  ge- 
meiusanuT  Hülic  h,  uud  gx^  Qi  die  zweier  audcru  von  gcmeiusamer 
Hohe       flberdies  sei 

Rechteck  gh  —  gji^^ ;    g'h  -=«  gih^ 
daüD  ist  noch  Satz  14 

g:gt  —  Aj:*  —  jr':^/ 

daher  nach  Satz  15. 

gii^^giigt 

Definition  5.  Unt<*r  dem  Verhültuiss  zweier  Fläclienstücke  ver- 
steht man  das  Verhiiltniss  der  Grundlinien  zweier  ricchteckc  von 
gemeiusamcr  iiühe,  die  einzelu  jeneu  Fläcbeustücken  gleicli  siad. 

Satz  18.  Die  Rechtecke  ans  den  gleichnamigeii  Gliedern  zweier 
Linieoproportionen  stehen  in  derselben  Ordnung  in  Proportion,  nnd' 
umgekehrt  folgt  aus  der  Proportion  Yon  4  Rechtecken  und  der  ihrer 
Höhen  die  Proportion  ihrer  Grundlinien. 

Beweis.  Sei 

gig'  '^gtiQi  i   ^J^'  —  h^ih^' 

Man  bilde  die  Rechtecke  gh^  g'h\  g^h^  und  g^'K'  Terwandle 
g'k'  in       gi'h^'  iu  g"h^.   Dann  ist  nach  Satz  U. 

Vertauscht  mau  hier  uud  iu  der  erstcu  Voraussetzung  die  iuucru 
Glieder,  su  budct  man: 

QiQx  '^gigi  —  -9t 

daher 

folglich  sack  Def.  5. 

gk:g"k  ^  g^k^ig^^h, 
oder,  nach  Substitution  gleicber  iiechtccke, 

ghig'h'  =  gJii'.Ox'h^' 


l^mftss  der  ersten  Behauptung.  Iu  diesem  Beweise  lassen  sich  alle 
Schlosse  umkehren,  und  es  folgt  dann  die  zweite. 


Im  Vorsteljonden  sind  reichlich  alle  Sätze  uud  Definitionen  ent- 
haltt  n,  auf  Gruud  (h  ri'U  man  in  «lewöhnlicher  ^Veise  alle  Übrigen 
rein  geometrisch  herleiten  kann.  Die  Anwendung  auf  die  Messung 
hat  keine  Schwierigkeit.  Ebenso  i&anu  man  leicht  auf  den  begrilf 
der  Irrationalzahl  Obergeheu. 
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Proportionen  nud  Achnlichkcit,  abgeleitet 
ans  der  Fl&chengleichheit 

Detinition  1.  Vier  Strecken  in  bestimmter  Reihenfolge  bilden 
eine  Proportiüu,  wenn  das  Rechteck  aus  der  ersten  und  «iten  gleich 
dem  Rechteck  aus  der  2  ton  und  3ten  ist. 

Folgerungen.  Die  Bedeutung  der  Proportion  bleibt  dieselbe, 
wenn  man  die  äussern  oder  die  innem  oder  die  ftuisem  mit  den 
innem  Gliedern  yertanscbt,  ferner  wenn  man  die  2  ersten  mit  den 
2  letzten  oder  beide  Pare  gleichzeitig  yertanscbt 

Satz  1.  Bildet  ein  Par  Strecken  mit  jedem  voi}  zwei  andern 
Paren  eine  Proportion,  so  bilden  letztere  mit  einander  eine  Proportton. 

Beweis.  Sei 
und  zwar 

9<9i<fft\  A<*i<*t 

Man  trage  die  Strecken  g^^  g^  auf  dem  einen,  7<,  /<,,  auf  dem 
undtTu  Schenkel  eines  rechten  Winkels  ab  und  vollende  die  Recht- 
ecke ghj  g^h^^  g^.   Den  Proportioneu  zufolge  ist 

Rechteck  ghj  »         gh^  g^ 

daher  nach  Subtraction  gemeinsamer  Stücke 

Rechteck  g{h^  —  Ä)  =  (g^  —g)h  \     g{h^  —  A)  —  {g^  —  g)h 

Hieraus  folgt  nach  einem  bekannten  und  leicht  zu  beweisenden  Satze, 
dass  die  vierten  Ecken  der  constmirten  3  Rechtecke  mit  dem  Scheitel 
des  rechten  Winkels  in  gerader  Linie  liegen,  nnd  hieraus  nach  dem 
umgekehrten  Satze,  dass 

Rechteck  giih^—h^)  ^=  (9i—9i)hi 
daher  nach  Addition  des  Rechtecks  dass 

Rechteck  gjii  =  g^h^ 
ist,  mitbin  die  Proportion  stattfindet: 

Stehen  die  g  nnd  die  k  in  anderer  GrOssenfoIge,  so  sind  nur  ihre 
BüFerenzen  entgegengesetzt,  nnd  die  Gleichungen  gelten  unverändert. 

Definition  2.  Infolge  dieses  Satzes  kann  man  die  Beziehung  der 
Strecken  g,  h  als  Grösse  auffassen,  deren  Gleichheit  durch  die  Pro- 
portion definirt  ist;  in  diesem  Sinne  lieisst  dieselbe  das  Yerhiltaiaa 
von  g  zu  ft. 
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Satz  2.  Die  Strecken,  welche  2  Parallelen  auf  den  Schenkeln 
eiiics  beliebigen  Winkels  begronzen,  stehen  in  gleichem  Yerb&ltniss, 
nnd  umgekehrt 

Beweis  (nur  möglich  mit  Hülfe  dos  Fuudamcutalsatzcs  IX.)  Die* 
Paralkleii  liC  und  DE  sihiiiMden  in  ihren  Kudimuktini  die  Schenkel 
des  schiefen  ^Vinkel8  BAC.    Auf  dem  zweiten  Schenkel  AF  des  rechten 
^Vilikels  liAC  seien  dieselhen  Strecken  AF     AC  und  AG   -  AE 
abgetragen,  uud  die  Geraden  BF^  DG,  CF\  EG  gezogen.   Dann  ist 

CF  parallel  EO  wegen  Gleichheit  der  corresii.  Winkel, 
BC  parallel 

folglich  nach  f'nud.  S.  JX. 

SF  parallel  DG, 

Ziebt  man  noch  BG  und  DF^  so  ist 

Dreieck  BFD  »  BFG,  atso 
Dreieck  ADF^  ABG,  daher 
Becbteck  aus  AD^  AF  gleich  Bechteck  ans  Aü^  AG, 

daher,  mit  Substitution  gleicher  Strecken, 

ABiAC^ADiAE 

Ist  umgekehrt  diese  Proportion,  nicht  aber  die  Parallelität  von 
BC,  DK  vorausgesetzt ,  so  folgt  rückgängig ,  dass  BF  parallel  J)(r, 
und  in  Verbindung  mit  CF  parallel  EF,  nach  dem  Fund.  S.,  dass 
BC  parallel  DE  ist 

Dtfinition  3.  Zwei  Tlelecko  lind  ähnlich,  wenn  alle  Seiten  nnd 
Diagonalen  des  einen  in  den  entsprechenden  des  andern  in  gleichem 
Yerhiltniss  stehen. 

Satz  3.  Zwei  Vielecke,  die  einem  dritten  übnlich  sind,  sind  eüi* 
ander  Ahnlich. 

Beweis.  Den  Seiten  oder  Diagonalen  a,  b  im  ersten  Yieledc 
mflgen  a',  h'  im  iweiten  und  a",  b"  im  dritten  entsprechen.  Dann  ist 

aia^^^bib"',    a':a"  = 

woraus: 

a:b  =  a":b"  =  a'ilf'  oder  aia'  =  bib' 

INete  2  Par  Seiten  oder  Diagonalen  vertreten  allo  Paro,  daher  sind 
alle  Bedingungen  erfüllt 

Sat2  4.  Zwei  Dreiecke  sind  ähnlich,  wenn  zwei  Winkel  des  eiuen 
gtoich  iweien  Winkeln  des  andern  sind. 

II* 
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Beweis.  Zuüächst  folgt,  dass  auch  der  dritte  Wiukel  in  beiden 
gleich  ist  Man  lege  die  Dreiecke  mit  einem  Par  gleicher  Wiukel 
auf  einander,  80  dass  die  andern Pare  correspondireude  werden;  dann 
sind  die  Gegenseiten  des  erstem  parallel,  nnd  nach  Satz  2.  folgt  eine 
der  Proportionen,  welcbe  Bedingung  der  Aebnlichkeit  sind,  analog 
die  beiden. andern. 

Satz  5.  Zwei  Dreiecke  sind  ähnlich,  wenn  ein  Wiukel  des  einen 
gleich  einem  Winkel  des  andern,  und  die  die  gleichen  Winkel  ein- 
schliesseudcu  Seiten  proportionirt  sind. 

Beweis.  Man  lege  die  Dr^ecke  mit  den  gleichen  Winkeln  anf 
einander;  dann  sind  nach  Satz  2.  die  Gegenseiten  parallel,  daher  alle 
Winkelpaare  gleich,  folglich  nach  Satz  4.  die  Dreiecke  ähnlich. 

Satz  6.  Zwei  ähnliche  Vielecke  sind  congrueut,  wenn  ein  Par 
entsprechende  Seiten  oder  Diagonalen  in  beiden  gleich  sind. 

Beweis.  Seien  C  drei  beliebige  Ecken  des  einen,  Ä\  B\  C* 
die  entsprechenden  des  ähnlichen  Vielecks,  nnd  AB = A*B\  Dann  ist 

Rechteck  aus  AB  und  A'C  -»  RechUck  aus  AC  und  A'B' 

oder  aua  AC  und  AB 

folglich 

A'C  —  AC 

Analog  sind  alle  entsprechenden  Seiten  und  Diagonalen  beider  Viel« 
ecke  gleich,  also  diese  congment 

Satz  7.  In  ähnlichen  Vielecken  sind  die  Wiukel  zwischen  ent- 
sprechenden Seiten  und  Diagonalen  gleich. 

Beweis.  Alle  Dreiecke,  welche  von  Seiten  nnd  Diagonalen  des 
einen  Vielecks  gebildet  werden,  sind  den  entsprechenden  im  andern 
Vieleck  ähnlich.  Seien  ABC  und  A'B'C  zwei  solche  ähnliche  Drei- 
ecke.  In  einem  dritten  Dreieck  Ä'Bf'V"  sei 

Ä'B"  =  A'B'',    A'^C  -  ^'C ;    WkL  BfA^CT  =  BAC 

Dann  ist  nach  .  Satz  4. 

Dt^eck  A''J^C'*  ähnlich  ABC,  also  auch  ähnlich  A'B'C, 

da  es  aber  mit  letzterem  2  gleiche  Seiten  hat,  auch  congruent,  folglich 

WkL  BAC'^  B^'A"C" B'A'C 

Das  Analoge  gilt  von  allen  Winkelpai  en. 


Alle  übrigen  Sätze  lassen  sich  nnn  anf  gewöhnliche  Weise  rein 
geometrisch  herleiten. 
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vm. 

Sumuiation  einiger  lleiben. 

VoD 

R.  Hoppe. 


Das  Folgende  soll  durch  eine  Succcssion  von  Kcihensammationcn 
acbliessUch  zur  Sammation  einer  Doppelreihe  hiuübbren,  die  aoch  als 
Eotwickolimgsformel  nicht  ohne  Anwendung  ist 


§.  1. 

Seien  «  nnd  h  helicbigo  Constanten,  r  nnd  m  ganze  Zahlen  ^0, 

md  r  •^m;  dann  veräcbwiudet  oifoubar  die  Grosso 

für  u  =  1.  Fahrt  man  die  angedeutete  Kccliuuog  durch  Lntwickclang 
nach  Potenzen  aus,  so  ergicbt  sich: 

0  =*F(^  1)*  {ui)k  (a+ A+ 1)  (a+  A+2) , . .  (a+ A+r) 

■ad  nach  Division  dnrch  IXa+r-^l): 

gOltig  iBr  r  «  0,  1,  ...  m^l.  Daher  ist,  wenn  man  jetzt  hfOxr 
schreiht. 
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,  (a+b+l)  (g  -f  &  4-  2)  •  • 

eine  ganze  Function  mtcn  Grades  von  wehhe  für  die  m  Werte 
6  =  0,  1,  2,  ...  m  —  1  verschwindet,  und  als  solche 

Zar  Bestimmang  der  Constaoteii  Ä  setzen  wir 

— a— 1 

dann  verschwinden  alle  Tcrmo  ausser  dem  ersten,  and  es  bleibt: 

IV+I)  -  <- l)-^(«+l)(a+2) . (a+»i)  

woraus: 

(-1)« 


Multiplicirt  man  noch  mit  r(a -|-l)t  so  lautet  unser  erstes  Bcsultat: 
»S)^    i;  WA  (aH-l)(a+2),..(a+*) 


^         (a+l)(a+2)...(a  +  i»») 


§.  2. 

Wir  geben  nun  a  and  6  zweierlei  Specialwerte,  nämlich 

I.    a==  — 4;    i  /— 1 

II.   a  =  l;      d—— /— 2 

wo  l  positive  ganze  Zahl  sei  Dann  wird  die  Formel  bzhw.: 

»^",_,  21  +  121  —  1     21—  2A+3  _      7+1  1+2  l+m 


a) 


-£(m)*     ,        g  2ä— 1    —2"*    1      3     "2»— 1 


2^+1 2Z~1     27-2A+3     Q^Ht?i+3    7  +  m  +  l 
»5»^"*^*    3       5  2Ä+1    ""^    3      5  2i»+l' 

oder  nach  Ergänzung  der  uatürlicheu  Zahlenreihe  in  den  lactoren: 

»=«         m\(2l+l)\(l-^h)\   miq+m)! 

*=«    m\(2!  +  2)\(l~h)\   

2  (»»-  hji  {21  -2k+ 1)1  (l+l)  1  (2A + 1)  1  (2m  + 1  j  l  {1+1)1 
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Moltiplicirt  man  bzhw.  mit 

l\  2a4-l)! 


so  kommt: 

*  J(«+l)ai(i-A)i—  -  2«»(l+m),.« 

and  nach  Substitation  von  l—h  für  A: 

V  (2i+l)a»+i(A)i-«  -  22"(4+m)i-» 


Zur  YerdnÜMlitiiiCf  sei  erst 
dann  wird  bzUw.: 


Jetzt  setzen  wir  bzhw. 

so  dass  I.  geraden,  II.  ungeraden  n'\-k  entspricht;  dann  worden  beide 
Gleicbangen  übereinstimmend: 

E   (ii+l:  +  l)2*+i(A)»  =  2—»(i.)»  (2) 


gttltig  für  ille  podÜTen  gaaien  Zahlen  «,  k. 

Multiplicirt  man  Gl.  (2)  mit 

(-2)>.(fcU 

and  iommirt  nach  iL*  zwischen  den  weitesten  Grenzen  », »,  so  kommt : 
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1/1  \h-ii» 

-  (- 1)»  2-  W«  /  •o2«  (^1  -  -  j  dw 

1 

-  (— l)'"2"(n)«»/         (l  —  ir)»«Bw 

0 

-  (~l)»'2>*(nU  r(n+in+l)r(n-m  +  l) 

das  ist 


i  4. 

Multiplicirt  man  Gl.  (3)  mit  ( — 2m)«-»'»  r"»  und  summirt  nach  m 
von  0  bis  n,  so  kommt  nach  Yertauschuag  der  Summatiousfolge: 

._«+» 

t=n     (  f)\k      ~  2~  m-k 

Dies  wieder  moltiplicirt  mit  ^-^^nß**-^^  und  sninmirt  nach  n  von  0 
bis  oo  giebt: 


,=0   (-»+1)1  i»=o 


N 


H=aj  »=i»  _  2m)*  2 

»=0  1=0    «H-Ä-J-l  *=k 

oder  nach  Snbetitutiou  von  k—n—1  für  h\ 
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and  nach  Yertanschuog  der  Siunoiationsfolge: 

ud  nach  Substitution  von      n— l  fur  n: 

X-X   r          £  (A}2*+i (2»- ü)«(iw)a*-2»-i 

*  *  A=:0  113:0 

»»■  (_  1)4-1^-*  2 
-'S,   £  («x)2*-»-l JJ» 

vo  ZOT  Abkürzung 

geteilt  ist,  oder,  wenn  man  mit  TUgnng  der  geraden  h  durch  den 
Factor 

l--(-l)* 

die  Werte  von  2ä4-1  durch  h  vertreten  lässt: 


Dm  Frodnct  von  ZiUer  und  Kenner  ist  —  1+tw«;  daher  lautet  das 
Resolut: 


1 
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§.  5. 

Um  von  GL  (4)  eine  Anwendong  za  zoigco,  8oU  das  Integral 

Sn-J  -g-  (6) 

berechnet  werden.  Man  hat,  wenn  man 

setzt,  für  constantes  x  nnd  «; 

du  dw 

Ä  ""ST 

also,  mit  Weglassong  der  Integratlonsconstanten: 

^-^ 

«aJjS;  —  «««-IJ?— (2«— l)5;,_i  +  (n  — l)ü5«-4l  (6) 

woraas  erhellt,  dnss  das  gesuchte  Integral,  bei  Trennung  des  alge- 
hraischen  nnd  logarltbmischen  Teils,  die  Form  hat: 

Nach  EinführuDg  in  die  Torigo  Gleichang  ergiebt  sich  ansscr  einer 
Belation  der  N,  die  wir,  wie  sich  zeigen  wird,  bei  Seite  lassen  kön- 
nen, die  folgende  Relation  der  qt  * 

naj'a»  =»  — (2«  —  l)g»_i-J-(n  — l)r2i»-2i     flö  =  1 

welche  erflUlt  whrd  durch  , 

• 

Dieser  Aasdruck  enthält  von  x  nur  Potenzen  mit  negativen  Ex- 
ponenten. In  gleichem  Falle  ist  offenbar  die  Eutwickclung  von  iV 
nach  GL  (6).  Demnach  sind  sämmtliche  Terme  des  Ausdrucks  von 
Sm  fflr  sehr  kleine  x  so  gross,  dass  die  numerische  Rechnung  so  gst 
wie  unmöglich  wird.  Sei  z.  B.  a;  =  0,000 001;  v  =  l\  die  obere 
Grenze  der  u  auch  » 1  *,  dann  ist  Sn<Cly  besteht  aber  aus  Tennen 
>  10^^;  man  wflrde  folglich,  um  auf  6  Stellen  zu  finden,  jeden 
Term  auf  136  Stellen  berechnen  mttssen. 
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IXas  Torlicgende  Integral  ist  demoMii  ein  Beispiel,  wo,  ungeachtet 

dass  der  genaue  allgemeine  Ausdruck  in  ziemlich  einfacher  Gestalt 
bekanDt  ist,  doch  bei  der  mimc rischeu  Berechnung  zur  Kciheu- 
cntwickelang  geschritten  werden  muss. 

fr 

Hierzu  dient  die  Gl.  (4),  welche  ^  durch  eine  nach  steigenden 

Potensen  von  x  fortschreitende  Reihe,  mit  positiven  Exponenten  be- 
ginneiid^  darstellt.  Da  nach  (b)  8h  ftkr  x  0  einen  endlichen  Wert 
hat,  wftbrend  alle  Tenne  von  Hf  bei  verschwindendem  x  unendlich 
gross  werden,  lo  folgt»  dast  sieh  N  vollständig  gegen  die  sämmtlichen 

1/7 

Xerme  mit  negativen  Potenzen  in  qh  —  heben  muss.  dass  man  also 


w 


nor  das  Product  g»-  nach  Potenzen  von  x  za  entwickeln,  und  alle 
jene  Terme  wegzulassen  brancht 
Kiin  ist  nach  Gl.  (4^  (7) 

Setzt  man  h — h  fIBr  h  nnd  m— 2;  f&r     so  kommt: 

und  nach  Yertauschang  der  Sommatiousfolge: 


(  1  V*  A=:30  M=A  /  „  \  m 


qnw  _  (—1) 
xR 


obigen  Bemerkuug  zufolge  muss  dann 

(  1  *=»»— 1  ni=:A  /  „  \m 
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als  in  X  stetiger  Teil  übrig  bleibt 

■ 

Zar  Summation  des  Ausdrucks  der  M  lAsst  sieb  ^e  bekannte 
Formel  nnwenden,  die  man  leicbt  folgenderwoise  gewinnen  kann. 
Fttr  «  — 0  ist 

Die  Linke  ist  0  for  r  <C  m.  Setzt  man  fBr  r  nacb  einander  0, 
1,  2,  ...  m— 1,  mnltiplicirt  jede  Gleichung  mit  einer  beliebigen  Gon- 
stanten  und  addirt,  so  ergiebt  sieb: 

k=m 

2:(--l)*(m)i9(l)-0  (8) 


wo  (p  eine  beliebige  ganze  Function  von  niederem  als  rntem  Grado 
bezeichnet. 

Zunächst  schreiben  wir  die  gegebene  Gleichung  wie  folgt: 

Ä.»^»,  1  =         1)*  (m)*  (Ä + n  -  2*+  m)mp  (9) 

(n—2k+l)(n'-2k-\-2)  ...(n--2l-+Ä)  (n—k-irl)(n-k+^) .„(n^-k+h) 
^  ~  (2h— 2^4-l)  (2«— 21-1-2) ...  (2n— 2A +2A-jpi) 

Als  Function  von  k  ist  der  Zähler  dos  letzten  Ausdrucks  vom  Grade 
2Ä,  der  Nenner  vom  Grade  2A-}"lj  daher  erhält  man  nach  Zerlegung 
iu  Partialbrüche: 

_       ,        (n+fi~l)  (n4-/i-2) ...  (n+fi-h)  (2-^)  (4-^) ... (2A~fi) 
Dies  in  GL  (9)  cingeftUurt  giebt: 

-^..^J/-  (10) 

Entwiekelt  man  den  letzten  Zähler  naeh  Potenzen  des  Kenners,  so 
kommt: 
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wo  <p(l:)  eine  ganze  Function  (m — l)ton  Grades  ist,  s«  dass  der  zweite 
Teil  nach  Eiuführang  in  (10)  zufolge  der  Gl..  (8)  verschwindet  Jetzt 
geht  Gl.  (10)  Aber  in 

f.  (n+|t-l)(ii+^-2)...(n+fi-A-m)(2-^)(4~|t)...(2A-|i) 

""^  a*ml(^i--l)l(2Ä+l— ^i)l 


r(n-m+|)  r(m+l) 
.  (_!)«.  —1  iL  


2r| 


2(n  +  ^)(n-l  +  ^)  ...(•-m+-^) 

  (-.1)1  Q^m! 

-  (2«  +  ti){2H+ti— 2)     (2«  +  f» — 2m) 

dM  ist 

(w+^  —  l  )(n+^  — 2)...(w4-^--A— m) 
(2«+  p)  (2m+|»  -  2) ...  (2«+f»  -  2m) 

0n  die  Termo  fftr  gerade  ft  vcrschwitulon,  so  kann  man  2fk+l  fttr 
fl»  letzei  und  erhftlt  nach  einigen  Reductionen: 

_(n  +  2^4 )  ( »I  +  2.ti  -  1 ) ...  (njf  2f* Ä  -  m  +  1 ) 
(2» + 2|»  +  1)  (21.  -f  2^  —  1) ...  (2i» + 2fi  —  2m  + 1) 

I^emch  Untet  die  fintwickefamg  von        nach  Potenzen  von  m 
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=  "^fo   nr       W  ,fo^^'^^«''  ^ 

(n  +  2.u)(«4-2/i-l)...(n+2fl— 
(2«+2fi+l)  (2ii+2ji  - 1) ...  (2n+  2;*  —  2i»i+ 1) 

BSfl  za  2.  PotOQz  von  x  erh&lt  man: 

1   /^i^^A»       „-J^M""  «(n--l)...(n— m  +  1) 

Äu/     Ä    "''«.=oW  (2n+l)(2»  — l)„.(2n  — 2in+l) 

-io  W  U2i»+l)(2ii— 

_  _  M-  2)  („  +  l)...(n-m+2)     \  , 
(2»+3)(2»+l)...(2ii— 2»+3i)  • 

Die  Klammer  unter  ciuem  Neuner  vereinigt  gicbt; 

«(n--l)».(it— m4>2)(m+l)K2>»+8)«»— 2(«+l)*l 
(2n+ 3)  (2n+ 1) .« (2»  -  2»+ 1) 

woraus  ersichtlich,  dass  sich  fttr  höhere  Potenzen  von  x  der  Coefficieat 

-  j  nicht  als  Monom  dmtcllen  Iftnt 
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IX. 

Sur  une  classe  particuiiere  de  courbes  gauches 
unicurBales  du  quatridme  ordre '^). 

P«r 

■ 

P.  Appell. 


Soit  une  courbe  paiuhc  unicursalo  du  quatrieme  ordre  dout  les 
coordoDQces  s'expriment  cu  fonctiou  d'i^a  parametre  l  de  la  fa^on 
ioivante: 


»  — 


(1) 


A  nn  point  de  la  courbe  correspond  une  seule  valeur  du  parametre 
1  et  reciproqui'nu'nt.  Consid^rons  truis  poiuts  de  la  courbe  corre- 
spoodant  aux  valeurs  A,,  A^,  A3  des  i)arami'tre;  le  plau  de  ces  trois 
points  cuupe  la  courbe  en  un  quatrieme  point  A4  parfaitement  deter- 
nüne,  et  ii  y  a  r6ciprocite  entre  les  quatre  points.  Les  quatre  valeurs 
^<  ^1  ^4  ein  parametre  sont  donc  Ueet  par  luo  relation  de  la 
iorme  svifaate: 

(2)  «iil,isi4  +  Hh^h  +         +  ^Z^iK  +  h^^M 

+ Aiif + ^^4+ Mi+ M4+ W  +  '^ai+A.+At+ii)  +/  -  0 


■ 

*>y«ir  „eoMptei  rcadit  !•  d^ecabra  187t.«* 
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Appell'.  Sur  une  claut  particuliire  de  courbe» 


Voici  connnent  ou  peut  cxprimcr  les  cocfficionts  o,  //,  r,  */,  /  qui 
eutreut  dans  cette  rclation  (2)  pu  fonction  des  cocfficieuts  des  equa- 
tious  (1).   Coupons  la  courbe  par  le  plan 

Los  valeurs  du  parametro  correspondant  aux  quatrc  points  d'iuter- 
secüon  de  ce  plan  et  de  la  courbe  sont  les  radnes  de  l'^uatioa 

+  i*ilC+  mC'+  nC"+ py) + k{lD + nLf'-^-  p6) 

Appdons  la  somme  des  racinea,  8^  la  somine  de  leors  produits 
deux  ä  deux,  U  aomme  de  lenra  produita  troia  4  troia,  8^  leor 
prodait,  et  poaona 

« 

00118  avons  les  rclatious  suivantcs 

IC+  mC'-f  nC"-\-py  = 
lD-\-mD'-\-niy'-{-p^  —  —  fl-^ 

d'oü  Tou  d^duit  par  r^limiuation  des  ind^termin^ca  2,  m,  n,  j»,  ^  la 
relation 

A  A'   A"   a  1 
B   B'    IT'  ß  — 
C   C*   C"  y  8t 

£   JS  jK"  a  iS|| 

qui  eat  bien  de  la  forme  (2).  On  voit,  d*apr^s  ccia,  qaelles  sont  les 
yalenrs  dea  coefficienta  qui  cntrent  daaa  la  relation  (2).  Ceat  cette 
relation  qoi  va  nona  aervir  ä  d6montrcr  loa  propri6tÖ8  qae  neos  aTona 
Ol  TnCk 

11  cxistc,  comme  il  est  connu,  une  infinite  de  droitcs  s'appuyaut 
eu  trois  points  sur  la  courbo  ;  cela  resulte  de  ce  qu'il  y  a  une  in- 
finite de  systemcs  de  valeurs  de  ,  Aj,  A3  tels  quc  le  point  A^  qui 
est  dans  le  memo  plan  que  les  points  Aj ,  A^,  A3  soit  indetcrniint'. 
Cos  valeurs  de  A,,  A^,  A,  sont  ccUes  qui  satisfout  aux  dcux  equations 

aAiA,A3  +  />(AiAjj+A,A3  4-A3A,)-f<r(Ai  +  A2-f  A3)  +  </  =^  0 
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Une  de  ces  vaicurs,  A3  par  exemplc,  etant  cboisi  arliitraircuient,  los 
deox  aatres  sout  determiD^es  par  les  ^quatious  (3)  ou  par  requatiou 
(io  secoud  degr^  on  l 

kptiamk  dans  laqaelle 

p  r=z  5* — ac,      5  =  bc  —  o//,      r  =     —  bd 

ÜBsi,  par  chaque  point  A3  de  la  conrbe,  il  passo  unc  droite  s'appuy- 
iDt  en  denx  antres  points  A,  et  Ag  sur  la  courbo.  Si  la  courbo 
possede  un  point  doublo  dans  I'espacp,  ces  deux  vakurs  et  A^  du 
pararjiL'tre  qui  doiinent  les  deux  points  de  la  courbe  en  lignc  droite 
avec  uu  point  quelconque  A3  devrout  etre  les  meines  quel  quo  soit  A;i, 
ptdsque  ces  valeurs  sont  evidemnient  les  deux  valeurs  du  i)arann'tre 
correspondaut  au  point  duublc.  Tour  (pie  la  conrbe  ait  un  point 
duuble  il  faut  donc  (jue  les  deux  racin<'s  de  i  ciiuutiou  (-i)  Süicnt  iu- 
depeudautes  do  A^,  c'est  ^  diro  quo  l'ou  ait 

?  =  -  =  ! 
r      t  u 

Ces  conditions  uecessaires  sout  Mittisautes  pour  que  la  courbe  ait  nn 
poiut  double.  Dans  ce  cas  rb\ j)orl)olüide  que  fornient  en  geuiral  les 
droites  s'appuyant  en  trois  points  sur  la  courbe  se  reduit  u  uu  couc 
du  second  oidre  uyaut  sou  summet  au  poiut  double, 

n  y  a  BOT  la  courbo  qnatre  points  oü  le  plan  oscnlatenr  est 
itationnaire  cfest  i  dire  coupe  la  courbe  en  qnatre  points  confondns. 
Les  faleors  dn  paramötre  correspondant  &  ces  qnatre  point  sont 
doaa^  par  l'^nalion 

obtenuc  ea  faisaut  daus  la  relatiou  (2) 

Mais  l;ii«sons  de  cotc  ers  considcrations  gcnerales  })0ur  arriver  a 
l'objel  de  ce  memoire  ((ui  est  IV  tude  des  courbcs  gaucliL.s  uniiursales 
du  qualrieme  ordre  dout  les  taii'jcntes  tont  partie  d'un  eonipb  xe  de 
droitos  du  prenn«T  ordre.  Kt  d'abnrd  clu  r«  lions  qnelh-s  sont  k->  c»m- 
ditions  necessaires  et  suftisantes  pour  «pie  U  s  tangi-ntes  de  la  lourbe 
repr^ieatto  par  les  ^qoaUous  geaeralcs  (1)  fasseut  partie  d'un  com- 
muiL  IS 
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plexc  lineairc.  J'ai  montrc  daus  ud  article  precedcnt  (Tome  IJC. 
page  274.)  quc  pour  toutcs  les  courbes  doQt  les  tangeutes  ioat  parüe 
d*aa  complexe  Unfaire  le  d^terminant 

tlx     dy  dx 
(t^x    (l-y  d^z 
d^z    d^y  d^z 

eflt  QQ  carrt  parfait;  d'oü  fl  rtolte  qiie  pour  vne  pareille  coorbe, 

roquation  qui  donnc  les  points  oü  Ic  plan  oscnlateur  est  stationnaire 
n'a  que  des  racincs  doubles.  Ainsi,  daus  le  cas  actuel,  il  faul  quo 
roquation  (5)  n'ait  que  des  raciues  doubles,  ce  qui  exigo  que  l'ou  ait 

(6)  8c---^-y 

Ces  conditiom  n^cessaires  aont  suffiaantes  comme  il  resultera  de 
r^tude  des  propri^t^  des  courbes  pour  lesqaelles  elles  sont  satiafaites. 
Si  les  relations  (6)  ont  liea,  les  qnatre  points  de  la  oourbe  oh  le 
plan  oscalatenr  est  stationnaire  sont  confondos  denx  &  denz;  les  den 
points  I  et  avec  lesqoels  ces  quatre  points  Tiennent  se  confondrs 
denx  i  denx,  sont  des  points  simples  en  chacnn  desqnels  la  tangente 
a  trois  points  confondns  cornnrans  avec  la  eonrbe.  Soiont  V  et  i" 
les  denx  valeurs  du  param^tre  correspondant  ä  ces  deux  points  I  et 
I',  c'est  ä  dirc  les  deux  raciues  doubles  de  l'equatiou  (5) ;  si  Ton  snb- 
stitue  au  parametre  k  lo  paramt^tre  fi  lie  a  A  par  la  relatiou 

CD  »  = 

les  expressions  (1)  devriendront  des  expressions  rationnelles  dn 
qnatri^me  degr^  on  fi,  et  les  denx  meines  doubles  de  T^quation  du 
qnatri^e  degr6  en  ^  correspondant  k  T^nation  (5)  seront 

s  OD.  De  Sorte  que  par  Teffet  de  cotte  snbstitution  l'^nation  (&) 
se  r6dnit  k 

c'est  ü  dirc  que  les  uouvellcs  valeurs  des  cocfficients  a,  />,  d,  f  sont 
nulles,  et  que  la  relation  fondameutalc  (2)  entre  les  valeurs  du  para- 
metre correspondant  &  quatro  points  dans  nn  mSme  plan  se  r^duit  i 

d'oü  il  r^sultc  que  le  terme  cu  fi^  manque  daus  les  expressions  dö 
ff^  jf,  s  en  lonction  de     ces  expressions  seront  donc  de  la  forme 
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Teile  est  donc  la  forme  soos  laqnelle  on  peut  mettro  les  iqoations 
de  toate  coorbe  nniciinale  du  quatri^me  ordre  pour  laquelle  la  rola- 
tions  (6)  sont  satisfaites. 

Je  Tals  maiiitenant  eutrcprcndre  unc  6tade  directe  de  la  conrbe 
rcpri'sent^e  par  les  tciaatioDs  (9).  £n  chassant  les  dönominateiirB 
daiu  leg  ^'quatione  (9)  uous  obtcnons  trois  6quations  que  nons  pon- 
vons  considcrcr  comme  des  ^oations  da  premier  degr^  anx  inconnoos 
fi*f  |l^  I».  En  r^olvant  ces  ^uatioiis  par  rapport  h  ces  inconnttcs 
noos  anrons 

a:  _  y  _  z_  t 

.Y,  }',  /f,  T  t'taut  trois  fontions  lim-airos  ilcs  coonloiiiK'OS  r,  s. 
Nüus  savous  deja  que  les  valeurs  du  i)arain(  tre  u  cürres[)ondaut  a 
qaatro  i)oints  siturs  dans  un  uh'Uw  i)lan  verifient  la  relatiou  (8). 
Supixjsuns  maiiitenant  que  Ton  venille  d'uu  i)uint  de  la  courbe 
niener  des  plaiis  usculateurs  ii  la  conrbe,  soit  fi'  le  parametro  d'un 
des  points  de  contact;  ])onr  avoir  la  relatiou  qui  lie  ^  et  ii\  il  laut 
faire  daus  k  relatiou  (6)  fi^  ^, 

^ta  f*4  ^  / 

ee  qni  donne 

C'ette  equatiou  cu  ft'  possedo  deux  raciucs  iudepenüautes  de  |i,  4 
savoir 

fi'  =»  0,        n'  —  CO 

racines  qni  conrespondent  am  plans  roen^s  par  le  point  n  et  les  tan- 
gentas  k  la  conrbe  aux  points  I  et  F:  U  §tait  övident  a  priori  qne 
roB  tronTerait  cos  deux  plans  attcndn  qne  la  tangcnto  en  l'nn  des 
poiBta  I  on  I'  a  trois  points  confondns  conunnns  avcc  la  conrbe. 
Cea  deox  solnttoos,  qni  ne  correspondent  pas  k  de  v^ritables  plans 
oecolatenra,  4tant  6cart£es,  il  n'en  reste  plns  qn'nne  donn^c  par  la 
rdalion 

üiisi  d'on  point  f»  on  no  pent  moner  qn'nn  plan  oscnlatenr  k  la 
conrbe  et  le  paramdtre  f»'  dn  point  de  contact  de  ce  plan  est  116  k 
|i  par  la  relation  (9).  Comme  cette  Relation  est  sym^trique  en  i»  et 
1»',  on  foit  qne,  r^ciproqnement,  le  plan  oscnlatenr  qn'on  pent  niener 
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Appell:  Swr  um  cImm  partieul^e  de  tmuhet 


du  point  t^'  i\  la  courbc  a  80D  point  de  contart  aa  point  f«.  La  re- 
lation  |i-|-|a'  =  o  eiprime  qae  les  qnalre  pointB  fi,  fi',  I,  V  Bont 
dans  QD  mdme  plan. 

Supposons  maiuteuant  que  Ton  ait  sur  la  courbe  quatre  points 
f^it       f^si      v^rifiant  la  relatiou  (8),  et  cherchous  T^quatioa  da  * 
plan  des  quatre  poiuts.  Soit 

IX+  m  y+nZ+pT  =  0 
cetto  ^quatioQi  les  valeurs  /i^,  /i«,     ^4  sout  los  raciaes  de  r^oation 

OB  a  donc 

et  requatiou  du  plau  des  quatre  poiuts  est 

(10)  X— SiF— i%Z+543r=0 

Cette  e(iuatiou  (10)  iious  donne,  commo  cas  particulier,  requatiou  du 
plan  nsculateur  au  point  de  param^tre  fi'.  Soit  ^  le  point  oü  le 
plan  oscolateur  en  fi'  coape  la  courbe,  on  a 

Lea  panunitn»  correspondant  anz  quatre  poinU  d'intersection  da 
plan  oscnlateiir  avec  la  coorbe  sont  donc 

Hl       f»'.      f**  —  I««  «     =  I*' 
et  r^qnation  de  ce  plan  est,  d'apr^s  (10) 

(11)  jr — 2fi'  y+  2fi'»ir--     = o 

Soient  X\  Y\  Z\  T'  les  coordonnßes  d'un  point  de  Tespacc,  les 
valeurs  du  parametre  correspoudaut  aux  points  de  contact  des  plans 
osculateurs  menes  de  ce  poiut  h.  la  courbe  sout  les  racines  de  1  tqua- 
tion  du  quatri^me  degre 

(12)  jc' — 2f^'  r' + %p!^z' — (A'*r' «  0 

Donc,  d'un  point  de  Tespacc  on  pcut  nicuer  quatre  plans  osculateurs 
la  courbe;  comme  le  terme  on  fi'^  manquo  dans  l'equation  (12), 
les  quatre  poiuts  de  contact  de  ces  quatre  i)lans  sout  dans  un  memo 
plan.  Chcrchons  requation  de  ce  plan.  Soient  5/,  ^4'  la  somme 
des  racines  de  requatiou  (12),  la  somrae  de  lenrs  produits  trois  k 
trois,  lenr  produit;  T^quation  cbercbee  sera  d'apres  (10) 

c^est  &  dire 
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as) 


0 


car 


21'' 


Ou  voit  d'apres  l'equation  (13)  que  le  plan  P  des  quatro  points  de 
contact  des  plans  osoulatom  s  inenes  d'iin  point  ^^  ä  la  coorbe  passo 
par  ce  point  M\  en  eöet  l'equatiott  (13)  est  veriüeo  par 


On  voit  de  plus  qac  Ic  plan  (13)  n'est  aatre  quo  Ic  plan  polaire  du 
point  {X\  Y\  Z\  T')  dans  an  certain  complcxe  lineaire.  L'^qua- 
tUm  (13)  dans  laquelle  on  remplacerait  X,  Y,  Z,  T  et  X\  Y\  Z\  T* 
par  lern  expreMions  lin^airea  en  fonction  des  coordonn^  cart^- 
lieDoes  r,  y\  m*  donnerait  T^quation  de  co  complexe  sous 

la  forme  sons  laqueUe  Plflcker  a  donn6  T^nation  g^n6rale  des  com* 
plezes  lintoirea. 

II  est  ainsi  demontre  que,  si  les  ronditions  ((>)  sout  remplics, 
les  tangentes  ä,  la  courbe  du  quatriinno  ordre  lout  partic  d'un  coni- 
plexe  lineaire»  et  Ton  a  le  moyen  de  trouvcr  reqnation  de  co  complexe. 

Yoyons  maintenant  co  qne  sont  par  rapport  k  la  conrbo  les  plans 
ayant  par  ^quations 


Lo  plan  JTsO  conpc  la  courbe  en  quatre  points  confondas  avec  le 

j»oint  I  (^-^0);  le  plan  T  =^  0  roupe  la  courbe  en  quatre  points 
tunfundus  avec  le  point  I'  ((i  =  x>).  Le  plan  F-^Ocoupe  la  courbe 
en  trois  points  conluudus  avec  I  et  au  point  T;  il  est  deternüne  par 
la  tangente  en  I  et  le  point  I';  tle  meine  le  plan  Z=()  est  deter- 
minö  par  la  tangente  eu  V  et  le  point  I.  Les  equatious  de  la  tan- 
gente en  1  sont 

ocDes  de  la  tangeote  en  1' 

•    ^  =.  0,  r  —  0 

Od  Toit,  qne,  comme  nons  Tavons  dit,  tangente  en  I  a  trois  points 
canfondos  commnns  avec  la  conrbe,  en  remarqnant  qn'on  plan  qtiel- 


passaut  par  cetto  tangente  conpe  la  conrbe  en  trois  points  confondus 
avec  le  point  I ;  on  verrait  de  meme  quo  la  tangente  cn  1'  a  trois 
points  confondns  conunnus  avec  la  courbe. 


F=  r',  z=rz\ 


jCi=-o,  r=o,  z«o,  r=o 


conqne 
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182  Appell:  Sur  une  classe  parliculiere  de  courltes  cic, 

Tour  terminer  je  rao  bornc  ä  enoncer  la  propri^te  suivaate  qui 
so  deduit  facUemeut  des  theor^mes  prec^donts: 

8i  Ton  prend  1a  perspective  sar  nn  plan  de  la  coarbe  da  qua- 

triemc  ordre,  Ic  point  de  vue  etant  un  point  de  la  droite  I  I',  on 
obtient  une  courbe  plane  unicursale  du  quatriime  ordre  dans  laquelle 
los  six  points  d'iuflexion  coiucideut  dcux  a  deux  avec  Ics  trois  poiuts 
doubles;  d'un  point  de  cctto  courbe  plane  on  peut  mcncr  quatre  tau- 
gentos k  la  courbe ;  les  (juatrc  points  de  contact  de  cos  tangentes 
sont  eu  liguo  droite;  lorsque  Ic  point  d'oü  Ton  mene  les  tangentes 
decrit  la  courbe,  la  droite  des  points  de  contact  enveloppe  une  co- 
niqne  conjoguee  par  rapport  au  triangle  des  points  double«  et  in- 
Bcrito  dans  l'hezagone  des  tangentes  d'inflezion. 

La  lemniscate  est  ua  cas  particulier  de  ces  coarbes  planes  du 
quatriime  ordre. 
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Sur  les  fractions  continues  periodiques. 

P.  Appell. 


EUnt  donn^e  la  fraction  continae  p^riodiqae 

je  mc  proi)osc  de  cherchcr  Texprcssion  de  la  valour  de  la  m'«'"«  rö- 
duit€  eu  fouction  de  n  et  des  quantites  it^,  ...  up.  Soicnt  Pn  et 
Qm  le  nnmörateiir  et  le  d^uominateur  de  cotte  rMoite,  on  a 

Ph  =  Mm  /'„-i4-7^»-2 

avec 

(2)  tt«^f  —  «« 

I>es  dcax  ^qnations  (1)  montrent  quo  P»  et  c^m  sodI  des  integrales 
p«rticiili6res  de  reqaatioii  aux  difiereuces  Huies  • 

(3)  Xn^Un  Xn-^X  +  Xn^% 

dans  la(iuelle  mn  satisfait  a  la  relatiou  (2);  de  sorto  quo  la  resolatiou 
du  Probleme  propose  revieat  ^  Tiutegratioa  de  cette  equatiou. 

Aviot  d*aborder  le  cas  le  plus  ginM«  oonaidironi  qoelqnes  eai 
particoHen.  Le  cas  de  ji «  1  n'oftre  ancane  difScalt^;  u,  est  alors 
constaate  «i,  et  Tint^grale  generale  de  TiqoatioB 

Xfk  —  «ijrii.i-i-^^ii-s 
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Appell:  Sur  U$  fraciiona  contmues  piriodiques. 


s'obtieut  d'apres  unc  theurio  coimue  cu  posaut 

a  et  6  6tant  les  racines  de  r^qaation  da  second  degr6 

af* — u^x — 1  =  0 

et  Ai  B  des  constantes  arbitraires.  Poiir  avoir  Pm,  ü  faut  diterminer 
los  comtantes  arbitraires  de  fo^on  qae  J:;» » 1,  JT,  »  «i  et  ponr  avoir 
Qh  il  &nt  däterminer  ces  constantes  de  fa^on  qae  JSji  0,  JT^  —  1. 
Ou  sait  en  eifet  qne  dans  la  saite  des  r^uites  on  a  —  t^,  <2i  1 
et  qne  Ton  peat  poser     »  1,     «  0.  Ayant  aiiisi  les  expreasloiis 

de  Pn  ot  Q,n  on  aura  Texpressioii  de,la  valeur  do  la  n^^°^^  r^uite  ^* 

Seit  maintenant    »  2.  Alors 

««+2  «II 

et  par  cons^quent 

On  a  donc  d'apr^s  r^quation  (3) 

^2m-S       7<g  Jr2in-3-|-Äi-4 

Si  entre  ces  trois  ^quations  doqs  ^liminoiis  les  JT  &  indices  impairs 
Xsm-i  et  Xhn^  neos  obtenons  la  relation 

(4)  A2m  —  (2  +  Mir^3.)A2in-2+ A2m,-4  =  0 

qni  Ite  trois  X  ^  indices  pairs  consicutils.  La  mdme  relation  a  lien 
entre  trois  X  ä  indices  impairs  cons^cntifs;  en  effßt  les  ^oations 
qn'il  fiindrait  consid^rer  poor  obtenir  cette  relation  se  didoisent  des 
^oations  qni  ont  send  ä  former  la  relation  (4)  par  le  changement 
de  2m  en  2m-|-l  et  la  permntation  de  14  et  «s;  il  snfifira  donc  poor 
avoir  le  relation  entre  ^^+1 , .  ^2jn-i ,  X^^^  de  foire  les  mdmes 
changements  dans  la  relation  (4),  co  qui  donne  la  m^me  relation 
puistjue  le  coefficient  {''^-\-itiu.,)  ue  cbangc  pas  quand  on  pennate  «1 
et      on  a  donc 

(4'}  Ajm-fl  —  (2  +  Mit*,)A2«i-l  +  A2m-3  =  0 

Les  relations  (4)  et  (4')  montrent  qne  Ton  a,  n  itant  nn  entier  qnel- 
conqne, 

-3rM+2— (2+tti%)X«4- 0 

iroü  Ton  cüuclut  quc  l'exurcs^iou  gt-iKTale  de  A«  est,  d'apres  la 
theoric  des  suites  recurreutcs  douuee  par  Lagraugc, 
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a  et     fttnC  Im  radnes  curta  aiitfam^tiqnei  dM  denx  ladnes  de 

rtH|aatiou  da  second  degr^ 

(6)  »«— (2+iii«,)ar+l  -  0 

et  A^^  //f  6tant  (los  constantcs  arbitraircs.  De  cett«  exprcs- 
sion  de  .Y„  ou  deduira  Celles  de  /',«  et  Qn  par  la  determiuation  des 
constantes  arbitraires.  Pour  obtenir  i>ar  exemple  Qm,  il  faudra  deter- 
miner  les  quatre  constantes  p^r  les  equatious 

J£i-  Qo  =  0 
jr»  -     -  1 

-Ji  —  Qi  -= 

cfest  k  dlre 


d'oü  l'ou  tire 


(«) 


^1  +  ^«-  a*-** 


Si  daM  rexpressioD  (6)  on  remplaoe  ^i,  A^,  B^,  i;,  par  ees  Talenrs 
aintl  d^tennln^es  on  aora  Qn. 

Ponr  avoir  in  il  faudra  dans  cctte  meme  expression  donner  anx 
ooDitaotesi  d*aatrcs  valenrs  Ai\  A^',  B^\  B^'  detcnniD^es  par  les 
^oatioiis  qiie  Ton  dedait  des  ^nations  (8)  en  changeant  Q  en  P, 
i  saTOir 

A^  —A^  —  etc. 
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Mais  il  est  cssentiel  de  remarques  que,  lonqo'on  aura  detcrmin^ 
Alf  et      par  les  ^satioiu  (8),  il  sera  inutile  de  rcsoadre 

les  ^qoations  (9)  par  npport  aaz  ^i'  et  anx  B\  L'on  a  ea  effet 

Poar  ddmontrer  I&  relation  (10),  imr  exemple,  il  anffit  de  faire  voir  qae 

c'est  4  dirc  d'apres  (Ö)  et  (U) 

Or  le  Premier  et  le  demicr  de  eea  rapporta  aoDt  paroe  que 
Po  %  0;  et  en  ^galant  le  aecond  rapport  an  demier,  ob 
obtient  mie  ^natton  qai,  en  verta  des  relalioiia 

AQ.-^iA  1 

AQs-OA-l 

86  reduit  k 

cc  qui  est  uuc  idciititc^  d'ai)r('s  la  detinitiou  de  h  commc  ia  racinc 
carrec  d'unc  des  raciues  de  l'equatiou  (6). 

P*i 

L'expression  generale  de       est  douc: 

^2,  i?,  Stallt  les  valenrs  des  constantes  d^termin^es  par  lea 
6qaations  (8). 

Aprte  ayoir  ainai  traitö  cn  detail  le  caa  de  j»  s  2,  il  me  anffira 
d'indiqner  lea  r^aoltats  ponr  le  caa  g^n^ral,  lea  raisoiuiemcBta  tont 
exactement  lea  mdmea  qae  daaa  ce  caa  particnlier. 

Dans  le  caa  g^dral  on  a  entre  les  troia  qnantit^  ^^9%  ^» 
la  relation 


(12)  ^n+j»-(ii.+Qii-i)-VH+(-i)i';i'„-i,  =  0 
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dm  laqnelle  le  coefficient  de  A«,  Pp  +  Qp-i,  est  une  fonction  de 
MjfUff,,.up  qui  ne  change  pas  quand  on  pcrmuto  circiilaircmcnt  cos 
^mtitfff    Par  cons6quout  h  Ton  d^igno  par  a  et  6  Ics  racincs 
des  radnes  de  r^oation  da  second  degr6 

ckpir  • 

les  racines  de  rcquatioD  binöme  —  1,  TexpresrioB  gteMle  de  JT« 
seza 

+  +  -öl«!*  +  •  •  •  +  ^J'öi'") 

M  ron  d^oira  les  expresrioi»  de  Pn  et  Q»  par  la  döterminatioii 
constantes  aiMtrafm  -4,,  ^s,  ...  -4p,  -ßj,  -öj,  ...  Bp. 

Ponr  avoir  <2ii,  ü  faadra  d^terminer  ces  %}  coostautes  par  les 
taatkms 

•   •   •  • 


peavent  ae  ramener  aox  snivantes  aualogues  aux  equations  (B) 

aPQk  —  Qk+p 

<A  k  ddsigne  im  nombre  entler  qui  prend  snccesuvemeiit  les  valoars 
0,1,  2,  ...     — 1). 

Pour  avoir  P»,  il  faut  attribuor  aux  constantes  des  valeurs  A^', 
...  etc.,  -öl',  -ö,',  ...  etc.  satisfaisant  aux  cquatious 

2J>  io 

•    •    •  • 

Mtb  on  o,  comme  dans  le  cas  de  p  »  2, 

AJ  _     _  V  Pp—bP 
At  '^A^^-  '^A,  "  Q, 

Bj[  Bp'      Pp  —  f^ 

J^i      JBif       "*      Bp  Qp 
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ApfUs  Sur  Utfraetimu  cmIünim  pdHM%M 


et  par  consequent  l'expression  generale  de  ^  est 

^„  ^p,  Ä„  i/^  ^tant  les  valeim  des  constantcs  datrmiite 
par  les  ^quations  (14). 

SapposoDs  que  a  designe  la  plus  grande  des  dcux  qnaatiUi« 
et  6;  loraqno  u  croit  ind^finimeDl  le  npport      tend  vers  la  limik 


oa 


«  ^tant  ]a  plos  petitc  racine  de  l'^quation  (13).  Si  Ton  pose  z : 
on  verra  ais^meDt  qae  «  est  la  racine  positire  de  r^vatiOB 

ce  qni  s'aocorde  a?ec  le  rteoltat  conna. 
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XL  ' 

Ueber  den  Weg, 
den  ein  Funkt  aus  einem  Medium  in  das 
angrenzende  in  der  kürzesten  Zeit  durchläuft. 

Von 

Herrn  Carl  BartI, 

Aitiiteot  «Q  der  k.  k.  technischen  Uocbscbulo  in  Grai.  I 

I 


Das  zu  behandelnde  Problem  besteht  im  Folgendem:'  Ein  belie- 
biger Paokt  des  Mediums  ^f  bewege  sich  mit  gleichförmiger  Geschwin- 
•iigkeit  V  bis  zur  Greuztiäche  des  anliegenden  Mediums  A/,  und  von 
da  mit  einer  andern  constauten  Geschwindigkeit  1/  zu  einem  be- 
'tiramten  Punkt  dieses  Mediums.  Welcher  Art  ist  der  so  beschriebene 
wenn  der  Punkt  in  der  möglichst  k&rzesten  Zeit  von  seiner 
Positioii  in  die  letsste  gelangen  soll. 

Nach  dieser  Auseinandersetzung  gehört  das  Problem  zu  denen 
ier  Maxima  und  Minima  einer  Function  von  mehreren  Veränderlichen. 
Es  bietet  in  seinem  Resultate  einen  so  interessanten  Vergleich  mit 
einem  bekannten  physikalischen  Gesetze  und  ebenso  schöne  Schluss- 
|olgeningeu  bei  Specialisirang  der  Anfangsbedingungen,  dass  es  sich 
unoerlün  der  Mühe  einer  allgemeinen  Behandlung  lohnen  dürfte. 


LOsttBg. 

^  snstossenden  Medien  Af  und  itf,  sollen  sich  in  der  allgemei- 
"Wi  Fliehe  /'begrenzen.  Bezogen  auf  ein  rechtwinkeliges  Coordina- 
tensystem  habe  diese  Fläche  die  Gleichung; 

F(«,|f,«)  =  0. 
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Im  Mcdiiun  J/  wählen  wir  don  beliebigen  Punkt  J*  mit  den  Coordi- 
naten  (m,  n,  p);  desgleichen  sei  in  3/,  der  Punkt  P'{rn\  p')  ge- 
geben. In  einem  und  demselben  Medium  kaim  bei  constanter  Ge- 
schwindigkeit der  Weg  nur  ein  geradliniger  sein,  wenn  er  in  einem 
Minimum  TOn  Zeit  zurünkgelcgt  wird.  Von  F  nach  F'  aber  muss 
derselbe  eine  gebrochene  Linie  werden,  etwa  der  Weg  FBF'  wobei 
Punkt  B  der  Grenzfi&chc  F  der  Medien  angehört  und  der  Brechungs- 
puukt  genannt  werden  soll.  Die  Lage  des  Brechungspnuktes  auf  der 
Grenzflache,  d.  h.  dessen  Coordinaten-  (ar,  y,  z)  sind  nach  der  Be- 
dingung zu  hestimmen ,  dass  PBP*  jene  gebrochene  Linie  sei,  in  der 
ein  Punkt  Ton  P  nach  P'  in  der  kOrzesten  Zeit  gelangt 

Heisse  T  die  Zeit  zum  durchlaufen  eines  gebrochenen  Weges 
FBF\  so  ist  dieselbe  eiue  Function  der  Coordinaten  (r,  ^)  eines 
unbestimmten  Punktes  Ji  der  Grenztiilche.  Diese  Function  7'  ist  auf 
ihr  Mioimum  zu  untersuchen  und  darnach  (a;,     z)  zu  bestimmen. 

T  setzt  sich  zusammen  ans  der  Zeit  t  znm  Dnrchlanfen  derStredce 

FB  =  K  mit  der  Geschwindigkeit  v  und  jener  t'  für  BF'  =  «  mit  der 
Geschwindigkeit  v'\  es  ist  also: 

Für  unsere  gleichförmigen  Bewegungen  wird: 
mithm: 

Ans  der  Figur  lassen  sich  die  Strecken  c  nnd  «'  leicht  durch  die. 
Coordinaten  der  Endpunkte  P,  B  und  P'  ansdrfleken.  Es  ersehest 
demnach  Tals  Function  derYerftnderlichen         in  folgender  Form: 

(1) 

Da  B  auch  der  Flftche  F  angehören  muss,  so  haben  seine  Coordi- 
naten die  Gleichung  F{x^  y^z)  =»0  zu  erfQllen  nnd  ersdielnt  also  s 
als  abhängig  von  x  nnd  y  nnd  demnach  auch  T  nur  von  diesen  letz- 
tern unabhängig  Ycrändorlichen  bedingt 

Die  Untersuchung  auf  das  Minimum  erheischt  die  partiellen  Ab- 
leitungen von  T  nach  x  nnd  die  dann  Null  zu  setzen  sind.  Dabei 
ist  nach  froher  anch  «  als  Abhängige  von  x  nnd  y  zu  berücksichtigen- 
Es  sind  demnach  die  Hauptbedingungagldchongen  ftir  die  Coordinaten: 
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Bz  Bx 

^  ST   -1  (<— 'Wy-»)    ,  i  («— '•H-('-i'')-a 

«  ax  =  v  .  +?  ?  

 ;  +?  7  ^• 

FOr  die  ans  diesen  Oldclmngeii  resultireiidea  Werte  von  ee  und  y 
kirne  aocli  die  Bedingung 

n  erfttllen  and  zu  untenoeben  ob  ftr  dieselben  die  sweilen  Ablei- 
tangen:  j-f  und  ^  gleichzeitig  negativ  oder  positiv  werden. 

Da  wir  F<ar,y,c)=sO  also  anch  s  bezüglich  x  und  y  aufgelöst 
licht  kennen,  so  ist  es  hier  unmöglich  die  EcfttUnng  obiger  Bcdin- 
gs^Mi  sn  nntersncben.  Diess  ist  aber  auch  gar  nicht  nötig,  denn 
entere  Bedii^ng  verschafft  ans  nnr  die  Gewissheit,  dass  ein  Maximum 
oder  Minimnm  stattfinden  kann.  Davon  nnn,  dass  dicss  hier  der  Fall 
ist,  aberzengt  ans  in  vorhinein  die  Art  oder  Katar  der  zn  behan- 
dslnden  Anlgabe.  Diese  sagt  ans  nach,  dass  hier  nur  von  einem 
Hinimam  die  Bede  seia  kann,  wodnrch  die  Untersnchnng  der  xweitcn 
Bedingung,  die  ftber  Maiima  oder  Minima  entscheidet,  hier  anch 
entftUt 

Es  bleiben  denuach  nnr  nnsero  iwei  Bedingangsgleichangen  (2) 
and  (3)  so  zn  verwerten,  dass  wir  eine  einCuhe  geometrisdi  oder 
analytiKh  ansdrOckbare  Itor  die  Lage  des  Punktes  B  erhalten,  denn 
allgemein  auflösbar  ftr  »  nnd  y  sind  eben  auch  diese  Oleichungen  nicht 

< 

Zun  Zwecke  der  Umformung  unserer  Gleichungen  (2)  und  (3) 
Ihhren  wir  folgende  Bezeichnungen  ein:  Wir  nennen  die  Winkel, 
vrelcbe  PB  oder  •  mit  den  Azen  y  und  «  einschliessen  beziehungs- 
weise 

or,  ^,  y  und  deren  Cosiuusc  a,  c 
jeud  von  BP'  oder 

d*,  ß\  Tf'  und  deren  Cosinuso  a\  b\  e, 

Fflhrt  man  also  die  angezeigten  Divisionen  in  (2)  und  (3)  aus, 
dann  wird; 
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--.•(*+-l)+p-K''-l)-« 

Setzen  wir  deu  Quotienten  ( ^  ^  =  Ar  einer  Constanten  und 

\0     ff/  V 

nehmen  die  gleichartigen  Glieder  Emammen,  bo  erhalten  wir  schliesa- 

lieh: 

(4)  (a'ik-a)+(c'i:-c).g=rO 

(6)  (^.U— Ä)  +  (c'it-c).^-0 

in  welcher  Form  wir  unsere  Bedingungsgleichungcn  fortan  verwenden 
wollen. 

Wir  trachten  nnn  diese  Bedingangen  durch  eine  geomotriscli  ans- 
drflekbare  zu  ersetzen.  Za  diesem  Behnfe  führen  wir  znnichst  eine 
Ebene  durch  die  Wege  PB  nnd  BP'.  Die  Gleichung  derselben  muss, 
da  sie  durch  den  Punkt  geht,  die  Form  haben: 

oder  durch  K  dividirt  nnd  die  constanten  GoelBcienten  mit  C  und  D 

bezeichnet : 

C  nnd  D  bestimmen  sich  aus  der  Bedingung,  dass  die  Gleichungen 

für  die  Wege,  nämlich  jene  von 

a 


PB  oder  «... 

und  von 

BP'  oder  «' .  .  . 


V 


die  Gleichung  der  Ebene  erfittllen  mUssen.  Man  erhiltt  durch  Ein« 
setzen  derselben  unmittelbar: 
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Ans  diesen  folgt  durch  gegenseitige  Elimination: 

« 

welche  Werte  iu  Uie  obige  allgemeine  Form  der  Eboneugleichnng  zu  * 
setzen  kommen  und  ergeben: 

(te  -  b'c) .  (6  -«)  +  (a'c  -  ac')  .{ri-y)+ (oi'—  ab)  .(^-z) 0 

DicbS  ist  die  Gleichung  der  Ebene  PBP'. 

Erricbtet  man  im  Punkte  B  au  die  Grenzfläche  F  die  l^ormale 
oder  das  Kinfidlslot  so  ÜBSt  «eh  leicht  zeigen,  dass  unsere  Ebene 
PBP'  dieselbe  ebenfalls  enthalten  muss. 

Zu  diesem  Behufe  stellen  wir  die  Gleichungen  der  >iormalo  N 
taf*  diese  sind: 

n-tf  ^ 

Weil  der  Punkt  B  in  seiner  Lage  an  die  Bedingungsgleicbungen  (i) 
und  (5)  gebunden  ist,  so  haben  wir  aus  diesen  die  Werte  für  die 
partiellen  Ableitungen  von  s  nach  x  and  y  zu  entnehmen.  Diese  sind: 

welche  also  die  Gleiciiuugou  der  Kormale  des  bestimmten  Punktes  B 
liefern  in: 

/  .  ak—a 

{ 

1  Vk—b 

Diese  setzen  wir  nun  in  die  Gleichung  der  Ebene  PBP\  multiplidren 
beiderseits  mit  (c**: — c)  uud  kürzen  durch  (J— «)  ab,  so  folgt: 

a).(4c'— 6'c)+(*'lr— 6).{a'c-ac')+(c'l— c).(<ii'  — =  0. 

T«U  LXU. 
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Durch  ausmaltipliciFen  der  angezeigten  Prodncte  erhalten  wir  in  der 
Tat  die  identische  Gleichnng: 

-{-a'kbc—a'l'b'c  —  alc'-l-ab'c'-ah'kc—a'fjc  \ 
'-it'kbe'+a'kb'c+abc'—ab'c+ab'ke'+a'bö    i  ^  ® 

als  Beweis  unserer  aufgestellteu  Behauptung. 

Wir  ktonen  demnach  als  unsere  erste,  geometrisch  ansdrackhtre 
Bedingung  sagen: 

I)  Der  gebrochene  Weg,  den  ein  Punkt  in  der  kürzesten  Zeit 
von  P  über  B  nach  P'  durchläuft,  enthält  in  seiner  Ebene  die  Nor- 
male im  Brechoagapunkte  an  die  Grenzfläche  beider  Medien. 

Nennen  wir  die  Ebene,  welche  der  Weg  PB^9  mit  der  Nor- 
malen N  bildet,  die  Einfallsebene  nnd  jene  Ton  N  and  dem  Wege 

BP'  —  gebildete  die  Brechungsebeue,  dann  lässt  sich  obiges  Gesetz 
kürzer  auch  so  aasdrQckeu: 

Fflr  den  in  der  kürzesten  Zeit  zorQckgelegten  W^  eines  Punktes 
mtlssen  Einiiüls-  und  Brechungsebene  zusammenfallen. 

Indem  wir  über  die  Lage  der  Strecken  s  und  «'  eine  Bestimmung 
erlaugt,  fehlt  uns  zu  deren  völliger  Fixirung  noch  eine  Bedingung  für 
deren  Richtung  (z.  D.  in  Bezug  auf  die  Normale  N).  Diese  hndet 
sich  durch  weitere  Ausnützung  der  Bedinguugsgleichungen  (4)  und  (5) 
respective  der  Gleichungen  für  die  Normale  N. 

Behufs  dessen  führen  wir  folgende  Bezeidhnuugen  ein: 

^  PßN  —  Z.  (.v,  *)  —  f  —  Einfallswinkel, 

^  P'BN  =  ^  (iV,  «')  =  p  =  Brechungswinkel  uud 

^i>Äi^'=zl  (#,#')  — ff. 

Die  Bestimmung  dieser  Winkel  s  uud  q  erfolgt  aus  den  Neigungen 
von  «'  und  N  gegen  die  Coordinateuaxen.  Die  Cosinuse  letzterer 
haben  früher  schon  eine  einfache  Bezeichnung  erhalten,  und  jene  von 
^  entnimmt  man  aus  seinen  Gleichungen. 

Sie  folgen  demuuch: 


für  « 


b'k—b 
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wobei  der  KUrzc  halber  der  Aasdruck 

geietit  wnrdd. 

Daraus  erhalten  wir  direct: 

nd  weiten 

C08(A'S*')=CüS^=~^.[ACa^-l-i-+c=';-(aa'+W 

Durcheinaudcr  dividirt  ergibt  die  Bediugaug: 

COSf    ib.cosff — 1 

Aus  Fig.  2.,  die  uns  den  Vorgang  der  Kichtongsftndening  des 
Weges  im  Raanic  (Einfalls-  und  Brach ungsebeoe)  nun  in  der  Zeich- 
angsebene  Teninnlicbt,  folgt  unmittelbar: 

Daher  lautet  unsere  Bedingungsgleichung  tta  die  Bicbtangen: 

COSf        jl'.COS(€  —  p)  "  1 


(5) 


COS^         k  —  C08(«  — ^) 


Diese  lAsst  sich  nach  Anwendung  einiger  goniometrischen  Formeln 
wesentlich  Terein&chen.  Wir  entwickeln: 

cosf+CQgp    t-cosCt— p)— 1+^— cos(f— (>)_  k—l  J+cosCf—p) 

COif— COS^""  fcC0S(«— p)— 1— iH-C08(l— ^i""  *  — [i— C08(f-^tl3' 

_2cosi(f  +  p) .  oo8j(.-f  — ^p)       2co8^ — p)  ^- 
2.siüi(«  +  p;.siuil« ~-q)  "  — 28iu4(€--"p)  tc-^l 

oder  abgekürzt: 

1 

1     2 . co9j(t  +  p).sini(g  —  p)  ^  sini —sin»  ^  sing 
k+i  "  a.ÄniCf +»).cosi(«— e)  "  sine+sin»    «1!  i 

sinp  * 

woraus  endlich  folgt: 

-  h  (U) 

SlDp 
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welche  Gldchmig  die  zwdte  Bedingung  fOr  die  Richtmig  der  Wege 

ausspricht: 

II)  Das  Yerhäitniss  des  SiniiB  des  ElufaUswinkels  zn  jenem  des 
Brechangswinkels  ist  für  zwei  bestimmte  Medien  stets  eine  constante 
Grösse  mögen  die  An&ngs-  nnd  Endposition  (Pnnd  P')  des  bewegten 
Punktes  was  immer  für  Lage  haben. 

Die  in  I)  nnd  II)  ausgesprochenen  Gesetze  erfüllen  gleichseitig 
bestehend  vollständig  die  Bedingnngsgleichnngen  (4)  und  (6)  d.  h. 
bestimmen  die  Lage  nnd  Bichtnng  des  vom  Punkte  in  einem  ICnimnm 
von  Zeit  znrdckgelegten  Weges  von  P  nach  P', 

Biese  Gesetze  zasammengefasst,  bilden  mithin  die  Lösung  des 
anfangs  gestellten  Problems. 

Folgerungen. 

Bedenkt  man,  dass  die  bdden  Punkte  P  nnd  P'  in  beiden  Medien 
völlig  beliebig  gcwfthlt  wurden  (ihre  speciellen  Goordlnaten  ans  der 

Kechnung  hinausfallen),  so  gelten  obige  Gesetze  also  auch  für  die 
unendlich  fernen  Punkte  der  Medien  (wenn  man  sich  dieselben  be- 
liebig ausgedehnt  vorstellt).  Dieses  heisst  also  soviel,  tlass  unsere 
Gesetze  auch  Geltung  haben  für  Strahlen,  die  in  beliebiger  Richtung 
im  Medium  M  auf  die  Treuuuugstiäche  F  gelangen  und  von  da  ihren 
Weg  im  Medium  Mi  fortsetzen.  Hiermit  ist  nun  die  vollständige 
Uebei'einstimmung  mit  dem  bekannten  optischen  Gesetze  der  einüacliea 
Strahlenbrechung  oder  Befraction  des  Lichtes  dargetan,  und  wurden 
zu  diesem  Zwecke  schon  in  vorhinein  die  dort  gebrauchten  AusdrQdn 
in  unser  Besnltat  eingeführt  Der  Brechungswinkel  g  heisst  auch 
Befractionswinkel,  die  Constante  k  der  Brechungsexponent 

Da  die  erwähnte  Uebcreinstimmung  in  so  eclatanter  Weise  er- 
folgt, so  sind  wir  auch  umgekehrt  zu  dem  Schlüsse  berechtigt,  dasa 
das  Licht  bei  seiner  Bewegung  und  For^flanzung  in  verschiedenen 
Medien  ein  Minimum  von  Zeit  gebraucht 

Die  weiteren  Folgerungen  unserer  Gesetze  sollen  demnach,  als 
fflr  die  einfache  Strahlenbrechung  des  Lichtes  geltend,  entwickelt 
werden. 

1)  Nach  früher  ist:     = «        d.  h.  der  Brechungscxponent 

ist  gleich  dem  Quotienten  der  Geschwindigkdten  des  Lichtes  in  den 
durchlaufenen  Medien. 

2)  In  der  Regel  wird  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  in  einem 
donnern  Mittel  eine  grössere  sein,  als  in  einem  dichteren.  Seien  also 
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D  ond  D'  die  Dichten  zweier  Medien  M  und  3/^  in  denen  die  Ge- 
icliwtDdigkeiten  v  und  v'  herrschen,  so  wird  vermöge  unseres  Oesetxes 

V      sine  . 
-  —   —  für: 


D<^D'   das  r>i?' 
demnach 

sinc^sini^  d.h.  9 


D'   das   v<i  v' 

demnach 

sin<<^8in9  d.h.  t  <C 


Diess  wird  gowohulich  so  ausgedrückt,  dass  man  sagt:  In  der  Regel 
bricht  sich  das  Licht  von  einem  dünneren  in  ein  dicliteres  Mittel 
nb(T<4('heud  zum  Eintallslotc ,  im  entgegengesetzteu  Falle  vom  Ein- 
lalislotc. 

Dieses  Gesetz  gilt  ausnahmslos  Air  zwei  Medien  von  gleicher  Bo- 
schaifenheit  aber  ungleicher  Dichte  (z.  B.  den  atmosphärischen  Luft- 
schichten in  verschiedenen  Höhen);  es  verliert  jedoch  seine  unbedingte 
Geltung  Ar  Medien  verschiedener  Beschaffenheit 

3)  Sei  k  der  Brecbungsexponent  für  den  Weg  aus  dem  Mittel 
3i  in  jenes  Mg ,  so  ist  der  Ei^nent  far  die  entgegengesetzte  Rich- 

tuDg  aus  Ml  nach  M  die  reciproke  Grösse  ^-   Denn  ist  für  den  er- 

V      sin  ( 

ttcn  Fall  der  Exponent  ^-  =  ,     —  ,  dauu  ist  für  den  zweiten  der 

*^  V  sin^' 

»      sio«'     v'  1 
Exponent  offenbar  -^—7  =  —  —  r. 

sin  9      V  k 

4)  Kennt  man  den  Brecbungsexponent  vom  Mittel 

M  ins  Mittel  A/j  als  kg 

und  vom  Mittel 

M  ins  Mittel  Af,  als  ^* 

dann  ist  der  Exponent  von  A/,  nach  übergehend  durch  ^  aus- 
gedruckt 

Sind  niimlich  r,  und  die  bezüglichen  Geschwindigkeiten  in 
obigen  Medien,  so  wird: 

also  der  Ton  Mg  nach  Äfft 

ö)  Tritt  ein  Lichtstrahl  aus  einem  Mittel  M  in  andere  Medien, 
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die  eine  Schaar  paralleler  Sdüchten  bilden  (x.  B.  Gkstalela  TerMhie» 
dener Qualität  und  Dicke),  vnd  ans  derselben  in  ein  dem  nrsprOng« 
liehen  gleiehee  Medivm  If,  dann  ist  bezQglidi  der  Schaar  paraDdcr 

Schichten  der  Eintrittstrahl  8$  dem  Aastrittstrahl  Sa  parallel. 

Fahrt  man  die  bekannten  Bezeichnungen  ein,  so  ergiebt  ch  un- 
mittelbar ans  der  Figur  5.: 

sine 

sin  pt 
sin^ 

stop, 

sin  ps 
sinp 


und  durch  Multiplication  dieser  Gleichungen  folgt  endlich: 

HTp-^   d.h.  e^g 

das  ist  soviel  als  iSa  ||  Se.  Der  ParaUelismos  der  Schichten  ist  durch 
die  Bedingung  hineingelegt  worden,  dass  der  Brechungswinkel  Air  eine 
Schichte  zum  Einfallswinkel  für  die  darauffolgende  Schichte  genommen 
wurde. 

6)  Wenn  ein  Lichtstrahl  ans  einem  Medium  M  in  ein  ihm 
gleiches  übertritt,  so  erfolgt  offenbar  keine  Brechung,  denn  wegen 
9 SSV*  folgt 

=  1   d.  h.   £  =  p« 
sinp  ^ 

Der  Strahl  kann  aber  auch  gezwungen  werden,  nachdem  er  ge- 
troffen hat,  in  demselben  Mittel  zu  verbleiben.  Diess  erfolgt  dann, 
wenn  F  eine  undurchdringliche,  total  spiegelnde  FIflche  ist  £s  ist 
fOr  diese  Art  Brechung  auch 

also 

sine  —  sinps  =  sin(180—  Qi) 

daher 

i  =  Pi. 

Die  Brechung  geht  in  die  totale  Reflexion  über  uud  es  ist  dabei  der 
Einfallswinkel  gleich  dem  Reflexionswinkel,  das  bekannte  Keflcxions- 
gesetz  des  l4Ghtes,  Ss  erfolgt  also  auch  bei  der  Keflezion  die  Fort- 
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pflanzuuR  des  Lichtes  in  der  kürzesten  Zeit  (natürlich  unter  der  Be- 
dingung, dass  F  als  spiegelnde  Fläche  getroffen  werden  muss).  Die 
Reflexion  ist  eine  }3rei  hung  des  Lichtstrahles  in  einem  und  demselben 
Medium.  Auch  hier  hat  man  das  erste  Gesetz  zu  erfüllen:  Eiofalls- 
lud  fieflexionsebene  müssen  zusammenfallen. 

7)  Wird  bei  d^  ein&chen  Strahlonbrechmig  der  Refractlons- 
Winkel  90^,  so  ist  der  diesen  bedingende  Einfallswinkd  ein  Grenzwert 

issofeme,  als  für  grössere  Werte  desselben  keine  Refraction  erfolgen 
kann,  sondern  dieselbe  in  die  totale  Reflexion  übergebt 

Ist     =  DQo,  dann  ist  sin«»  =  1 

=  sinio  —    dem  Brecbungscxpoucnton. 

Gebt  «0  in     aber  und  ist 
so  ist  auch: 

8in<i  sinco 

ilso: 

sinfi  y>h, 

Wire  9|  der  dem  S|  entsprecbendo  Relractionswinkel»  dann  mttsste 

sin  f ,  ^  ^ 

sein,  also 

sin  f , 

d.  L  es  mttsste  mit  Rttcksicbt  auf  die  frttbere  Bcdingnng 

sin  «j  ^  1 

sein.  Einen  solchen  Winkel  ^  gibt  es  aber  nicht,  oder  mit  andern 
Worten:  ittr  einen  EinfiUlswinkel  grösser  als  erfolgt  keine  Brecbnng 
in  das  xweite  Medium,  sondern  kann  nur  eine  Reflexion  im  ersten 
Jfedlnm  erfolgen;  geht  in  «  ttber.  Fttr  solche  Einfallswinkel  yer^ 
hilt  sich  die  Orenzfliche  F  als  total  spiegehide  Fläche,  trotidem  sie 
fttr  Lichtstrahlen  im  Allgemeinen  nicht  undurchdringlich  ist 

Wir  haben  also  für  diesen  Fall  wie  in  Nr.  6): 

— -  =  1   d,  u.   fi  —  Pi  . 
su^'  * 

8)  Man  nennt  in  der  Physik  den  Ausdruck  A^— 1  die  brechende 
Ki»ft  des  Mittels  A^,  wenn  k  den  Brechnngsesponent  vom  Mediam  M 
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in  joncs  3/j  bedeutet  und  für  verschiedene  Mg  das  M  constant  bei- 
behalten bleibt  Durch  die  Geschwindigkeiten  avsgedrückt,  folgt: 

Danu»  ersieht  man^  dass  fBr  grossere  v'  bei  constantem  v  der  Ans- 
dmck  X^— 1  kleiner  wird  and  umgekehrt  Da  nnn  im  Allgemeinen 
einem  dflnneren  Mittel  eine  grössere  Durchgangq^eschwlndigkeit  ent- 
spricht nnd  umgekehrt  dem  dichteren  eine  kleinere«  so  wird  auch  in 
der  Begel  dem  dflnneren  Medium  eine  geringere  brechende  Kraft  su- 
kommen  als  dem  dichteren.  Diess  gilt  ausnahmslos  fOr  Medien  von 
gleicher  Beschaffenheit  und  versduedener  Dichte  (z.  B.  Oase  unter 
verschiedenem  Drucke  ausgesetzt). 

9)  Ist  k  die  bekannte  Grösse  fär  die  Medien  Mund      und  ly 

die  Dichte  vom  letzteren,  danu  heisst  der  Ausdruck    ^,    das  Bre- 

chungsrermögen  des  Mediums  in  Bezug  auf  das  constant  beibehal* 
tene  If. 

Das  Brechungsvermögen  ist  nach  empirischen  Ermittlungen  eine 
constante  Grosso,  wenn  Af  unverändert  bleiben,  aber  nur  in  seiner 
Dichte  Dg  eine  Acndening  erleiden  soll. 

Diese  gibt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand  dne  Beziehung  zwischen 
der  Dichte  eines  ][p*tels  und  der  Geschwindigkeit  des  durchgehenden 
Lichtstrahles  dessdben  auhmstellen. 

Bedeutet: 

V  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  luftleeren  Baume  (Aether), 
«'  Jene  im  Ißttel  Mgy 

jy  die  Dichte  des  Mittels  Jlf„ 

V  das  Brechungsvermögen  von  Mg  in  Bezug  auf  den  luftleeren  Kaum, 
so  wird: 

-1 
-5«  

und  daraus: 


yi>'.  v+ 1 

Sind  r,  D'  und  V  bekannt,  so  lässt  sich  aus  Letzterem  die  Geschwin- 
digkeit V  im  Medium  Mg  rechnen. 

Aendert  Mg  seine  Dichte  in  jy\  so  bldbt,  wie  oben  erwähnt,  das 
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Brechnngsvcrmugcu  doch  constant  und 
schwiudigkeitj  in 

oder  in 

eine  Bczichuug  /.wischen  den  Dichten  nnd  drn  entsprechenden  Durch- 
gaogsgeschwindigkeilcQ  des  Lichtes  für  eiu  bestimmtes  Medium. 

Dmmit  seien  die  Folgerongen  des  Brechungsgesetzes  des  Lichtes 
abgeschlossen.  Dieselben  worden,  trotzdem  sie  idlbekannt  sind,  nur 

in  Rücksicht,  dass  sie  sich  teilweise  durch  die  gefnndene  Bedeutung 
des  Breebungsexpouentt^n  (als  Quotient  der  Geschwindigkeiten)  beson- 
ders einfach  ergeben  —  hier  durchgeführt. 


Mlnssbemerkur« 

Die  im  Vorstehenden  gelieferte  Untersuchung  „lieber  den  in  der 
JkflResten  Zeit  zarttckgelegten  Weg  etc/^  kann  auch  so  behandelt 
werden,  dass  man  von  Tome  herein  hypothetisch  für  die  Fortpflanznog 
des  Lichtes  jene  Bedingung  zn  Gmnde  legt  nnd  nun  in  der  Folge  zu 
den  bekannten  Oesetzen  gelangt  In  einer  solchen  Form  erschiene 
das  behandelte  Problem  als  Ableitung  der  Brechnn^esetze  des  Lichtes. 
I>*  aber  jene  Gesetze  bekanntlich  empirisch  gefnndene  sind,  so  er- 
schien mir  der  eingeschlagene  Wetj  der  natürlichere  zu  sein.  Indem 
ich  mir  das  einfache  meclianischo  Problem  stelle,  und  zu  bekannten 
Gesetzen  gelange,  erkenne  ich  auf  Gnmd  dieser  etlatanten  l  ebcrein- 
stimniuug  die  Ursache  für  die  Brechung  des  Lichtes  bei  seiner  Bo- 
wegong  durch  verschiedene  Medien  in  der  Bedingung,  dass  die  Fort- 
pfianzong  in  einem  Minimum  der  Zeit  erfolge. 

So  ist  jede  Hypothese  ausgeschlossen  und  ein  Einblick  in  die 
Motive  der  einfachen  Strahlenbrechung  gefunden. 

Graz  am  25.  October  1877.  Carl  Bartl. 
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Beitrag  zum  Interpolatiousproblem. 


Von 


Carl  Bartl. 


Die  Aufgabe  der  Interpolation  für  eine  Reihe  gegebener  Werte 
einer  in  ihrer  Form  unbekannten  Function  und  ihrer  cutsprechenden 
Argumente  besteht  bekanntlich  darin  für  beliebige  zwis(.henliegcnde 
Werte  dieser  Argamente  ans  dem  Gegebenen  die  zugehörigen  Fune* 
tionswerte  ansznmitteln.  Stellt  man  die  gegebenen  Werte,  Argumente 
und  Functionen  als  Abseissen  und  Ordinaten  von  Punkten  durdi  ein 
reebtwinkeUges  Azenqrstem  bildlich  dar,  so  drttckt  sich  unsere  Auf- 
gabe auch  so  aus,  dass  man  sagt:  Es  sind  Uir  solche  zwischen  den 
gegebenen  Abseissen  liegenden  Werte  die  zugehörigen  Ordinaten  jener 
Punkte  zu  bestimmen,  welche  in  Bezug  auf  die  aufgestellte  Punkten- 
folge entsprechend  eingeschaltet  erscheinen. 

Dieses  Problem  gehört  in  seiner  allgemeinen  Foria  otfeubar  zu 
den  unbestimmten,  unendlich  viele  Lösungen  zulassenden,  üiess  geht 
auch  aus  der  zweiten  Auflassung  direct  hervor,  indem  sich  durch  jene 
dargestellte  Punktenfolge  beliebig  viele  Curven  legen  lassen,  die  fiir 
ein  zwischen  liegendes  Argument  (Abscisse)  ebcnsoviele  Faiictions* 
werte  (Ordinaten  von  Curvenpunkten)  liefern. 

Sehr  häufig  wird  nun  in  coucrctcn  Fällen  jene  Unbestimmtheit 
durch  Bedingungen  gehoben,  die  mit  der  Aufgabe  mitgegeben  erschei- 
nen oder  sich  aus  deren  Natur  ableiten  lassen,  so  dass  man  von  einer, 
für  die  praktischen  Verhältnisse  genftgenden  LOsnog  allerdings  spre- 
chen kann. 
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Bilden  z.  B.  die  gegcbcDcn  Argumente  eine  aritbmetiscbo  Keibe 
enter  Ordnung,  d.  b.  schreiten  die  Worte  in  gleicbcn  Intervallen  vor- 
«irti,  80  bietet  hänfig  schon  dieser  Umstand  allein  jene  Bestimmnog, 
iatdi  welche  sich  das  Problem  dner  rechnenden  Behandlang  nnter- 
oehen  Hast.  Bekanntlich  gilt  für  eine  Reihe  solcher  Fnnctionswertc, 
deren  Irgomente  in  gleichen  Intervallen  aufeinanderfolgen  die  New- 
ton^sche  Interpolationsmetbode.  Sie  löst  die  Aufgabe  dnrch  Anwendung 
der  indepoüdentcn  Form  des  allgemeinen  Gliedes  einer  arithmetisch cu 
Kcihe  höherer  Ordnung.  Das  Resultat  h(  steht  demnach  in  einer 
Gleichung  für  den  Functionswert  iu  der  Form  eines  Polynoms  ge- 
ordnet nach  den  steigenden  Potenzen  der  Argumentswerte-,  es  liefert 
also  eine  Formel  für  die  unbekannte  Function,  die  für  die  gegebenen 
«od  zwischenliegenden  Werte  der  Argumente  ihre  volle  Geltung  hat 

Folgen  Jedoch  die  gegebenen  Argumente  in  ungleichen  Intervallen 
tofeinander,  so  muss  man  behufs  Präcisirung  des  Problems  die  Mittel 

US  dem  Wesen  der  speciellen  Aufgabe  abzuleiten  suchen.  Wie  dless 

geschehen  kann,  soll  später  gezeigt  werden. 

Die  gewöhnliche  Ltisungsmethode  dieses  Falles  ist  bekanntlich 
jene  von  Lagrange.  Bei  dieser  ist  durch  die  Gleichung,  welche  die 
unbekannte  Function  durch  ihr  Argument  ausdrückt,  zugleich  jene 
einer  Curve  gegeben,  welche  durch  die  aus  den  gegebenen  Werten 
dlrgestellte  Punkten  folge  gelegt  erscheint.  Für  jede  Zwischenabscisso 
ist  darnach  dio  Ordinate,  d.  L  der  fragliche  £inscbaitungswert  leicht 
zo  berechnen.  Die  ErfttUung  obiger  Bedinguug  sowohl ,  als  auch  je- 
Ber,  den  Functionswert  als  Polynom  geordnet  nach  den  steigenden 
Potenzen  der  Argumentswerte  ausgedrflckt  zu  erhalten,  bildeten  die 
Grundlage  zum  Aufbau  der  Lagrange'schen  Interpolationsformel.  Es 
bt  also  durch  Anwemluntr  derselben  nicht  möglich,  ausser  den  be- 
sprocheneu Grundhedini^aiiigen  etwa  noch  andere  nicht  unwesentliche, 
welche  sich  aus  der  Natur  d(;r  Aufgabe  ergeben  —  in  der  Lösung 
liützuberücksichtigcn.  Noch  ein  Umstand  zeigt  sich  bei  Lösung  von 
Au^aben  nacli  dieser  Methode. 

Es  wird  nämlich  iu  den  allermeisten  concreten  Fällen  jene  nn- 
bekannte  Function,  von  der  wir  specielle  Werte  gegeben  haben,  durch 
einen  sehr  einfach  verlaufenden  Curvenast,  der  h&nüg  auch  nur  einerlei 
Krtlmmung  (entweder  blos  conveze  oder  blos  concave)  gegen  die 
Abseissenaze  aufweist  —  darzustellen  sein.  Je  mehr  Fonctionswerte 
gegeben  sind,  desto  bestimmter  und  sicherer  kann  diess  geschehen, 
wie  nns  ein  Blick  auf  die  durch  die  gegebenen  Werte  verzeichneten 
Punktenfolge  lehrt.  Diu  Anwendung  der  Lagrangc'schen  Formel  liefert 
&ber  dann  eine  Curveugleichung  von  einem^um  so  höheren  Grade, 
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denn  sind  Fum  tiouswerto  f^ogebeii,  so  ist  die  Gleichung  vom 

/tteu  Grade  daher  mit  stcigeudeiu  («  +  1)  wacLscüd. 

Dieser  Umstand  hat  hftnßg  zur  Folge,  dass  die  so  erhaltene 
Corvo  zwischen  den  gegebenen  Werten  derart  aasschreitet,  dass  sie 
Einschaltongswerte  liefert,  welche  in  dem  einfachen,  nngezwmigenen 
Verlauf  der  Fnnction  (der  sich  eben  durch  die  meist  einfach  gestal- 
tende Pnnktenfolge  kund  gibt)  wahrscheinlich  nicht  enthalten  sein 
sollen. 

Je  höher  der  Grad  einer  Curve  wird,  eine  desto  violgcstaltigero 
Form  wird  dieselbe  meist  erlangen.  Man  erhält  oft  Maximal-  und 
Minimalpunkte,  luticxionspunktc  u.  dgl.,  die  nach  der  ^atar  der  Auf- 
gabe schliessend,  zwischen  den  gegebenen  Punkte  niemals  auftreten 
können. 

Die  Lagrange'sche  Formel  kann  also  Werte  liefern,  die  als  Ein- 
schaltung zwischen  den  gegebenen,  unbrauchbar  sind.  Diess  ist  aber 
auch  natürlich,  iudem  bei  Aul'tsteilung  derselben  nur  die  Bedingung 
berücksicbtigt  wurde,  dass  sie  überhaupt  eine  Curve  liefere,  die  durch 
die  gegebenen  Punkte  geht.  Diese  erfüllt  sie  zwar,  trägt  aber  der 
specicllen  Natur  der  unbekannten  Function,  (die  sich  am  besten  aus 
der  ver/.eicliiK  teu  Punkteufolgo  oder  gegebenen  üediaguugen  ergibt), 
keine  Kechuung. 

Um  nun  der  wahrscheinlichsten  Interpolatiouscurvc  möglichst  nahe 
zu  kommen,  schlage  ich  folgendes  Verfahren  ein: 

Kachdem  die  gegebenen  Functionswerte  bezogen  auf  ein  recht- 
winkeliges Axensystem  dargestellt  wurden,  drücke  man  auch  andere 
mitgegebene  Bedingungen  geometrisch  aus.  Dless  wird  häutig  durch 
Angabe  einer  Tangente  in  einem  Punkte  (z.  B.  in  anerkannten  Maxi- 
mal- oder  Miniraali)unkten) ,  durch  Feststellung  eiuer  Asymptote  n. 
dgl.  geschehen  küuueu.  Hierauf  setze  man  die  unbekannte  luterpola- 
tiouscurve  unter  Berücksichtigung  aller  Nebenumstilnde  aus  Segmenten 
von  Curven  2  ter  Ordnung  derart  zusammen,  dass  selbe,  duich  sümmt- 
liche  gegebenen  Punkte  gehend  au  ihren  Uebergangsstellen  gemeinsame 
Tangenten  besitzen.  Wir  erhalten  auf  diese  Art  einen  continuirlicheu 
Curveuzug  der  allen  erwähnten  Bedingungen  am  einfachsten  entspricht; 
er  dürfte  daher  auch  der  sonst  völlig  unbekannten  Interpolatiouscurve 
am  Nächsten  kommen. 

Was  die  Ausführung  dieses  Verfahrens  anbelangt,  so  ist  die  gra- 
phische Darstellung  der  erwähnten  Curveusegniente  aus  den  gegL-beneu 
Bestimmungsstücken  und  sonstigen  Bedingungen  entschieden  ilie  ein- 
fachste. Die  CoQstructioneu  aus  den  projcctivischen  Eigeuschalteu  der 
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Kegelschnitte  hergeleitet,  kimneu  liier  mit  Vorteil  angewendet  werden. 
Sie  losen  ja  bekanntlich  die  Auf^^abe  aus  fünf  Hestinunungsstiii  ken 
ciuej:  Kegelschnittes  belie])ij[;  viele  Punkte  und  Tangenten  dcssolhen 
2ü  cuustruiren.  Hat  mau  also  den  erwähnten  Curveuzug  dargestellt, 
so  entnimmt  raau  daraus  sehr  einfach  und  mit  derselben  Genauigkeit 
wie  die  geigobeaen  Functiouswerte  aufgetragen  wurden,  beliebig  viele 
£iiiscbaltiing8wertc.  Man  kann  daher  auch  für  eine  Kciho  von  Argu- 
mentswerten,  die  in  gleichen  Intervallen  vorwUrtsschrciten ,  ihre  zu- 
gehörigen Fonctionswcrte  darans  entnehmen.  Dadurch  ist  die  — 
weitm  Interpoktion  auf  die  crstero  mit  in  constanten  Intervallen  ab- 
itehenden  Argumenten  —  zurückgeführt.  Werden  die  Intervalle  entr 
sprechend  klein  genug  gewählt,  dann  kann  man  in  der  Tat  dnrch 
Anwendung  der  Nrwtun'schen  Interi)olationsiii<'thodc  Formeln  für  ein- 
zelne Gruppen  der  uubekunuten  Functionswcrte  erhalten.  S(tlltcn  die 
gegebenen  Functionswcrte  in  ihrer  Puuktenfolge  zeigen,  dass  die  un- 
bekannte Function  besondere  Punkte  z.  B.  Intlexiouspunkte  unzueifel- 
bait  enthalten  mnss,  dann  behandle  man  jeden  Teil  mit  eiuerlei 
Krimmnng  für  sich  nach  dem  angegebenen  Verfahren,  wobei  die  Tau- 
gnte  im  Inflexionspunkt  als  Bestimmungsstack  hineinzunehmen  ist 
iml<fie£rfiQ]lung  der  continuirlichenKrOmmungsänderung  desCurvcn- 
nges  sichert 

m 

Wie  schon  erwähnt  wurde,  bildet  die  luterpolationscurvc  in  den 
meisten  Fällen  einen  einfach  verlaufenden  Ast  mit  einerlei  Krümmung, 
woTon  man  sich  durch  Aufistellung  concretcr  Fälle  (aus  Entnahme 
von  Werten  ans  Beobachtnngstabellon  n.  dgl.)  leicht  ttberzeugen  kann. 

So  unwissenschaftlich  und  scheiubar  willkQrlicb  das  eben  vor- 
gelegte Interpolationsverfahren  für  den  ersten  Moment  aussehen  mag, 
so  praktisch  verwertbare  Resultate  liefert  es  in  einem  gegebenen  Falle. 
Hit  Bflsksicht  auf  eine  grössere  Anzahl  gegebener  Werte  kann  eine 
derartige  Lösung  nur  au  Wahrscheinlichkeit  gewinnen,  während  die 
Umständlichkeit  nicht  im  selben  Masse  zunimmt 

I>ie  Methode  nach  Lagrange  verliert  aber  mit  wachsender  An- 
zahl der  BestunmungsstQcke  die  Sicherheit  einer  praktisch  verwert- 
baren Lösung  und  nimmt  an  Umständlichkeit  der  spcciellen  Berech- 
nung der  ziemlich  umfangreichcu  (^oefticicutcn  bedeutend  zu.  Man 
könnte  zwar  diese  iVIethode  von  drei  zu  drei  aufi  iiiandrr  fol^a'udi'n 
Functiunswerten  auwenden,  wodurch  man  gleichfalls  den  Gesammt- 
curveuzug  aus  Segmenten  von  Curven  zweiter  Ordnung  zusammen- 
gesetzt erhält,  wobei  man  jedoch  nicht  sich<  r  ist.  dass  jene  Curveu- 
segmente  continuirlich  (d.  h.  mit  gemeinschaftlichen  Tangenten  an 
den  Uebergangsstellen)  aufeinanderfolgen.  Es  enthält  dabei  auch  dio 
Mdgliehkeit  Bedingungen,  die  sich  aus  der  Natur  der  Aufgabe  ergeben, 
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mit  in  Kcchnung  zu  ziehen  —  was  doch  ebenso  wlBsenUidi  zur  mög- 
lichst richtigen  Losung  gehören  soU. 

Im  Folgenden  soll  nun  an  einem  Beispiele  die  Lösung  nach  der 
Lagrauge'scheu  Methode  und  jene  nach  dem  oben  vorgetragenen  Ver- 
fahren vergleichsweise  durchgelulirt  werden.  Letztere  insbesondere 
zu  dem  Zwecke,  um  zu  zeigen,  wie  man  sich  in  einem  coucreteu  Falle 
nach  dieser,  uur  im  Allgemeinen  angegebenen  Behandlungsart  zu  be- 
nehmen habe.  Diess  motivirt  auch  die  etwas  umständlichere  Durch- 
fahrung  des  sonst  einüachcn  Falles. 

Beispiel. 

„Nach  der  Verordnung  des  Handelsministeriums  vom  13.  Aug.  1870 
betreflFeud  die  Ijei  der  Erbauung  eiserner  Brücken  für  f^isenbahnen 
zu  beachtenden  Siiherheitsrücksichten,  hat  nach  §  2  derselben  die 
zufällige  Belastung  (F)  gleichmässig  verteilt  per  Meter  laufenden  Ge- 
leises zu  betragen: 


Bei  einer  Spannweite  von  S^^l  Meter  Belastung  /\  «  20  Tonnen 

«  « 2  „  J*2  =  15  n 

n  S»  =  ^  n  A      1^  » 

«4  =  20  „  ^4  =  5  „ 

und  bei  einer  Spannweite  von  mehr  als  SO  Meter  gleichfalls  4  To,nnen 
Belastung. 

Für  dazwischen  fiiUende  Tragweiten  ist  die  nötige  Interpolation 
vorzunehmen.^ 

Hier  liegt  ein  Fall  von  Interpolation  vor,  hei  welchen  die  ge- 
gebenen Argumentswerte  in  nngleicheu  InterYallen  aufeinanderfolgen, 
denn  wir  haben  die  per  Meter  laufenden  Geleises  zu  nehmende  Be- 
lastung P  als  Function  der  Spannweite  S  anzusehen. 


!•  LSsong. 

Nach  der  allgemeinen  Lösuugsmetliode  von  Lagrange  folgt  für 
eine  beliebige  Spannweite  <S  (zwischen  den  gegebenen  Werten)  die  zu 
nehmende  Belastung  P  per  Meter  (d.  i.  unser  fraglicher  Functions- 
wert)  ausgedruckt  durch  die  Gleichung: 

p^x,.r,+ X,  .r,+x,,p,+ X,  .i\+x,.  p, 

vobei  die  Coefficienten  X  die  Spannweiten  enthalten  und  beispieto-^ 
weise  emer  derselben  die  Form  hat: 
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Es  ist  demnach  Jedes  X  im  geldsten  Zustande  als  geordnetes 
Polynom  vom  4ten  Grade  nach  8  darstellbar.  YollfDhrt  man  diese 
Darstellung  nach  Snbstituimng  aUer  spedellen  Werte  von  S  für 
stoimtliche  Coeffidenten,  die  dann  mit  den  entsprechenden  gegebenen 
Werten  von  P  zn  multiplidren  kommen,  nnd  ordnet  nach  steigenden 
Potensen  Ton  8^  so  gelangt  man  znr  schliesslichen  Interpolationsformel: 

r  —  27  326— 8-63372 . 5+1-3828Q9  .  — 

Mit  Httlfie  derselben  für  von  Meter  zu  Meter  fortschreitenden 
Spannweiten  die  zugehörigen  Belastungen  P  gerechnet  gibt  zosammen- 
gestellt  folgende  Tabelle: 


8 '  P 

S 

P 

1  ^ 

P 

S 

P 

8 

P 

1 

7 

11-59 

13 

1818 

19 

8-23 

25 

-9-53 

8 

13-00 

14 

17-99 

20 

500 

26 

—10-40 

3 

11-91 

:  9 

1150 

If) 

1711 ; 

21 

+1-58 

27 

— 9J52 

4 

10-36 

lÜ 

ir>  94 

16 

15-70  ! 

22 

— raOj 

28 

— 7'56 

5 

1000 

u 

1719 

13-68 

23 

—4-95 

29 

—304 

6 

10-48 

12 

17-88 

!18 

1117 

24 

—7-61 

30 

+400 

Ans  dieser  Znsammenstollnng  entnimmt  man  aof  den  ersten  Blick, 
dass  die  so  erhaltenen  Einschaltnngswcrte  als  Lösung  unserer  vor- 
liegenden  Aufgabe  nicht  gelten  kOnnen.  Diess  geht  noch  deutlicher 
au  beigegebener  Fig.  1.  hervor,  in  welcher  die  gegebenen  Werte  nnd 
jene  obiger  Tabelle  graphisch  verzeichnet  erscheinen ;  zu  dieser  Ab- 
■dsse  8  ist  die  zugehörige  Ordinate  P  aufgetragen  und  die  so  er- 
haltenen Punkte  sind  continuirlich  verbunden.  Die  luterpolationscurve 
geht  zwar  durch  die  gegebenen  Werte,  schreitet  aber  zwischen  den- 
aelben  derart  aus,  dass  sie  einmal  ein  Maximum  fOr  5  =  13,  ein 
Minimum  für  iS  —  26  nnd  einen  Inflexionspnnkt  Ar  5— 9  nnd  20 
bildet.  Sie  schneidet  ferner  die  Abscissenaxe  in  den  Punkten  iS=21  -5 
nnd  29*5  und  verläuft  zwischen  diesen  unter  der  Axo  mit  negativen 
Fonctioniweiten;  alles  EigentOmlichkeiten,  die  der  einfisch  verlaufen- 
den Function  gewiss  nicht  zukommen  sollen. 

Biess  Besnltat  beweist  fQr  diesen  Fall  zur  Genüge  meine  in  der 
Besprechung  dieser  Interpolatiousmethode  gemachte  Behauptung,  und 
bedingt  tatsachlich  eine  andere  Behandlung  der  Aufgabe,  wenn  brauch- 
bare Werte  geliefert  werden  sollen. 
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Die  für  die  praktischen  Fälle  erapfchlenswerteste  Behandluuc:  ist 
die  graphische.  Darnach  sind  in  entsprechend  grossem  Massstabo  mit 
möglichster  Genauigkeit  die  gegeboueu  Arguinentswerte  als  Abscisseu, 
die  zugehörigen  Fuuctionswcrte  als  Ordinateii  auf  ciu  rechtwinkeliges 
Axensystein  aufzutragen  Fig.  2.  Wir  gtlangen  hierdurch  zu  den 
Paukten  I\  bis  Z^.  Kuu  kommen  die  weiteren  Bestimmungen  geome- 
trisch auszudrücken.  Nach  der  Natur  der  Aufgabe  ergibt  sich,  dass 
die  liehistuugeu  /'  um  so  grösser  werden,  je  kleiner  die  Spauuweite 
angenommen  wird ,  also  für  eine  verschwindende  Spannweite  eine 
unmcssbar  grosse  Dimension  erlangen  muss.  Diess  sagt  soviel,  als 
dass  im  gegebenen  Falle  die  fragliche  Intcrpolatiouscurve  sich  der  Axe 
der  P  d.  i.  y-Axc  im  Unendlichen  nähern  wird  —  d.  h.  die  ^-Axe 
Asymptote  der  Curvc  sein  wird.  —  Weiters  drückt  die  gegebene 
Bedingung  der  Aufgabe,  dass  nämlich  die  Belastung  i*  pro  laufenden 
Meter  für  oü  Meter  und  mehr  Meter  Spannweite  nur  4  Tonnen  be- 
tragen soll,  nichts  anderes  aus,  als  dass  die  fraghchc  lutcrpolatious- 
curve  im  Punkte  7*r,  ein  Minimum  habe,  und  also  die  Horizontale  % 
in  diesem  Punkte  als  Taugente  der  Curvo  zu  gelten  habe. 

Wir  sind  nun  im  Stande,  einen  continnirlichen  Curvenzug  den 
Bedingungen  der  Angabe  gemäss  herzustellen. 

Der  erste  Teil  desselben  ist  ein  Hyperbelsegment,  bestimmt  dorch 
die  ^Axe  als  Asymptote,  (d.  h.  zwei  Elemente)  nnd  die  drei  Punkte 
i'j)  A  ^i-  Damach  sind  vrir  in  der  Lage,  beliebige  Punkte 
dieses  Segmentes  sammt  Tangenten  graphisch  zu  ermitteln. 

In  der  Figur  wurden  z.  B.  die  Tangenten  tf  und  ^  der  be- 
züglichen Punkte  I\y  nach  dem  Satze  von  Pascal  construirt 

h  ^Aben  sich  beziehungsweise  in  1^  2^  und  M  d*6 
Pascallinien,  welche  im  Schnitte  ij,  mit  der  Asgrmptoto  (yAze) 
Punkte  der  Tangenten  lieferten.  Asymptote  und  die  drei  Punkte 
sammt  ihren  Tangenten  genügen  im  vorliegenden  Falle  zur  Yerzeicb- 
nung  der  Cunre,  welche  selbstverständlich  nur  bis  /^^  zu  gelten  hat 

In      schliesst  sich  der  zweite  Teil  an,  der  also  gegeben  sein 
wird  durch  die  Punlite  P^,  i\  und  P^  mit  dco  Tangenten  ^  nnd 
Nach  demselben  Satze,  der  oben  verwendet  wurde,  bestimmen  wir 

auch  hier  zunächst  die  Tangente  in  P4.  FOr  diese  hat  man  in  4^ 

die  Pascallinie,  welche  mit  P^p^  geschnitten  den  fraglichen  Punkt 
der  Tangente  liefert  Ebenso  einfach  bestimmt  sich  ein  beliebiger 
Punkt  P  des  Gurvenzoges.  Nachdem  die  Richtung  P^P  beliebig  durch 

7*3  gehend  gewählt  wurde,  ergibt  sich  im  Schnitte  derselben  mit 

P^yP^  ein  Punkt  7  und  in  6  (Schnitt  von     mit      der  zweite  Paukt 
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der  PascaUinic  0,7.  Letztere  schneidet  in  8,  welcher  Punkt  mit 
verbunden  die  beliebig  gewählte  Richtung  im  fraglichen  Punkte  P 
der  Corve  schneidet.  Aus  den  Punkten  I\  und  i  5,  den  Tangenten 
in  denselbeii  t^^  z^,  tr,  und  endlich  den  Zwischenpnnkten  P —  zu  denen 
wui  noch  ztf  allem  Ueberflusse  die  Tangenten  constniiren  könnte  — 
lint  sich  oaii  mit  aemlicher  Sicherheit  auch  dieser  zweite  Correnzag 
ventichnen. 

Nachdem  auf  diese  Art  mit  luögliclistor  Genauigkeit  die  luter- 
polationscurvc  dargestellt  wurde,  ersieht  man  auf  den  ersten  Blick, 
dass  dieselbe  alle  gegebeneu  ikiiin^'iingen  erfüllt.  Mit  ihr  ist  die  Auf- 
gabe graphisch,  d.  h.  für  den  praktischen  i^all  geiitigeud  gelöst,  denn 
es  lässt  sich  für  eine  beliebige  Spannweite  die  entsprechende  Belastung 
fast  mit  derselben  Genauigkeit,  als  die  Punkte  7*,  bis  aufgetragen 
wurden,  aus  der  Curvc  sofort  entnehmen.  In  der  Fig.  2.  erscheinen 
die  Maasse  der  Ordinaten  für  Spannweiten  von  Meter  zu  Meter  vor- 
wärtsschreitend, durch  die  entsprechende  Cote  verzeichnet,  welche 
Werte  tabellarisch  zuaammengcsteilt  werden  können. 

Wollte  man  auch  Intcrpolationsformeln  für  diesen  Fall  anfetellen, 

10  ist  es  zweckmässig,  diess  für  einzelne  Gruppen  von  Werten  zu  tnn, 
■B  womöglich  Formeln  nicht  höher  als  vom  2teu  Grade  bezüglich 
der  Abscisse  S  zu  erhalten. 

Man  geht  von  5  «->  30  ans  nach  rückwftrts  gegen  S^\^  weil  in 
dieser  Bichtong  die  Fnnctionswerte  steigen,  wähle  als  erstes  Intervall 
der  Aignmente  3  Einheiten  <3*)  ti.  s.  fort  immer  weniger  nftndicb 
S,  1,  0*5  nnd  0Ü5  Einheiten  als  Intervall  der  einzelnen  Wertgmppen. 
liiess  geschieht  ans  dem  Grande,  weil  die  Fanctionswerte  von  iS=:  30 
gsgen  S  —  1  an  immer  rascher  nnd  rascher  wachsen  im  YerhSltniss 
SV  Aufnahme  von  5. 

Für  jede  einzelne  Gruppe  ist  Newton's  Interpolationsfonnel  für 
Reiche  Intervalle  der  Argumente  anzuwenden. 

Sei  «  der  Wert  des  ersten  Argumentes  einer  Gruppe,  h  das  Inter- 
vall der  Argumente,  seien  ferner  Pi,  Z^iA  hcziehnngsweise 
der  erste  Functions-  der  erste  nnd  zweite  Differenzwert,  endlich  für 
eine  allgemeine  Spannweite  S  das  i'  der  fragliche  Functionswert, 
dann  ist  bekanntlich: 

IVu  Vorgang  der  spcciellen  Berechnung  und  Aufstellung  der 
Wormeln  zeigt  nachstehendes  Schema: 

I 

tWlIXD.  H 
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^i/*  A:f/'  Zl::/*,| 


luterpulatious-Fornielu. 


30 
27 
24 
21 


418  [..\;^>  io  ^ 


23 
21 
10 
17 
15 


15 
14 
13 
12 
11 
10 
\) 


4-84  ,.-.',«»•():, 
vvV  Dir, 


0  2r>,,j,o 


5-95 

ii'2U  ■  0 

7  ()7         O  HL' 


9- 
«•5 


YilT  a  =  30,  Ä  =  — 3  wird: 
P=4cV>+'^f . 0-18+1  ^f.5:f.ai  od.: 


!  /'=10-3— 0-37C>.N+0-005.>S- 


Für  a      23,  h  —  -2  wird; 


; 

/>=  1 0  Gl»2r) -  f  )-4 1  *S-f-0  0(XV25S^* 


'    Für  o  =  J5,  /<  =  —  1  wird: 

-  M-  .  •'^-l-'>.       ,   1  li>5~14^^ 

i' 

7>  n  s— 0':>4*s4-o-ui.s'- 


4      I,  o  u  r 


7       8G7  j 

r»-25  !H)i»  ;;i)<n 

-  f     .,1.    ''Ii         .  ^' 
;>  l-J  .(11)1 

5-5,.irGo^;  !;o■^l.;;:;;; 
:^259•7i^•^  ./-ö.ui4^*-  ^ 

5  iniH)^^-^^' 


Für     =  t»,  Ä  =r  —  (V5  wird : 


1  ,s— 9  S—S  a 


"  '  1.2  —0-5  —0-5 


^  .002 


Für  1/      7,  h     — 0  25  wird: 


1   ,S— 7  0  ,S— G75 

•  < 

4 

/'    UViiD— rG2N-|-^|-0.SS- 

"»  — ^— — — ^— 

i! 


Würde  sich  aus  der  Natur  der  Aufgabe  ergeben,  dass  die  Inter- 
polatiouscurvo  einen  Wendepunkt  der  Krümmung  bekommen  mus-s 
80  ist  bezüglich  Anwendung  der  Newton'schen  Formel  zu  berücksich- 
tigen, dass  selbe  nur  für  Cur\'enzüge  von  einerlei  Krümmung  geltend 
auch  für  jeden  einzelnen  Teil  mit  gleicher  Krümmung  separat  zur 
Benutzung  zu  kommen  hat  Die  gewählten  Gruppen  von  Functions- 
werten  haben  sich  also  nur  innerhalb  jener  Teile  des  Curvonzuges 
zu  erstrecken,  welche  durch  die  vorkommenden  Inflexionspunkte  be- 
grenzt erscheinen. 
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Bemerkung. 

So  gut  man  den  fraglichen  IntorpolationscnifTenzog  dnrch  gra* 
ibisehe  Constrnction  unter  Berftcksichtiguug  gegebener  Bedingungen 
ms  Segmenten  von  Cnnren  2ter  Ordnung  so  zusammen  setzen  kann, 

dass  sie  continairlich  ineinander  ycrianfcu,  so  lässt  sich  diess  auch 
analytisch  durchführen.  Man  stelle  die  allge  meine  Form  der  Gleichung 
i'tin  Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen,  so  wie  jene  für 
die  erste  Ableitung  von  //  nach  x  auf.  Diese  Gleichungen  enthalten 
5  Constante ,  welche  für  jedes  Curvenseginent  separat  zu  berechnen 
kommen.  Man  hat  lücfür  5  Gleichungen,  indem  im  Allgemeinen  5 
BesömmnngBS&cko  (Punkte  oder  Tangenten)  obige  Gleichuuen  erfüllen 
nflasen.  Daaa  die  Berechnung  dieser  Gonatanten  im  Allgemeinen  nnd 
ttllMt  im  Besonderen  eine  siemlich  nmständliche  wird,  lässt  sich  leicht 
denken.  WQrde  man  sich  für  alle  möglichen  Comhinaüonen  Ton  ge- 
febeoen  Bestimmnngsstacken  (Punkte  und  Tangeuten)  der  II  Ahe  der 
Asmehnung  jener  Gonatanten  dennoch  unterziehen,  so  erhielte  man 
dodi  80  umfangreiche  Ausdrücke,  duss  ihre  Benutzung  für  specielle 
^'erte  nicht  praktisch  genannt  werden  kann.  Ausserdem  käme  noch 
die  erhaltene  Curvengleichung  nach  >/  aufzulösen,  wodurch  die  Form 
iierselben  häutig  nur  noch  compUcirter  wird. 

Es  wurde  dieser  Umständlichkeit  halber  von  einer  derartigen 
iBsIytischen  Behandlung  des  Problems  in  unserem  Beispiele  Umgang 
genommen,  und  ist  in  den  meisten  Fällen  die  graphische  Lösung  als 
wirküch  praktisch  zu  empfehlen. 

Nur  nm  anf  die  Möglichkeit  einer  dorchans  analytischen  Behand* 

liag  des  Problemes  hinzuweisen,  ist  obige  Bemerkung  gemacht  worden. 

Graz  am  25.  Octoher  1877. 
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1. 

BemerkuBf  Uber  den  Torslonshalbmesser  tou  Raumeurfen. 

Durch  eine  sehr  einfalle  Betraditiuig  ist  es  mOglich,  den  Quoti- 
enten ans  Bogendement  nnd  Tonionswinkel  in  irgend  einem  Punkt 
einer  Ranmcnnre,  dessen  Grenzwert  den  Torsionshalbmesser  in  diesem 
Pnnlct  liefert,  geometrisch  so  umzuformen,  dass  man  den  analytischen 
Ausdruck  dafür  ohne  "Weiteres  angegeben  kann.  Ehe  wir  dies  zeigen, 
mllssen  wir  vorausschicken  die  Formeln  für  den  Inhalt  eines  unend- 
lich kleinen  Dreiecks  und  eines  unendlich  kleinen  Tetraeders,  aus- 
gedrtlkt  durch  die  Coordinaten  der  (unendlich  nahen)  Eckpunkte. 
"Wenn  nämlich  C  drei  unendlich  wenig  eutl'crute  Puukte  mit 

den  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  System  bezogenen  Coordinaten 

«f  y»  2>  y-\r^y,  x  +  ^dx+d-x,  y+2dy-\-i^^ 

»+2dz-\'dH 

sind,  so  ist  der  doppelte  Inhalt  J  des  Drdecks  ABC  bekaantUeh  dar- 
geeteUt  durch 

(1»  V+^^  «+2d»+d«a)«+(a;,  1,  «+2rf»+Ä)«+(ar,  y+c^,  1)«, 
WO  zur  Abkürzung 


11  1 

u.  8.  w.  gesetzt  wurde. 
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Obige  Determinanteii  werden  durch  geeignete  Snbtraction  der 
Terticalreihen  von  einander  sehr  vereinfacht;  es  ist  z.  B. 


1 

1  0 

0 

_ 

9  M'\'da 

9  ih 

d^9 

dy  d*jf 


=  (tly  d-z) 


Anf  dieselbe  Weise  rednchren  sSdi  die  beiden  anderen  I>etenttinsatett 
iof  {diM)  und  {dxd^y) 

Daher  wird 

1)  J2  _  {difdhf  +  {dzd'xy'  +  {dxil^yY. 

Kommt  zn  den  3  Punkten  noch  dn  vierter  D  mit  den  Goordinaten 

Um,  so  besteht,  wenn  v  der  6foche  Inlmlt  des  Tetraeders  ABCD 
ist,  die  CHeichnng 


X  dx  d*x  d^x 
y  djf  d^y  tl^y 


9  dz 
1  0 


0 


dh 
0 


9  X+dx  x  +  ^dx-^-d^'x  x-\-^dx+2<fix+d^x 
9  1f  +  dy  y-{-2dy-{-d'-y  y-{-3dy-\-2d'y-\-d^y 
9  «  +        M+2dM+dh     M+3dM+2dß9  +  dh 

III  1 

dg  tfljf 
d9  A  tfl» 

oder  mit  Anwendung  derselben  Abliflrzang  wie  oben 

^  p^{dx  tJ^y  dh) 

Wenn  nnn  Ä(x^  y, «)  ein  beliebiger  Ponkt  einer  etwa  dnrch  die 
Glsichnngen 

gegebenen  Baamcorve  ist,  so  nehmo  man  anf  der  Cnire  noch  3  bc- 
aaehbarte  Punkte  B,  C,  D  an.  Der  6&che  Inhalt  des  Tetraeders 

ABCD  heisse  wieder  r,  zf,  und  seien  die  doppelten  Inhalte  der 
Dreiecke  ABC  und  yiBD  und  endlich  nenne  inan  tls  das  Rogonclement 
AB  nn  1  w  deu  Torsionswinkel,  welcher  gleich  dem  an  der  Kante  AB 
Uegenden  Flächenwiukel  des  Tetraeders  ABCD  ist.  Für  den  Tor- 
siousbalbmesser  P  im  Punkt  A  hat  mau  alsdann 


lisst 


P-liM^^lim^ 
aber  leicht  durch  o,      und      ausdrucke^.  {>eai| 

I 
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wenn  etwa  H  und  h  die  von  C  ausgehenden  Höhen  dea  Tetraedm 

ABCD  und  des  Breiecks  ABC  bezeichnen ,  so  ist 

• 

iU  -  y,      SIU«  «  ^  - 

daher 

sin»""  « 

Beim  Zusammenfallen  der  vier  Punkte  ^»  Dm  den  ciaen 
Punkt  A  wird 

SS  ^2  =  ^ 

und  demzufolge 

P  —  lim  — —  «-  lim — • 
sino)  V 

Mit  HtÜfe  Ton  1)  nnd  2)  ergibt  sieh  folglich  onmittelhar 


R.  Mehmke,  stud*  math. 


Zwei  Sätze  von  den  Flllehen  zweiten  Grades. 

1.  Wenn  eine  beliebige  Flache  zweiten  Grades  und  auf  derselben 
irgend  eine  Krümmungsliuio  gcgoheu  ist  und  man  zieht  von  einem 
beliebigen,  aber  festen  Punkt  im  Kaum  aus  2  Parallelen,  die  eine  zur 
Xormaleu,  die  aiulerö  zur  Tangente  in  irgeud  welchem  Punkt  der 
Krümmungslinie,  und  nennt  und  «j,  ii  und  die  von  der  Fläche 
auf  diesen  Parallelen  abgeschnittenen  Stücke  (vom  festen  Punkt  aiis 
gerechnet),  so  ist  für  ein  nnd  dieselbe  Krflmmnngslinie 


-}-      =  const. 


-1  •  ^ 

2.  Zieht  man  durch  den  festen  Pankt  Parallelen  zu  den  cou- 
jugirten  Tangenten  der  Krünimuugsliuic,  so  erfüllen  diese  einen 
Kegel  zweiteu  Grades,  welclier  mit  der  gegebenen  Flüche  die  Kreis- 
>chuittL'benen  treniciu  hat  uud  sie  nach  einer  Curve  schneidet,  durch 
welche  sich  eine  Kugel  hindurch  legen  lässt.  Der  Mittelpunkt  dieser 
Kugel  liegt  auf  dem  Lote,  dass  man  vom  festen  Punkte  auf  seine 
Polarebene  (in  Bez.  auf  die  gegeb.  Fläche)  fallen  kann.  Indem  man 
nach  und  nach  andere  KrttmmangsUnien  annimmt,  erhält  man  ein 
System  von  Engeln  von  besonderer  Eigenschaft.  Alle  Engeln  des 
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9pkm  schneiden  nämlidi  eine  nnd  dieselbe  Kogel  senkrecht  Die 
letztere  geht  durch  den  festen  Pnnkt,  berflhrt  dessen  Polarebene  nnd 
Int  die  Entfemong  des  Punkts  von  seiner  Polarebene  zum  Bnreh- 
■ener.  Ifan  kann  dies  anch  so  aassprecbea:  Alle  Kugeln  des  8y- 
itens  haben  einen  gemeinschaftlichen  imaginftren  Schnittkreis,  dessen 
Ebene  in  der  Mitte  zwischen  dem  festen  Punkt  und  seiner  Polarebene 
Hegt  und  letzterer  paralld  ist;  sänmitliche  Polarebenen  des  festen 
Ponkts  in  Bezug  auf  die  Kugdn  des  Qfstens  fallen  zusammen  mit 
der  Polarebene  desselben  Punkts  in  Bezug  auf  die  gegebene  Fläche.  j 

R.  Mehmke. 


8. 

Miilmmni-Anl^abe* 

Die  EUifMe  von  kleinstem  FlüdieBlnhalt  zu  finden,  welche  dnon 
gegebenen  Brennpunkt  hat  und  durch  2  gegebene  Punkte  geht 

Der  Brennpunkt  /'  sei  Anfang  der  rolarcoordinateu  r(p.  Die 
Anüfttgsrichtong  9  =  0  halbire  den  Winkel  AFB  2ß,  den  die  Ra- 
dienTOCtoren  FA»»e^  FB^  c1g*a  der  g^benen  Punkte  B  bil- 
den, so  dass  die  Polarcoordinaten 

von  A  werden  9  =  ^  ' 

„   Ä      „     r  =  ctg»a,  9-  — |J 

and  zwar  steht  es  uns  frei  a  nnd  ß  zwischen  0  nnd  R  anzunehmen. 

Ferner  sei  a  die  grosse,  acosfi  die  kleine  Halbaxc,  also  asinfi  die  | 
Excentricität ,  ;j  ^  <i  Qos^yi  der  Parameter  der  Ellipse.  Hieraus  er- 
giebt  sich  der  Flächcuiubalt 

E  —  2Ra.cioosii  —       -  (1) 

Die  Polargleichung  der  Ellipse 

^  P  

*"  *"  l-)-sinficos(9— 

wo  gp     t>  die  Richtung  der  grossen  Axo  bezeichnet,  angewandt  auf 
A  nnd  B  gicbt: 

l-|-siu;AC08(d— ^ 

ü 

—  tg^-|-tg'«8inficos(l^-|-/l) 

Diese  2  Relationen  bestimmen  p  und  ^  als  Functionen  von  ^,  nämlicb 
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p  28iQ^a  sin  ß  sin  d" 

e  "  eos2acoBßco&^-f'miß sin d 

_  cos  2« 
cos2ac08j3c08^+8i^^siu^ 

Mittelst  der  Sabstitation 

WA  8m2o8iii»;+C08/J 
"^^^  C082aBmr^ 

Iftsst  sich  ein  sehr  einfiicher  Ausdruck  von  £  in  der  einzigen  Yariabelii 
7}  gewinnen.  Denn  es  wird 

«  I  .  Ä  .  •      .  ^l+8in2aco8iJsin« 
C082aco8j5co8^-f  smpsin^  —  sind — •  ' 

daher 

p  _       2  sin-a  siii-/3 

c  ~"  l+biu2acos^8mij  ^' 
1        (1  -j-  sin  2«  cos  ß  sin  rj)- — sin'2«8in^i3  cos^»? 


sin^  cos*  2a  sin'/) 

.  j           1  cos*2«sin'"'/3 

8in-ä^  a+8m2a  co8^  8in^ 


  Bin*2gsin'/lcos*iy 

*"      a sm2«co8jJsinij)« 

das  ist: 

sin  2«  sin  I?  cos  iy 
cosfi  -  i+8in2acos^8inij  ^ 

Diese  Gleichung  zeigt  die  Bereclitigung  der  Substitution  (2),  sofern 
das  reelle  cos/»  ein  reelles  cosi^,  also  sin^i;  ^  1  fordert.  Fobrt  man 
die  Werte  (3)  (4)  in  (1)  ein,  so  erhält  man: 

,8ingsin/l  l+sin2gco8/?8iniy 

oder,  abgekürzt: 

"  ^  C0S»1J 

wo 

n  sin2acos/} 

jeden  Wert  zwischen  0  und  1  liaben  kann. 
Differentürt  maur  zweimal,  so  kanunt: 

_  j,^3sini?+"(2sin^q-{-l) 
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g^--4tg,g^  +  A    eoi^iy  (6) 

Entere  Grösse  verschwindet  für 

.  -8±m 
üan  jj-- 

»  — ys— 8»* 

swiachea  1  and  3  enthalten  ist.  Hieraus  ergiebt  sich: 

<^  1  für  das  obeie,  >>  1  fttr  das  nntere  Zeichen.  Demnach  hat  allein 
der  Wert 

•toll  iT 

Bedeatang,  und  dieser  ergiebt  nach  (6): 

aif»     eos»i|  ^  ^ 
entspricht  daher  einem  Minimum. 

Nach  EiasetiDiig  der  getadenen  Werte  hat  man: 

m— :i  +  4cos«/3  ^ 
4co82oftin/3co8^i 


Halbaxo 

p       Sc  sin'acos'^ 
ooe*!» 3  3— 

kleine  Halbaxe 

p        Sc  sin'csin^cos/l 
coeji  "  V3y(i^,i»)(3_„) 


(8) 


l/3  1-f-m        .  l/13-.m 

«•(i-tg/jj/sj^  (9) 
8cflin««8inV 

^  l+iT  ^^^^ 

r>          !i!L?L!!°?  /III 


(12) 


(13) 
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und  kann  hiernach  leieht  die  Ellipse  eonstniiren,  indem  man  tmA 

^,  nach  (7)  bestimmt,  an  dio  Ilalbirungslinio  des  Winkels  AFB  nach 

FA  hiu  au  trägt,  daun  auf  dem  erhaltCDcii  Schonkel  dio  Exccutricität 

nsinu  '  * 

^V^sTr  abschnddet;  der  Endpunkt  ist  der  Mittelpunkt 

cos  f4 

K.  Uoppo. 


4 

Ueber  den  Nennpnnktekreis  des  Dreiecks. 

Hiermit  erlaube  ich  mir,  einen  wenigstens  teilweise  neuen  Beweis 
des  Satzes  zn  geben,  dass  der  Kennpnnktekreis  eines  Dreiecks  de» 
inbeschriebenen  Kreis  berQbrt.  Bor  Beweis  ist  im  Anfange  derselbe, 
als  derjenige,  welcher  in  den  „Nouvelles  annales  de  mathematiqueS* 

vom  Jahre  18G5.  pag.  220.  geliefert  ist  und  zwar  iu  eiurr  klciucu 
Abhandlung  „Note  sur  la  detormination  des  poiuts  de  coutacts  da 
ccrcle  (iui  passe  par  los  milieux  des  trois  cotes  d'uu  triangle  et  dei 
cerdes  taogents  k  ces  cotes.'^ 

Der  Anfang  des  Beweises  in  dieser  Abhandlung  stutzt  sich  we-  ^ 
gentlich  auf  die  harmonischen  Eigenschaften  des  Kreises,  während  du 

Ende  etwas  künstlich  ähnliche  Dreiecke  benutzt.   Mein  Beweis  stotzt 

sich  nur  auf  die  harmonischen  Eigenschaften,  wodurch  die  Rechnun- 
gen fast  ganz  vermieden  werden. 

Das  Dreieck  sei  ABC  (beifolgende  Figor),  die  Mitten  der  Seiten 
a,  6,  c,  die  BerAhrungspunkte  der  Seiten  und  des  inbeschriebenen 
Kreises  a\  b\  c'-,  femer  Af  der  Schnittpunkt  you  ab  und  ab\  D  der 
Schnittpunkt  Ton  BM  und  AC^  Dd  die  Tangente  von  D  an  den  in- 

beschriebeueu  Kreis,  ä  der  Berührungspunkt.  Es  soll  bewiesen  wer- 
den, dass  der  Neunpunktekreis  den  inbeschriebenen  Kreis  in  d  berührt 

1)  Man  bestimme  die  Schnittpunkte  von  Dd  mit  resp.  BC  and  | 
AB^  sie  B^en  E  und  F.  Diese  Unie  bildet  mit  den  Seiten  des  Drei-  ^ 
ecks  ein  dem  Kreise  a'^V  umschriebenes  Yierseit  Dieses  Tollstan- 
dige  Yierseit  besteht  aus  3  ein&chen  Yierseiten  (Yierecken),  aof 
welche  wir  den  Satz  anwenden  kennen,,  dass  die .  Diagonalen  und  die 
Verbindungslinien  der  Berührungspunkte  der  Gegenseiten  sich  in 
einem  Punkte  schneiden.    Wir  haben  uun  folgende  einfache  Vier-  \_ 
Seite:  ABED,  FBCD,  ACEF.    Aus  dem  ersten  Viereck  folgt,  dass  , 
cft  und  AE  durch  den  Punkt  M  gehen.    Aus  dem  zweiten  folgt, 
wenn  sich  CF  und  BD  iu  //  schneiden,  dann  ^chen  c'b'  und  ad 
durch  denselben  Punkt  H,  Aus  dem  dritten  folgt,  wenn  sich  AB 
und  CF  in  G  schneiden,  so  gehen  ca  und  b'tl  auch  durch  G.  — 
Die  4  Punkte  a'b'e'd  bilden  ein  Yiereck  im  angegebenen  Kreise, 
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dessen  Diagonalpmikte  Af,  C?,  H  sind,  die  also  ein  System  harmo* 
nsdier  Pole  in  Bezug  «nf  den  inlieschfiebeneQ  Kreie  bilden. 

3)  Die  Punkte  eaQ  nnd  c6Jf  liegen  resp.  in  gerader  Linie.  Es 
ist  nimlidi  B{Q,  C,H,F)  ein  harmonisches  BtraUanbftschel.  CM 
Khaeide  AB  in  a;  dann  wird  CN  in  M  halbirt,  waa  leicht  eingesehen 
wird.  Die  Strahlen  BP^  BB,  BC  werden  nun  in  N,  O  Ton  einer 
lirtasversale  geschnitten,  und  da  diese  durch  den  einen  Strahl  halbirt 
wird,  so  mnss  der  tI^  an  fieser  Transversale  parallel  sein,  d.  h. 
BQ  II  CM  Schneidet  also  aQ  die  Linie  CN  in  O,  so  muss  Ga^aO 
leio,  da  Sa  =  aC  ist  Non  ist  das  Baschel  A)  eben&Us 

harmonisch,  also  Ga  oder  aO  ist  parallel  AC^  d,  h.  e«  ist  die- 
selbe Linie  als  ac,  oder  Ga  geht  durch  c. 

Ebenso  ist  A{G,  C\  IT,  F)  harmonisch,  woraus  folgt,  dass  AH\\  CN. 
Ist  nnn  Q  der  Schnittpunkt  von  CM  und  blf,  so  folgt  Qh  =  hU. 
Ebenso  ist  ({(f^E^M^A)  harmonisch,  also  bU\\liC^  also  cbH  m 
gerader  Linie. 

3)  Es  werde  nun  Dd  von  ab  m  von  eh  in  7?,  von  ac  in  P 
feschnitten ;  ferner  CF  von  ab  in  ^7,  AM  von  cb  in  und  BD  von 
m  in  V.  Zunächst  ist  F{A^  E,  G)  harmonisch,  und  da  ah  \\  FA^ 
so  mnss  MS  ^  SU  sein,  o,  M,  h,  U  sind  aber  harmonische  Punkte, 
weil  dieselben  auf  dem  harmonischen  BQschel  C(J9,  M^  Dy  U)  liegen, 
also  ist 

SM^^Sb.Sa 

oder,  weil  SM~  8d  ist,  weil  Pc'  -  /U,  nnd  UM\\  Fe'  ist 

Ebenso  ist  D(A,  Af,  iv,  (?)  harmonisch  und  a<?||  DA^  also  VP^PG, 
Es  siud  aber  cVaG  vier  harmonische  Punkte,  also 

PG*  -=  Fa.  Po 
oder  da  ebenso  P(r  ist, 

Pcfl  —  /Vi./Vj 
Man  wird  ebenso  beweisen,  dass 

Wenn  wir  nun  den  Kreis  durch  (ibc  Kgen,  so  haben  nach  dem  eben 
'j'^«;agten  die  Punkte  /?,  gleiche  Potenzen  fm-  lieide  Kreise,  den 
Neuupuuktekreis  und  den  inbeschriebeueu  Kreis  «/yo,  also  ist  diese 
Linie  PS  oder  Ihi  dii'  Chordale  beider  Kreise.  Da  diese  aber  den 
einen  Kreis  und  zwar  in  tl  berührt,  so  muss  sie  auch  den  andcni  in 
demselben  Paukte  berühren,  und  diese  Kreise  berühren  sich  also  in  d. 

W.  Fuhrmann, 

Oberiebrer  nn  dor  Rciil><  hulo  auf  Jcr  Burg 
in  Königsberg. 
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4 

5. 

Entwiekelnngr  fOB  log(l-)-^)« 

Ich  fttge  noch  die  £ntwickelnng  von  log(l-|-a;)  in  eine  Beilie 
anf  eine  neue  Weise  hinzu,  die  mir  deshalb  wohl  erwAhnenswert  zu 
sein  scheint,  weil  sie  ganz  ohne  den  binomischen  Lehrsatz  gefunden 
wird. 

Es  sei 

log(l-f-a;)  «=  a^x-j-asic^-j- •••  "  ^Oftx* 

also 
also 

10g(l+a:)-log(l+y)  =  log  j^;^  «  |aA(x*-y*) 

Nun  ist 
abo 

Wir  finden  also 
oder 

Wir  setzen  nnn  «  »  y.  Es  ist  aber 
also 

da  die  «brigeii  OUeder  der  rechten  S<dte  fort&Uen.  Es  ist  aber 

Hieraus  folgt  also 



Der  Coeffident  %  mnss  natoriich  anf  gewöhnliche  Weise  bestimmt 
werden* 

Königsberg,  d.  5.  Jan.  1878.  W.  Fuhrmann. 
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fintf ttelaar      Wertet  eiM  kettinuBtem  iBtefnüet. 

Das  zu  berechnende  Integral  ist 


(1) 


fur  den  Fall,  in  welchem  A  und  B  positive  Zahlen  sind  und  q>iu) 
eine  ganze  algebraische  Function  von  u  bedeutet 

Ffllort  man  in  dorn  obigen  Integrale  fiUr  u  eine  nene  Variable  w 
ein,  mittels!  der  SnbBtitation 

fi-«+(/J-a)w  (2) 

SO  erbftlt  man 
Seilt  man  der  Karze  halber 

ß^a  =  y 

mid  entwickelt  man 

auUelst  der  Madaarinischen  Beihe,  so  erhält  man: 

0 


1  Mim  kann  diesen  Ausdruck  auch  so  schreiben: 
:  1. 


Kui  ist  bekanntlidi  fftr  posItiYe  Werte  von  p  und  g 


fal^ieh  hat  man: 


224  Miscellen. 


4bc . COS*  ^ 


A 


und  die  Verglcichung  mit  den  Gleichaogen  1),  2),  3),  4)  ergibt  so- 
fort, dass 

4*ü.cos*^ 
cosV  =  sin».).  =  (i+t)» 

4^ .  sin*  ^ 

cotg«g>,  =  tg  Vi  = 

zu  setzen  ist,  welche  letzteren  Gleichungen  zur  Berechnung  der  Hilfs- 
winkel fuhren. 


Prag,  December  1877.  E.  C  zu  her. 
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XIV. 

Einleitung  in  die  Theorie  der  Substitutionen 
und  ihre  Auwenduugeu. 

Von 

Henm  Dr.  E.  Netto 

hl  BwlSn. 


Häufig  genug  gesehielit  es,  dass  beim  ersten  Stndinm  der  Snbstitn* 
tionen  die  rein  formale  Sdte  dieses  Gegenstandes,  das  Operiren  mit 
Operationen  sowie  der  schdnbare  Mangel  eines  realen  Hintergrundes 

ermüdend  oder  verwirrend  wirkt  Die  nachfolgende  Darstellung  ent- 
sprang dem  Bestreben  jene  Theorie  von  vorn  horciii  in  Beziehung  zur 
Algebra  zu  setzen,  der  sie  ja  ilnxn  Ursi)rung  verdankt,  und  so  den 
angeführten  Mängeln  entgegenzutreten:  ein  Weg  der  in  dieser  Art 
l'isbor  noch  nicht  eingeschlagen  ist.  Es  kommt  mir  hier  nicht 
darauf  an,  neue  S&tzo  oder  neue  Beweise  zu  geben;  nur  der  Gang 
der  Untcrsuehnngen  ist  es,  auf  welchen  ich  die  Aufmerksamkeit  richten 
möehle.  Dass  ich  nirgend  die  einschlägige  Litterator  angefftrt  habe, 
ist  gldcbfEkUs  nnr  eine  Folge  jenes  Zweckes,  den  ich  mit  dieser 
Arbeit  elementaren  Charakters  verbinde. 

Wenngleich  es  für  den  ersten  Abschnitt  der  folgenden  L'nter- 
suchungen  nicht  nötig  ist,  so  mögen  doch  schon  hier,  um  später  einer- 
seits in  der  Theorie  der  Gleichungen  eine  analytische  Behandlung 
überhaupt  zu  ermogliclion,  und  um  andrerseits  den  Schwierigkeiten 
aus  dem  Wege  zu  gehen,  welche  bei  allgemeinen  Fragen  durch  spe- 
delle  Werte  der  dabei  auftretenden  unabhängigen  Grössen  hcnror- 
gemfen  werden,  die  Coefficienten  der  von  nns  betrachteten  Gleichungen 
stets  als  Terftnderücbe  angesehen  werden.  Ffir  nnsem  Zweck  reicht 
es  a«8,  sie  als  Functionen  einer  und  derselben  unabhftngigen  OrOsse 
g  anfcoCusen;  es  seien  also  in  der  Gleichung 
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(1)  fix)  =  »«  — aia:»»-»4.a,««-a—  ...  ±an  «  0 

die  Coofiicionten  a^^  ...  on  Fanctioncn  von  «,  Ober  deren  Beschaffen- 
heit vorläufig  nur  bestimmt  wird,  dass  eine  stetige  Aendenmg  von  s 
auch  stetige  Acndernngen  von  ...  inr  Folge  hat.  Die  Wnrxein 
der  Gleichung  (1)  mögen  mit 

bezeichnet  werden.  Es  ist  dann  beJaumtlicfa 

/«X  '1^» + ^1^3 + +  . . .  +  flPrt  -1  a-H  =  Zx^x^  =  a, ; 


'i*!*»  ...  ar»  —  Ol,, 

so  dass  das  System  der  durch  (3)  definirten  n  Grössen  a-,,  ...  r„  das- 
selbe ist,  wie  dasjenige  der  Wurzeln  von  (1).  Es  findet  daher  die 
Identität  statt 

(4)    <r.«»— &i.flri^l+2:a      ^a"-*  —  . . .  ±  2:x^r^x^  . . .  ar^  =  0 

(««1,  2,  3,  ...  n). 

Beim  Nfichstfolgenden  ist  es  abrigens  nicht  nötig,  die  Ezistens 
von  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  vorauszusetzen.  Im  Gegenteil;  es  kann 
gerade  auf  Grund  dieser  Untersuchungen  ein  Beweis  für  die  Existenz 
der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  gegeben  werden.  Die 
Definitionen  (3)  der  elementaren  symmetrischen  Functionen  Z;r„ 
üo^flr,, ...  werden  völlig  ausreichen,  so  dass  also  nicht  eigentlich  von 
der  Gleichung  (1)  und  ihren  Wurzeln  (2),  sondern  vielmehr  von  den 
Grössen  (2)  und  der  zwischen  ihnen  bestehenden  Identität  (4)  die 
Bede  sein  wird. 

§2. 

Wir  l)etrachlen  nun  eine  ganze  Function  (jp  der  n  Grössen  ar,, 
x.u  . . .  Die  Coeftlcienten  dersolht  n  niögt  ii  Functionen  der  wiUkOr- 
lichen  Yerändcrlicben  x  sein.  Acndcrt  man  in 

die  Aufeinanderfolge  der  Elemente  x  derart  ab,  dass  man  statt  tt^  setzt 
ar^a,  statt     ebenso  wobei  der  Complez  ff^i,  jrf,,  ...  sn^  nur 

dne  beliebige  Reihenfolge  der  Grössen  a?!,  ...  r«  bezeichnet ,  so 
erhttit  man  den  Ausdruck 
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Wir  betrachtea  zuerst  die  Art  der  DarsteUmig  eines  solchen  Ueber- 
gnnget  von  «t«  ^  ^»  ir^,  ...  ta^^  den  man  Substitution 
nennt 

Zuerst  kann  man  ihn  durch  das  Symbol 

bezeichnen;  hier  wird  jedes  Element  der  zweiten  Zeile  durch  das 
darUberstehendo  ersetzt  Diejenigen  Elemente,  welche  durch  die  Sub- 
stitution etwa  nicht  umgestellt  werden,  d.  h.  die,  für  wdche  n—dr/j^ 

ist,  brauchen  gar  nicht  in  die  Klammer  aufgenommen  zu  werden. 
Zweitens  kann  man  jene  Substitution  auch  in  der  Form 

istlXi^Ti  ...){X9XiJCi.  ...)(2(jCf.  ...)  ... 

»,         ■  "t  ' 

darstellen.  Hier  wird  jedes  Element  einer  Klammer  mit  Ausuame 
des  letzten  durch  das  darauf  folgende,  das  letzte  der  Klammer  aber 
durch  ihr  erstes  ersetzt  Da  wir  nun  auf  rx  folgen  Hessen  a*/^,  so 

musste  natftrlich  r^,  durch  x.  .  ^  ebenso  r4^  durch  rt.  ersetzt  werden. 

Geht  man  von      aus,  ersetzt  dies  durch  dr»,,  dies  dann  durch  x«^^ 

n.  s.  w.,  so  kommt  man  schliesslich  zu  einem  Elemente,  auf  welches 
wieder  das  Anfangselement  folgt  Damit  ist  man  dann  bei  dem 
cyklischcn  Fortracken  auf  das  erste  Element  zurflckgekommen  und 
der  Cyklns  ist  gesddossen.  Giebt  es  ausser  den  Elementen,  die  in 
£eaem  ersten  Cyklns 

...) 

enthalten  sind,  noch  andere,  z.  B.  r$,  so  beginnt  man  mit  einem  der- 
selben einen  neuen  Qyklus  u.  s.  w.  Auch  hier  ist  es  klar,  dass  die 
Elemente,  welche  die  Substitution  nicht  umstellt,  welche  daher  jedes 
llr  sich  allein  einen  Cyklns  bilden  worden,  fortgelassen  werden  können. 

Endliih  drittens  kann  man  aurli  norh  die  Snl»stitutiouen  in  ('\kleu 
Ton  immer  nur  '2  Klenienten,  in  sogeuauute  Trauspositiuueu  zer- 
legen. Uier  wurde  man  erhalten 

•  •  •  (w^  (w^^) . . . ; 

denn  es  ist  ersichtlich,  dass,  wenn  man  zuerst  0*1  und  x,,  vortauscht, 
und  wenn  ursprünglich  auf      folgen  sollte  rt^^^  nach  jener  Yertau- 

idnng  auf    folgen  muss  n.  ,,  so  dass  der  Cyklns  {xi'if)  auftreten 
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wird.  Bei  dioBer  letzten  Methode  ist  es  aber  nicht  ndtig,  alle  ^ 

möglichen  Transpositionen  der  n  Elemcutc  x  zu  vcrweudon.  Es  be« 
steht  nftmlich  die  Gleichung 


welche  so  aufzufasseu  ist,  dass  mau  die  auf  der  rechten  Seite  ange- 
deuteten Operationen  nach  einander  ausfürt.  Danach  würde  reclits  zuerst 
xa  durch  x).  ersetzt  werden;  die  zweite  Trausposition  liessc  dauu  xx 
ungeäudert,  wärend  die  dritte  es  wieder  durch  xa  erset/t,  so  dass 
Xa  tatsächlich  ungeäudert  hleibt.  r;.  würde  zuerst  durch  xa  ersetzt 
werden,  dies  dauu  durch  a«,  und  x^i  bleibt  in  der  dritten  Transposi- 
ungeändert.  Die  Richtigkeit  der  Gleichung  ist  also  bewiesen.  Aus 
ihr  folgt,  dass  nur  diejenigen  Transpositionen  verwendet  zu  werden 
brauchen,  bei  denen  ein  Element  von  vorn  herein  bestimmt  ist,  z.B. 

x^.  Dieses  Element  kann  auch  in  jedem  Cyklus  als  das  erste 
anfgefasst  werden,  da  ja 

oder  allgemeiner  ancfa  bei  Cyklen  von  mehr  als  zwei  ElementeD,  da 

—  {KdK4  ...  Xtfitk)      ...  «  ...  Cut) 


Die  meisten  Vorzüge  bat  die  zweite  dieser  drei  Darst^nngs- 
weisen.  Bio  erste  leidet  trotz  ihrer  scheinbaren  Ein&chheit  an  einer 
gewissen  Unflbersichtlichkeit}  die  dritte  hanptsäcblicb  daiattf  dass  im 
aUgemeinen  die  einzelnen  Cyklen  nicht  Tertauscht  werden  können, 
one  die  Substitution  zu  ändern,  ferner  daran,  dass  tin  und  dasselbe 
Element  mehr  denn  einmal  in  die  Snbstitationsdarstellang  eintreten 
wird. 

Wir  wälen  als  Beispiel  für  m  «  7  die  Folge 
««1  »31  *4»  »6»  «"61       welche  durch   arj,  2-7,  x^,  x^,  a-,,  y^,  x, 
ersetzt  werden  soll.  Diese  Substitution  wird  entweder  durch 


ist. 


resp.  einfacher  durch 
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nd  endlich  nach  der  dritten  Art  dordi 

(x,a-j)  (x^x^)  (x^j) 

resp.  darch 

(«i'»)  (Vö)  (Vt)  («^l'f) 

darznstellen  sein.  — 

Solcher  Substitutioiieu  zwischen  dcu  n  Elcmcutcn  r,,  x^,  ...  xn 
giebt  CS  1.2.3  ...  n  nl,  wenn  die  Elenicutc  x  als  vou  einander  ver- 
schieden augeschen  werden  und  wenn  (x^){x2)  ...  (x„)  als  Substitution 
mitgezült  wird,  trotzdem  es  alle  Ekinentc  uugeüiidert  lässt  UDil  da- 
her auch  kurz  » 1  gesetzt  wcrdeu  kann. 

Wendet  mau  alle  diese  v]  Substitutionen  auf  <)p(r,,  ...  x,,)  an, 
d  h.  fürt  man  jede  dieser  Substitutionen  der  x  in  dem  Ausdrucke 
«jp  durch,  so  erhält  mau,  den  durch  die  Substitution  1  horvorKerufeucn 
ursprünglichen  mitgerechnet,  n\  Ausdrücke.  Diese  brauchen  nicht 
saninitlich  von  einander  verschieden  zu  sein;  einige  können  den  ur- 
sprünglichen Wert  qr(-^ii  •••  >Nieder  annehmen;  alle  werden  es 
sogar  tun,  falls  <p  eine  symuictrischc  Function  der  x  ist. 

Ist  z.  B. 

9(r„  ...  «4)  —  *i.r,+r3.r4 

so  wird  der  Wert  von  <p  dorcb  die  Sabstitutioncu 

,    (.r,  j-.,)  (x..x^) ,    (x^x^)  (x^j) ; 
{x^x^^xj ,    (u  iX^x^i) 

und  utariich  auch  durch  die  Sohstitation  1  nicht  geändert  Alle  an- 
deren Sabstitntionen  zwischen  den  x  liefern  dagegen  einen  von  riars-f 
Terschiedenen  Ansdmck  and  zwar  entweder 

Alle  diejenigen  Snbatitntionen,  welche  9(;r„  ...  r»)  nngeändert 
Uesen»  und  deren  Anzal  r  sein  mag,  sollen  mit 

*i»  'f»  '4»  •  •  •  'r 

bezeichnet  werden.  Bedeutet  also  <f„  das  Resultat  einer  kuri  mit  ö 
bezeichneten  Substitution  auf  9),  so  wird 

Warden.  Ortcnbar  wird  sich  die  Substitution  I.  weil  sie  ja  eben  kcins 
der  X  nmsolzt,  uuier  dcu  «  tiudcui  es  möge     —  1  hier  und  im  Fol- 
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genden  sein.  Der  Yoraussetzang  nach  wird  keine  von  den  obigen 
verschiedene  Substitation  $*  den  Wert 

9r  —  V»i  =  9i 

herrorbringen.  Wendet  man  jetzt  anf  ip  zwei  Substitutionen  unserer 
Reihe  n  nnd  nach  einander  an  und  deutet  das  ScUnssresultat  in 
ftnlicher  Weise  durch  den  Index  an,  so  wird  anch 

werden;  es  muss  also  die  Substitution  tf,  welche  durch  die  Aufeinan- 
derfolge der  beiden  Substitutionen  »x  und  «/<  gebildet  wird,  gleich&Us 
in  der  Beihe  der  ti,  ...  sr  enthalten  sein.  Wir  nennen  0  das 
Product  der  Substitutionen  9X  nnd  und  schreiben  demgemiss 
—  «A-«A*i  folgt,  dass  auch  das  Product  beliebig  vieler  «  sich 
wieder  in  der  obigen  Reihe  findet 

Die  Ausfttrung  solcher  Multiplication  ergiebt  sich  folgender- 
nassen«  Sind 

\fl^  ^    •*./    \^    ^  / 
dio  beiden  Factoren,  so  ist 

das  Product  Nach  der  zweiten  DarsteUungsart  folgt  ans 

(ar,a-,-,x,-.  ...)...,    UUd    {r^Xki^k^  ...)... 

als  Factoren  das  Product 

•) ('•'*|  ...)..., 

und  b^  der  dritten  Art  endlich  braucht  man  die  Transpodtlonen  der 
zweiten  Substitution  nur  auf  die  der  ersten  folgen  zu  lassen. 

^?immt  mau  also  in  ilom  Beispiel  vou  §  2.  uoch  dio  Substitution 
«g  zu  dcr  cisteü  *j  =  (xja^Xg)(jr^)  hinzu,  so  ergiebt 

sich  als  Product  beider 

Mau  siebt,  dass  bei  dieser  Multiplication  eino  Vertanschung  der  Fac- 
toren nicht  oue  weiteres  gestattet  ist;  €X9fn  nnd  9fßx  sind  im  allge- 
meinen von  einander  verschieden.  In  unserem  Falle  ergäbe  dieVer^ 
tanschung  der  Factoren 
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DIo  «,  welche  qp<r,  ...«■»)  nngeiodert  lassen,  bilden  also  eine 
geschlossene  Grappe,  insofern  das  Prodnet  zweier  nnter  ihnen  wieder 
zn  den  •  gehört  Mit  diesem  Namen  Gruppe  soll  stets  ein  System 
von  Substitutionen  von  der  angegebenen  Eigenschaft  bezeichnet  wer- 
den. Die  Anzal  der  Elemente,  welche  durch  die  Substitutionen  der 
Gmppe  umgesetzt  werden,  also  hier  «,  heisse  der  Grad;  die  Anzal 
der  Substitutionen  selbst,  also  hier  r,  die  Ordnung  der  Gruppe. 


§  4. 

Schon  (  ine  eiuzif^c  Substitution  giol)t  Voranlassun;^  zur  Bildung 
cintT  Grui)pe,  inileni  man  sie  mit  sich  selbst  multii)licirt ,  oder  ihre 
Potenzen  bildet;  diese  zusiiiiimcn  hililcn  eine  Gruppe,  deren  Ord- 
nung gleich  dem  Exponenten  der  niedrigsten  l'oten/.  \(»n  >•  wird, 
welche  den  Wert  1  erhält,  oder  auch  gleich  dem  kleinsten  Vielfachen 
der  Ordnung  der  <Mnzelneii  Cykleii.  Eiithiilt  ein  Cykliis  die  Folge 
(:r,ir^., . . .  ar,„),  sü  wird  seine  zweite  Potenz,  je  nachdem  m  gerade  oder 
angerade  ist,  die  Form  haben 

{sc^rgr^ . . .  Xm-i)  (x^^je^  •  'm) 

oder 

(arjJ^aJrj  . . .  Xm^r^x^  . . .  ;rin.i)  j 

seine  dritte,  jenachdem  m  =  0  (mod.  3) 
oder  M  « 1  (med.  3) 
oder  si  =  2  (mod.  3) 

•  •  •  fm—lX^^  •  •  •  fmX^^  .  •  •  Cm— 2)* 

Die  mtc  Potenz  und  folglich  auch  die  2m,  3m^  ...  to  Potenz  ändert 
keius  der  Klemcute  X],  ...  xm\  sie  wird  also  =  1. 

In  inlieher  Weise  wie  die  Potenzen  mit  absoluten,  kann  man 
die  mit  positiTon  und  negativen  Exponenten  betrachten,  indem  man 
«•f  1       1^  die  Substitutionen  ansieht,  welche  den  Gleichungen 

genflgen.  Wenn  t  die  Ordnung  von  «  ist,  d.  h.  wenn  =  l  wild,  so 
kann  natürlich  auch 

definirt  werden. 
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FOr  die  olNge*  SabBtitation 
ergeben  sich  die  Potenzen 

««  =  1.  - 

Sind  zwei  Snbstitationen  *x  nnd  #^  gegeben,  so  hat  man,  um  dio 
Gruppe  kleinster  Ordnung  za  finden,  der  beide  angehören,  nicht  nur 
die  Potenzen  «a*  und  »tiß  zu  mitltiplidren,  sondern  man  moss,  da  im 
allgemeinen  «a«|i  ▼on  §^$1  verschieden  ist,  sämmtliche  Gomplexe 

1;        9f/ß\  «A«Vi  V***» 

bilden,  bis  alle  überhaupt  bei  einem  Producte  von  m  Factoren  auf- 
tretenden Substitutionen  schon  unter  den  frtlhcren  enthalten  sind. 
Dann  sind  nämlich  die  von  w-|-l  Factoren  auf  solche  von  höchstens 
m  Factoren  reducirbur,  also  sind  auch  sie  schon  sümmtlich  unter  den 
aufgestellten  Substitutionen  enthalten.  Von  allen  so  erlangten  werden 
nur  die  von  einander  verschiedeneu  beibehalten;  diese  bilden  die  ver- 
langte kleinste  Gruppe,  welche  die  Substitutionen  ex  und  Sß  umfasst. 

Für  die  oben  betrachteten  Substitutionen 

n^{set'^^(x^i)   und  «i«  =  («j«4«?a«) 

ergiebt  sich  auf  diese  Weise  eine  Gruppe  der  Ordnung  24.  Vorftrt 
man  aber  in  der  angegebenen  Art  mit  zwei  beliebig  gebildeten  Sobstits- 
tionen,  so  erhält  man  als  Gruppe  im  allgemeinen  alle  n!  ttberhaupt 
möglichen  Substitutionen.   Es  ist  ein  ebenso  wichtiges  wie  schwieriges 

Problem  s?.  und  so  zu  bestimmen,  dass  dio  Ordnung  der  resul- 
tirenden  Gruppe  kleiner  als  n!  wird. 

Dass  in  unserem  Beispiele  eine  Gruppe  der  Ordnnag  24  statt 
einer  solchen  der  Ordnung  71  sich  ergab,  folgte  daraus,  dass  nicht 
alle  Elemente  unter  einander  in  Verbindung  standen.  Nur  «ix^c^ 
einerseits  nnd  andererseits 

'^s'4's^ 

vertauschten  ihre  Plfttzo  unter 
einander;  zwischen  beiden  Systemen  bestand  aber  kein  Znsammenhaag. 
So  lieferten  die  ersten  fftr  sich  31  die  letzteren  4  Substitutionen, 
und  im  ganzen  ergaben  sich  dann  hier  31  4  —  24  Substitutionen. 

Grnpj)en,  bei  welchen  alle  Elemente  mit  einander  in  Verbindung 
stehen,  hcisscu  transitiv,  solche  bei  denen  dies  nicht  der  Fall  ist, 
intransitiv.  Die  ersterc  Art  ist  die  wichtigere,  da  jede  iutransitivo 
Gruppe  sich  auf  transitive  reduciren  lässt,  und  da  in  der  Theorie  der 
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Gleichaogen  die  transitiven  Grappen  so  den  irrednciblen  Gleichungen 
In  enger  Beziehung  stehen. 

In  einem  anderen  Falle  erliillt  man  j^'leichfalls  Gruppen,  deren 
Ordnung  kleiner  als  «!  ist,  wenn  nämlich  die  beiden  Substitutionen 
n  and  Sf$y  welche  sie  erzeugen,  vcrtanschbar  sind,  d.  h.  wenn 

ist  Dum  sind  nftmlich,  wie  man  leicht  beweist,  anch  ihre  Potenzen 
vertaoschbar 

and  daraus  folgt  dann,  dass  jede  Substitution  der  Gruppe  auf  die  Form 

gdmcht,  also  auf  zwei  Faetoren  redndrt  werden  kann. 

So  sind  stets  zwei  Potenzen  derselben  Substitution  vertauscbbar, 

ferner  auch  solche  Substitntionen,  welche  keine  Elemente  gemeinsam 
haben;  endlieh  aber  anch  allgemeinere  wie  die  im  §  3.  gefundenen 

hier  ist 

»  *f».«A  —  (Jpi«4«r^») 

Der  zweite  dieser  Fälle  zeigt  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes : 
Wenn  man  die  Substitutionen  zweier  Gruppen,  welche 
keine  gemeinsamen  Elemente  besitzen,  mit  einander 
mnl tiplicirt,  so  entsteht  eine  intransitive  Grnppo,  deren 
Grad  gleich  der  Summe  der  Gradzalcn  und  deren  Ord- 
nung gleich  dem  Producto  der  Ordnungszalen  der  ur- 
sprftaglichen  Gruppen  ist 

§6. 

Zu  den  vorstehenden  Untersuchungen  waren  wir  dadurch  gelangt, 
dass  wir  die  Gcsammtheit  der  Substitutionen  betrachteten,  welche  den 
Ausdruck  einer  gegebenen  Function  nicht  ändern  sollen.  Diese  an  Zal 
mindestens  1  und  höchstens  nl  bilden  eine  geschlossene  Gruppe  des 
Grades  n,  derart  dass  das  Product  zweier  Substitutionen  der  Gmppe 
wieder  zn  derselben  gehOrt  Jeder  Function  der  n  Grössen  «„ ...  «r» 
ist  eine  solche  Gruppe  zugeordnet  Umgekehrt  kann  man  gleichfiBlls 
sogen,  dass  zu  jeder  Gruppe  des  Grades  n  auch  Functionen  von  x^, 
*n  gehören,  welche  fftr  sänimtliche  Substitutionen  derselben  und 
mr  fbr  sie  ongciiindert  bleiben.  £s  wird  durch  diesen  Nachweis  ein 
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Zosammcuhang  zwischen  den  Gruppen  und  den  Fonctionoii  horgesteilt^ 
80  dass  die  Erforschung  der  einen  auf  die  der  andern  rcducirt  wer- 
den kann;  die  scheiubar  rein  formale  Operation  der  Substitutioneu 
erh&lt  dadurch  einen  realen  Hiutergrond  und  eine  wichtige  Anwendung. 

Gesetzt  man  hätte  eine  Function  rp  der  n  Grössen  Xj,  j-^,  ... 
wekijc  für  eine  jode  Substitution  s  des  (iradps  n  zwischen  den  x 
ihren  Wert  ändert;  wenn  nun  eine  beliebige  Gruppe  5*"  mit  den  Sub- 
stitutionen 

*i     1>  *«i  *a>  ♦••  *r 
gegeben  ist,  bo  wird  die  Function 

in  welcher  u  eine  willkürliche  Veränderliche  bedeutet,  für  jede  Sub- 
stitution der  Gruppe  W  ihren  Wert  behalten.  Es  unterscheidet  sieb 
nämlich 

von  durch  die  Factorenfolge ;  und  wenn  umgekehrt  c  eine 

nicht  sn  9^  gebdrlge  Substitution  ist,  so  wird  von  verschieden 
sein.  Denn  man  bfttte  im  cntgegeugcsetsten  Falle 

^^)(«-g>,,^)  .... 

keiner  der  Ausdrücke 

ist  einem  der  früheren 

gleich,  da  ja  9  der  Voraussetzung  gomfiss  n!  Werte  hat;  es  mttsste 
daher  die  Gleichung 

welche  in  u  vom  Grado  r  ist,  mindestens  die  2r  vcrscbiedcueu  Wurzeln 

besitzen.  Dies  ist  nur  möglich,  wenn  t^;,  identisch  0  ist,  was  aht  r 
hier  nicht  eintreten  kann,  r/^  ist  also  wirklich  die  Function,  welche 
für  alle  Substitutionen  von  ^¥  und  nur  für  diese  nngeäudert  bleibt. 
Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  beim  obigen  Schlüsse  die  Exi- 
stenz von  Wurzeln  nicht  vorausgesetzt  ist,  sondern  nur  der  leicht 
ersichtliche  Satz,  dass  eine  Gleichung  rtcn  Grades  nickt  mehr  als  r 
Wurzeln  haben  kann. 

Die  Construction  der  liirrboi  gebrauchten  Function  qr,  welche  n ! 
Worte  hat,  geschieht  folgendermasscu;  Sind  die  x^^  x,,  ...  x»  vou 
einander  unabhängig,  so  wird  schon 
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der  Bcdiogung  genügen,  falls  die  Constanten  a  alle  von  einander  vi  r- 
schieden  sind^  denn  mau  kann  ifk--<Pi  nach  den  x  ordnen,  so  dass 
man  hat 

^k  —  <Pi  =  («»,  — «i)^i+(«ik.--«2)r,+  ..., 

md  dieser  Amdmck  kann  fttr  von  einander  onabhängigc  x  nur  ver- 
scbwinden,  wenn  allgemein  a»^     ax  ist,  wenn  die  Substitution  also 

kein  x  umsetzt,  d.  b.  gleich  1  wird. 

Aber  selbst,  wenn  eine  Abbängigkeit  zwischen  den  x  besteht,  giebt 
es,  sofern  nnr  nicht  swei  der  m  einander  gleich  werden,  unendlich 
Wide  Systeme  der  «,  fflr  welche 

wl  verschicdone  Worte  hat  Denn  wäre  für  jede  Wal  der  «  ein  9)« 
einem  q>t  gleich,  so  mttsste  das  Product 

(tf,  T  «  1,  2,  . . .  N !  i  a  ungleich  i) 

identisch  Terscbwinden.  Ans  dem  Prodncte  beben  wir  nnn  diejenigen 
Fnctoren  fpo—ipt  henns,  bei  denen  der  Coeffident  von  o,  nämlich 
«tf.  —  oTr,  verschwindet  nnd  setzen  das  obige  Prodnct 

-wo  3/"'  von  cfj  unabhftngig  ist  Soll  uuu  Uioer  Aiisdrnck  für  jede 
Wal  der  Werte  von  a  verschwinden,  so  geseliieht  dies  aiieh  dann, 
^enn  mau  n^,  rr^^  ...  On  willkürlich  annimmt,  0|  aber  derart  bestimmt, 
dass  es  keinen  der  Werlo 

AV 

erbilt,  deren  Anzal  ja  höchstens  nl  und  von  denen  keiner  00  ist 
Der  zweite  Factor  verschwindet  dann  sicher  ftür  die  getroffene  Wal 
der  «  nicht;  es  mOsste  also  At  bei  beliebiger  Wal  von  <r,,  u^, «r» 
2¥hI1  w^en.  Nun  kOnnen  wir  ebenso  wieder  anordnen 

wobei  M"  von  ff«  unabhängig  ist.  Willen  wir  r^,      ...     wieder  will- 
kürlieh und  nehmen      so  au.  dass  keiner  der  Faetoren  AV-j-TT?"«, 
verschwindet,  dann  erkennt  man,  dass  schon  M''  für  jede  Wal  von 
a^,  ...  Null  werden  muss,  u.  s.  w. 
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Da  aber  in  keiucr  Differenz  <pa  —  (fr  die  Coefticientcn  aller  a 
verschwinden  können,  so  kommt  mau  schliesslich  auf  ein  3/,-,  welches 
eine  Constante  und  daher  iu  unserem  Falle,  wo  dieselbe  identisch 
verschwinden  soll,  gleich  Null  werden  mtisste.  Das  ist  aber  anmögiich. 

Das  Prodnct 

kann  also  nicht  identisch  Null  sein.  Man  kann  daher  stets  Wert- 
eystemc  für  die  a  wälen,  fUr  die  alle  »1  möglichen  Werte  von  9> 
verschieden  sein  werden. 

8o  haben  jrir  gezeigt: 

Fflr  jede  Function  giobt  es  eine  Gruppe  von  Suhsti* 
tutionen,  deren  Anwendung  auf  die  Function  den  Aas- 
drnck  derselben  nicht  ändert 

Ftir  jede  Grui)i)e  von  Substitutionen  gicbt  es  Func- 
tionen, die  für  alle  Substitutionen  der  Gruppe  und  nur 
für  diese  ihren  Wert  nicht  ändern. 

Offenbar  giebt  es  unendlich  viele  Functionen,  welche  derselben 
Gruppe  zugeordnet  sind;  z.  B.  werden  alle  rationalen  ganzen  Func- 
tionen einer  jeden  dazu  gehören.  Yen  dem  algebraischen  Znsammen* 
hange  aller  dieser  Functionen  wird  spftler  die  Rede  sein. 

Uebrigeus  liefert  die  hier  gegebene  Abicituug  zwar  stets  die  ge- 
forderten Functionen,  meistens  aber  in  viel  zu  complicirten  Ausdrücken. 
So  würde,  wenn  man  von  der  im  §  3.  aufgestellten  Gruppe 

1;  (•Tj's);  (-^a-^i);  (-^1^2)  (v*);  (^i^a^jr^*); 

ausginge,  die  zugehörige  Function  in  der  schwerlUligen  Form  eines 
Productes  von  8  Factoren  u — [a^dri,  -l-iijir^-f-ayar,,  -f-  a^xtj  erscheinen, 
Wärend  wir  wissen,  dass  die  Function  9  »acidr,-f  73X4  der  Forde- 
rung bereits  genügt 

Zunächst  wollen  wir,  um  von  dem  eben  dargelegten  Zusammen- 
hange zwischen  Gruppen  und  Fuiu  tioiieu  einigen  Vorteil  zu  ziehen, 
mit  seiner  Uülfe  allgemeine  Gruppen  für  eine  beliebige  Gradzahl  n 
bilden. 

1)  Alle  n!  Substitutionen  zwisehen  n  Elementen  bil- 
den eine  Grnp|>e  des  Grades  «  und  der  Ordnung  m!-,  sie 
heisst  die  symmetrische  Gruppe.  Die  Existenz  der  Gruppe 
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ist  klar;  die  zu  ihr  gobörigen  Fnnctioiieii  sind  die  sjmmelrischen. 
Die  Gruppe  ist  transitiT  d.  Ii.  sie  setzt  alle  Elemente  mit  einander 
in  Verbindung,  ja  sie  ist  sogar  n— Ifach  transitiv,  d.h.  es  giebt 
in  der  Gnippe  Substitutionen,  welche  «—1  beliebig  gowälte  Elemente 
anf      1  beliebig  gewfllte  andere  folgen  lassen. 

2)  Alle  S iibstitut ioncu,  die  aus  je  einer  geraden  An- 
zal  von  Trans  Positionen  bestehen,  bilden  eine  Gruppe 
des  Grades  n  und  der  Ordnung'  \n\\  die  Gruppe  lieisst 
die  alternircude  Gruppe.  Die  Existenz  der  Gruppe  leitet  man 
am  einfachsten  aus  der  Existenz  der  zu  ihr  gehörigen  ulteruirenden 
Functionen  ab.  Wir  bezeichnen  die  »  Grössen  statt  mit  xx  hier  der 
Einfachheit  halber  mit 

*»       ^  ...  i, 
nnd  bilden  das  Product  der  |»(n — 1)  Differenzen 

(Ä-a), 

(J— a),  (rf-c), 


(/-a),  {l-b),  (i-t), 

welches  wir  mit  tp  bezeichnen.  Dann  ist  (p  die  verlangte  altcmirende 
Function.  In  der  Tat,  sind  «  nnd  ß  irgend  zwei  der  obigen  n  QrOs- 
len,  wdche  sich  in  die  Reihe  derselben  wie  folgt  einordnen 

<i,  6,  ...  /,  «,  IT,  . ..  A,  ^     ...  I, 

go  gehört  die  Differenz  ß  —  ct  zu  «len  Factoren  >on  qp.  Die  übrigen 
Faitoren  von  9,  weiche  o  oder  ß  enthalten,  gehören  einer  der  diei 
Hei  heu  au 

(o— a),  ...  («— y)       (/?-«),  ...  {ß-f)\ 

<^-«),  ...  (»-«)         {ß-g),  ...  (^-Ä); 
...  (i-ft,  ...  (/-«. 

Die  Factoren  jeder  einzelnen  der  drei  Keihen  kann  man  derart  gmp- 
piren,  dass  das  Product  derselben  durch  die  Suhstitutiou  {aß)  nicht 
geiiudert  wird,  n&mlich  so: 

(««.a)OI-a),  ...5  (••-«)(»•-«, 

dagegen  wandelt  die  Transposition  {aß)  die  Differenz  (/?—«)  in 
(a  —  ß)  um  und  ändert  die  Factoren,  welche  weder  a  noch  ß  ent- 
halten, überhaupt  nicht.  Die  Transposition  {aß)  wandelt  daher  q>  in 
—  9>  um.  Das  Product  zweier  und  daher  auch  jeder  gera- 
dem Anzal  von  Transpositiouen  lasst  folglich  9  nn- 
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geändert  Das  Prodnct  aus  einer  ungeraden  Anzal  von 
Transpositiouen  verwandelt  q>  in  — tp. 

Da  ferner  oben  f  2.  gezeigt  ist,  dass  Jede  Sabetitiitio&  in  ein 
Prodact  von  Traospositioneii  aserlegt  werden  kann,  so  folgt,  dasa  ^ 
überiianpt  nur  die  Werte  +ip  and  —9  bat;  ferner  dass,  wenn  eine 
SobsdUition  dnmal  in  ein  Prodnct  aas  einer  geraden  oder  nngeraden 
Anzal  Ton  Transpositionen  zerlegt  wird.  Jede  andere  Zedegnng  der- 
selben wieder  den  gloicben  Cbarakter  bindehtlicb  der  geraden  resfi. 
angeraden  Anzal  von  Factoron  bebAlt 

Multiplicirt  man  alle  verschiedenen  Sabstitutionen,  welche  ans 
einer  geraden  Anzal  von  Transpositionen  zusammengesetzt  sind,  mit 
ein  und  derselben  Transposition,  so  erhiUt  man  ebenso  viele  verscbie- 
dene  Sabstitutionen,  welche  aus  einer  nngeraden  Anzal  von  Trans- 
Positionen  bestehen ;  es  giobt  also  mindestens  ebenso  viele  der  zweiten 
als  solche  der  ersten  Art;  umgekehrt  findet  aber  dasselbe  statt:  die 
Anzalen  der  Substitutionen  beider  Arten  sind  also  einander  gleich, 
und  die  Ordnung  r  der  altemirenden  Gruppe  ist  gloich  der  Hftlfte 
der  Ordnung  der  symmetrischen  Gruppe,  d.  h. 

Man  erkennt  nnmittelbar,  dass  die  Gruppe  n— 2 fach  transitiv  ist. 

B)  Bezeichnet  pf  die  hdchste  das  Prodact  1.2...»  tei* 
lende  Potenz  der  Primzal  p,  so  giebt  es  eine  Gruppe 
des  Grades  «  und  der  Ordnnng  pf. 

Für  n  <Cp^  ist  das  Theorem  klar.  Denn  ist  n  =  ap-\-lj^  («,  h  p), 
so  sind  aus  den  Zalen  1,  2,  ...  n  nur  2;?,  ...  aji  und  zwar  jode 
durch  die  erste  Potenz  von  ;>  teilbar;  es  wird  also  f  n.  Daher 
nimmt  man  aus  den  »1  Kiemeuten  a  Systeme  von  je  p  Elementen 
heraus,  bildet  aus  jedem  einen  Cyklus,  (wobei  wir  bequemerer  Be- 
zeichnung wegen  nur  die  Indiccs  der  x  angeben)  nämlich 

«1—  (1,         2,     ...  p); 

+     ;'  +  2,    ...  2;>); 
'B-       (2|,  +  1,  2p+2,  ...3p); 


und  die  Gruppe,  welche  aas  diesen  a  Substitutionen  besteht, 

0  «=  ...  «a] 

wird  die  Yerlangte  aehi.  Jene  a  SabeÜtotionen  haben  nftmlicli  keia 
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Elemcut  mit  einander  gcmeiu;  ihre  Ordnnug  ist  also  nach  §4.  gleich 
dem  Prodttcte  der  einzelnen  Ordnangen,  d.  h.  gleich  p'. 

Itt  aber  «»/^S  la  wird  f^p+l»    Denn  jede  der  ersten 
(ji— 1)  Zalen  der  Reihe 

^p,  3p,  ...  (jj  — p.p 

ist  durch  die  erste  Potenz,  die  letzte  ist  dagegen  durch  die  zweite 
Potenz  von  p  teilbar;  /  wird  hier  also  |>-|-1,  nnd  die  Gmppe  der 
p  wie  oben  gebildeten  Substitutionen 

[*,,  «f,  ...  fp] 

reicht  daher  gemäss  ihrer  Ordnung  pP  nicht  mehr  aas.  ^immt  man 
aber  zu  ^  noch  die  Substitution 

3,  2p,  ...  p*) 

liinzn,  welche  alle  p^  Elemente  nmfasst  nnd  die  Elemente  der  ein- 
lelneB  p  Cyklen  verbindet,  so  wird 

^  —  hl    —  »f+O 

die  verlangte  Gruppe  sein.  Zuerst  ist  es  ersichtlich,  dass  die  ersten 
p  —  1  Potenzen  von  nicht  in  vorkommen,  wärend  die  ;)to 
bereits  in  'P"  enthalten  ist;  ferner  dass  alle  p.jtf  Substitutionen,  nvoK  Iie 

aus  dtT  Muitii>licatiou  von  Äp+i"  (o  — U,  1,  p — 1)  mit  einer  iSuh- 

stitution  von  entstehen,  von  einander  verschiedeu  sindj  endlich 
überzeugt  man  sich  leicht,  dass 

~  '^-i-i*^  tind  allgemein  ««.«^-fi  9p^i*9m+i 

ist,  dass  man  also  jeden  aus  den  s  l.ildott  ii  Ausdruck  durch  Ver- 
Lausi-hung  nobst  entsprechender  Veränderung  der  Faclureu  «a  iu  «a-i-i 
oder,  wenn  a  ^  p  ist,  in  >>,  auf  die  l'  orm 

bringen  kann.  <P  hat  daher  auch  niclit  nielir  als  p.pP  Substitutionen 
und  genügt  also  der  aufgestellten  Bedingung. 

Ist  n<if^y  also  n^of^-i-bp+e  (o,  6,  c<Cph  »>  man 
«  Systeme  von  Je  p^  Elementen  nnd  b  Systeme  zn  Je  ji  Elementen, 
büdet  ans  Jedem  einzelnen  Systeme  die  entsprechende  Gruppe  und 
flivltipUeirt  dieee  mit  einander.  Die  entstehende  Gmppe  entq»richt 
den  Bedingungen.  Denn  das  Product  der  Ztlen 

(a-l)2>-  +  l,  ...  ia^i)p^+p,  ...  ap^  (a<p) 

ist  eben  nur  durch  dieselbe  Potenz  von  p  teilbar«  all  da^ienlge  von 

1       ,  ...        p      I  p*« 
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Ist  dagegen  «  » j»',  so  kommt  fOr 

durch  das  letzte  Glied  eine  neue  Potcns  Ton  p  dazu,  so  dass  in  diesem 
Falle  die  Mnltiptication  der  Teilgnippen  nicht  genOgtj  hier  nimmt 
man  aber,  genau  wie  bei  «  »  p*  noch 

P+li  J»*— H-l»  2,  |>+2,  ...  p»— |>-f2,  .«  p,  ...p^ 

hinzu  und  zeigt  geuau  wie  iu  jenem  Falle  die  Richtigkeit  des  auf- 
gestellten Satzes. 

Zugleich  ist  ersichtlich,  dass  die  angewendeten  Schlflsse  allgemein 
gftltig  sind. 

Im  Falle  dass  n  eine  Potenz  von  p  ist,  wird  die  Gruppe  transitiv, 
sonst  nicht 

Wir  haben  in  §  5.  gesehen,  dass,  wie  zu  jeder  Function 
eine  Gruppe  gehört,  deren  Substitutionen  den  Wert  der 
Function  ungeäudert  lassen,  so  auch  zu  jeder  Gruppe 
Functionen  gehören,  deren  Wert  nur  für  die  Substi- 
tutionen der  Grappe  nugeändert  bleibt;  wir  haben  ferner 
im  §  6.  eini^  Gruppen  wirklich  gebildet  und  kehren  nun  zu  den 
Untersnchnngen  des  §  3.  ttber  die  verschiedenen  Werte  einer  Fnnctioii 
zurück. 

Wenn  tp{x^^  ...  xm)  keine  symmetrische  Function  Ist,  oder  mit 
anderen  Worten,  wenn  die  Substitutionen  t,  1,  ...fr  der  Gruppe 
welche  9  nngoftndcrt  Ifisst,  nicht  alle  m(^|(lichen  «1  Suhstituäonon 
erschöpfen,  so  nimmt  9  durch  Vormittelnng  einer  Substitution  tf  noch 
einen  anderen  Wert  ffa  an.  Wendet  mau  auf  q>a  umgekehrt  9-^  an, 
dann  ein  beliebiges  ax  der  Gruppe  (I>,  darauf  wieder  a,  so  geht  tpa 
dadurch  zuerst  in  9  ttber,  bleibt  dann  ungeäudert  und  verwandelt 
sich  darauf  wieder  in  <pa ,  d.  h.  die  Aufeinanderfolge  oder  das  Pro- 
duct  der  Substitutionen  o-\      <f  lässt  (pa  ungeiindcrt 

£s  behält  also  fp^  mindestens  für  die  r  Snbstitutionmi 

Q-\a  =  1,  . . .  a-hrO 

denselben  Wert;  aber  auch  nur  für  diese.  Denn  ans  9«.^  «=»  9« 
folgt  ^p,,  also  ist  tfxtf-*-»#jiund  t5= 

wie  behauptet  war.  Endlich  sind  aUe  Substitutionen  Jener  Reihe  von 
einander  verschieden.  Denn  aus  der  Gleichung 

r-Uxc  =  a^hfAS  folgt  unmittelbar  n  — 
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Es  Ueibt  daher  90  s^eichüüls  fflr  eine  Gnippe  4^«  der  Ordnnng  r 
«ngeindert 

Dass  die  neuen  Snbstitntionen  wieder  eine  Gnippo  bilden,  er- 
giebt  sich  nicht  nur  aus  ihrer  Eigcuschaft,  90  nnverandert  zn  lassen, 
sondern  anch  ans  ihrer  Form.  Bas  Frodoct  zweier  ^on  ihnen 

erscheiut  uämlich  iu  dorsclbeu  cbarakteristiscUeu  Darstcliuug,  welche 
jeder  Factor  bcsass. 

Ebenso  ist  es  leicht  zu  sehen,  dass  alle  Siibstitutioneii  nxa  den 
Ausdruck  (pi  in  (pa  überfOren  und  dass  dies  die  einzigen  sind  *,  femer 
dass  die  2r  Substitutionen  n/jy  1,  2,  . ..  r)  von  einander  ver- 
schieden sind.  Bei  den  sx  und  a-h/,a  braucht  eiue  solche  Verschie- 
denheit nicht  aufzutreten;  es  können  nicht  einmal  s&mmtUche  r  Sub- 
stitutionen der  einen  von  denen  der  andern  Art  verschieden  sein, 
da  ja  schon  die  Substitution  #1 «  1  gleichfalls  ch^c  »  1  ergiebt. 

ErsdiOpfen  die  2r  Substitutionen  »x,  m  noch  nicht  alle  n!  mög- 
lichen, so  giebt  es  für  eine  neue  Substitution  t  auch  einen  neuen 
Wert  9f.  Für  diesen  bleiben  alle  obigen  Schlosse  in  Kraft,  d.li. 
9f  bleibt  für  alle  r  Substitutionen-  der  Gruppe  r-Ukt  ungeftndert; 
^  wird  durch  alle  Substitutionen  des  Systems  axt  in  »pt  ttbergefürt; 
•Se  dr  Substitutionen  #a,        nt  ...  r)  sind  von  einander 

Tmehieden.  In  derselben  Weise  kann  man  weiter  gehen,  bis  alle 
«1  nOgUchen  Substitutionen  erschöpft  sind.  Daraus  folgt: 

I.  Die  Ordnung  r  einer  Gruppe  <P  von  n  Elementen 
ist  ein  Teiler  von  nl. 

II.  Die  Zahl  p  der  Werte  einer  Function  9  von  nVer- 
Anderlicheu  ist  ein  Teiler  von  u\. 

HL  Das  Product  aus  der  Zal  q  der  Werte  einer 
Function  ip  in  die  Ordnung  r  der  zu  9  gehörigen  Gruppe 
ist  nl 

rV*.  Sind  qp,,  (pj.,  ...  g>Q  die  p  Werte,  wolclie  (p  aniu'h- 
inen  kann,  und  gehört  zu  (jp,  die  Gruppe  (P,;  eiitstehi  n  tor- 
n  er  <;p,,  cp^, ...  (P(,  aus  cp^  durch  Anweuduug  der  Subs  titutio- 
nen     —  1,  (J,,  ...      so  gchöreu  zu  <p,,  yj,... g»^  die  Gruppen 

^f,  ...       mit  den  Substitutionen 

•1  ■«»  1,  «29  *r; 
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Diese  Art  der  Ableitaug  von  a-^sya  ans  sx  beisst  Transfer* 
mation  von  «a  durch  <y;  r'hxc  ist  die  Xransformirto  von  $x 
durch  a.  Wir  wollen  zeigen,  dass  die  Transformirtc  tf~^#Atf  mit  «a 
in  der  Zal  der  Cyklen  und  der  ZaI  der  Memente  jodos  einiebieii 
Cyklus  übereinstimmt,  so  dass  man  c-hx<s  ans  n  erhält,  indem  man 
jedes  Element  von  »x  durch  dasjenige  ersetzt,  welches  a  darauf  folgen 
lässt,  und  daaa  man  also  nach  unserer  ersten  Bezeichnnng  schreiben 
iLönnte 


In  der  Tat,  es  mOgen  o;^,  x^,  ...  einen  Gyklos  von  #a  bilden,  und 
es  möge  a  die  Elementenfolgen  x^xk.^  x^u^,  x^rt^^  ...  enthalten,  wo, 
wenn  z.  B.  tc^  nicht  in  tf  vorkommt,  1;^  =  2  sn  setzen  ist  Dann  f&rt 
das  Element  xk^  nach  x^,  ffirt  nach  ar,  und  6  fftrt  »t 
in  a-»,  über;  es  tritt  daher  an  Stdle  von  x^r^  jetzt  xu,  a-*,  u.  s.  w. 

In  gleicherweise  wie  von  transformirten  Substitutionen  sprechen 
wir  auch  von  transformirten  Gruppen,  so  dass  z.  B»  <Pf  die 
Transfonnirte  von  <Pi  durch     oder  dass  <Pt     9^-^0fy  ist 

So  sahen  wir,  dass  die  Function 


drei  Werte  habe,  uud  dass  ihre  Gruppe  von  der  Ordnung  8  sei.  Die 
Substitution  c  =  {xix^  gehört  nicht  zu  der  Gruppe  (P^  von  <px 

(«jXa)  (arjxj  j    {xjX^)  {x^j^)  \    {x^x^x^^  \ 

c  wandelt  q>t  in  ^e^^x^+x^»  um;  dasselbe  tun  alle  exc^  nftmlldi 


Diese  16  Substitutionen  erschöpfen  noch  nicht  alle  41  möglichen ; 
T  =s  (a-^^)  gehört  nicht  zu  dcuselbeu;  man  crhiilt  <Pr  =  x^x^-^- x^^ 
und  die  feiilcndcn  8  Substitutionen  erhält  mau  durch  die  sati 


Die  Beweise  der  suchen  aulgestellten  Sätze  beruhen  darauf,  dass 
wir  alle  tiberhaupt  möglichen  n\  Substitutionen  durch  die  Comi»lexo 
von  je  r  Substitutionen  «Aj  «A<^8i  «Ac'si  . ..  (>l  ^  1,  ...  r)  erschöpften. 


9,  —  XfXf+Wfpci 


(a-i'«);    ('i^V^);    (xiar^ajj;  {x^x^x^Xi); 


(«sa-s);   {octX^t)\  Kir^^a^); 
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Derselbe  Schlass  ist  aber  aucb  in  dem  aUgemeineren  Falle  anwendbar, 
dasa  alle  Snbstitntionen  der  za  qt  gobOrigon  Gruppe  0  in  der  zn 
einer  anderen  Function  ^  gehörigen  Gruppe  W  enthalten  sind,  mit 
andern  Worten,  dass  die  Gruppe  W  die  Gruppe  0  enthftlt  Denn  in 
diesem  Falle  bleiben  zuerst  gj,  und  für  die  Substitutionen  von  O 
ungeftndert  Enthält  V  ausser  diesen  noch  eine  andere  Substitution 
Of,  so  wird  fttr  alle  «a<^  ^  denselben  Wert  q)«^  annehmen  und,  wie 
oben  bewiesen  wurde,  sind  die  2r  Substitutionen  «a«  tk^^  von  einander 
verschieden.  Bleibt  ipi  ausser  fQr  diese  2r  auch  noch  fOr  eine  neue 
Substitution  tfs  nngeändcrt,  so  erhalt  man  dadurch  3r  in  9^  enthaltene 
Substitutionen  u.  s.  w.,  bis  alle  Substitutionen  der  Gruppe  !F  erschöpft 
sind.  Daraus  ergeben  sich  folgende  Sätze: 

I.  Siud  alle  Substitutionen  der  Gruppe  O  in  der 
Gru ppe  ^1/  euthaiton,  so  ist  die  Ordnung  von  <P  ein  Teiler 
der  Ordnung  von  W. 

TL  Sind  zwei  Functiouen  (p  und  ^  derselben  Ele- 
mente f],  ...  Tu  gegeben,  und  behält  t/^  für  alle  Substitu- 
tionen, welche  (p  nicht  ändern,  denselben  Wert,  so  ist 
die  Anzal  der  Werte  von  «jp  ein  VicU'aches  der  Auzal 
der  Worte  von 

Aus  I.  ergiebt  sich  im  Besonderen: 

III.  Enthalt      eine  Substitution  der  Ordnung  fc,  80  ist 
die  Ordnung  r  von  'X^durch  k  teilbar. 

IV.  Enthftlt  !P  eine  Gruppe  der  Primzalpotenz-Ord- 
nung  p%  so  ist  r  durch  teilbar. 

Siud  alle  Substitutionen  von  in  entbalten,  so  kann  man  von 
der  crsteren  ünii)pc  zur  Ktztercn  dadurch  koimucn,  dass  man  zu 
jener  noch  einige  Substitutionen  von  dazuniuimt  ö,  sei  eine  solche 
in  aber  nicht  in  <f>  enthaltene  Substitution;  a^"*  die  niedri^'sto 
Potenz  derselben,  welche  in  O  vorkommt.  Diese  kann  natürlich  auch 
gleich  1  werden.  Ist  nun  m  keine  Primzal,  so  heben  wir  aus  der- 
selben eine  solche  />  heraus,  etwa  m  -  p.m^  und  bilden  a  -  (J,"*>; 
dann  gehört  c  zu  W  aber  noch  nicht  zu  0\  die  niedrigste  Potenz 
von  a  jedoch,  die  sich  in  O  findet,  hat  als  Exponenten  eine  Prim- 
saL  Ist  nun  die  Gruppe  U  =>  (<P,(7i)  noch  nicht  mit  W  identisch, 
dann  kann  man  aus  eine  neue  Substitution  r  wühlen,  so  dass 
auch  die  niedrigste  Potenz  von  t,  welche  in  Sl  auftritt  vom  Prim- 
salgrade  ist,  und  so  kann  man  fortüAren,  bis  W  erreicht  ist 

Stimmen  forner  die  Gruppen  <P  und  ^  der  Functionen  und 
^  in  einigeu  Substitulioneu  übercin,  so  folgt  schon  aus  diesem  Do- 
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griff,  daas  alle  diese  eine  Gnippo  büden,  die  sowol  in  ^  als  in 
enthalten  ist.  Diese  sei  Sl  mit  den  Substitutionen  «i  »  1,  <f,  ...  <r, 
dann  ist  die  Ordnnng  von  ^  wie  die  yon  ^  ein  Yielfadies  von  r. 

Wir  sahen  in  §  6.,  dass  zu  jeder  Gruppe  Functionen  gebildet 
werden  können.  In  unserem  Falle  lassen  sich  solche  leicht  ündou; 
deuQ  weua  qt  zvl  0  uud  v  zu  ^  gehört,  dauu  stellt 


fttr  willkürliclic  Constanten  derartige  Functionen  dar.  Dieselben 
können  nämlich  nur  für  diejenigen  Substitutioucn  denselben  Wert 
behalten,  welche  <p  wie  i^  ungeändert  lassen,  d.  h.  nur  für  die  r  Sab« 
stittttionen  ^,  ...  tr  voni^.  Wir  sehen  also: 

y.  Ist  O  die  zu  (p,  die  zu  ii)  gehörige  Gruppe,  so 
gehört  zu  «19  +  «^^  die  Gruppe  der  <P  und  gemein- 
samen Substitutionen. 


Es  ist  von  theoretischem  wie  von  praktischem  Interesse  zu  zei- 
gen, dass  der  Satz  §  8,  lY.  eine  Umkehruug  erlaubt. 

Ist  die  Ordnung  -r  einer  Gruppe  0  durch  p«,  die  Polens 
einer  Primzal  teilbar,  so  enth&lt  <^  Gruppen  der  Ord- 
nung p*. 

Dies  kann  folgeudermassen  bewiesen  werden: 

Wenn  ^  die  zur  Gruppe  C>  gehörige  Function  ist,  und  wenn  ^ 
zu  der  in  §  5.  3)  au^estellten  Gruppe  !P  des  Grades  n  und  der  Ord- 
nung 2>f  gehört,  wo  also  pf  die  h(k:hste  Potenz  von  p  ist,  welche  nl 
tdlt,  so  hat  im  ganzen  Werte.  Wir  bilden  jetzt  alle  möglichen 
Ausdrücke 


welche  annehmen  kann.  Unter  diesen  suchen  wir  diejenige  Func- 
tion tl?;. ,  deren  Gruppe  'P";.  (welche  eine  Transformirte  von  ist) 
mit  der  Gruppe  O  von  (p  möglichst  viele  Substitutionen  gemeinsam 
hat.  Ks  sei  dies  ;  zu  i/^j  gehöre  'I^j,  und  die  den  Gruppen  ^P  -^  <I>, 
uud  'P",  genuinsame  Gruppe  Sl^  sei  von  der  Ordnung  z)."^«.  Diese 
Ordnung  muss  eine  Potenz  von  ^)  seiu,  da  Sl^  in  ^Fj  enthalten  ist, 
uud  daher  nach  §  8.  die  Ordnung  von  wQ,  diejenige  p-f  vou  teilen 
muss.  Uieruach  wird  unter  den  Ausdrucken 


§  9. 


V'l»  V^«)  ^3) 


ij  •  •  • 
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kdner  soio,  dessen  Gruppe  52,, ...  yon  höherer  Ordnung  pßt^ 
pr*^  —       ist  ais  pßi^  d.  h.  als  die  Ordnung  der  za 

gthürigen  Gruppe  Äj. 

Wir  betrachten  jetst  sämmtliche  Werte  der  Fuactiuuen 

Ihre  Anzal  ist  7«^;  dcuu  die  Gruppen  a>,  «f^  haben  bezüglich 

die  Ordnung  r,  j^r  und  daher  besitzt  nach  §  7.  HL  9  bezüglich  iit 

~  bezüglich  p  Werte.  Ein  Teü  derselben  ist  unter  den  Werten 

enthalten,  welche  (f^(Pi  +  ai%  bei  gleichzeitiger  Auwendung  aller  nl 
Substitutionen  auf  q>i  und  V'i  annehmen  kann.    Die  Zal  derselben 

pßl*  ^  wie  wir  eben  sahen,  die  Gruppe  der  Function  a^tpi+n^rißi 
von  der  Ordnung  pßt  wird.  Giebt  es  noch  einen  neuen  Wert  von 
"it;  4-^1^2^",  d.  h.  tinou  solchen,  den  «i9i+<^Vi  nicht  annehmen 
iann,  und  nennen  wir  diesen 

90  ist  der  durch  die  Substitution  t-^  aus  ihm  eutstehendo 

auch  nicht  unter  den  Werten  von  a^ipi+«9%  enthalten.  Denn  kftme 
«'i<Pi  +  ««^*»-^  unter  denselben  vor,  dann  mflsBte  auch  der  durch  die 
Substitution  i  daraus  entspringende  vorkommen.  ai<Pt+ 

«2^*«-^  hat  nun  seinerseits  eine  Gruppe  der  Ordnung  pß*,  also 
liefert,  wenn  wir  inu^^  Jcuns  mit  ^,  bezeichnen,  «i9,+ajV'»  im  ganzen 

^  Werte,  von  denen  keiner  einem  der  Werte  von  «i^i+crt^,  gleich 

sein  kann.  Wäre  nämlich  der  aus  ai9>,  +  "jV^i  mittels  der  Substi- 
tution <r  abgeleitete  Wert  dem  aus  «,Ti  +  «2^8  mittels  t  abgelei- 
teten gleich,  so  wäre  gegen  die  Voraussetzung 

Giebt  es  ausser  den  so  erhaltenen  ^7  +        verschiedenen  Aus- 

drtcken  unter  den  «jiPA  +  Ost/'Ai  noch  andere,  so  gelten  wieder  die- 
Mlben  Schlüsse.  Es  giebt  dann  eine  neue  Function 
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ivelche  nicht  in  den  bisherigen  AusdrQcken  vorkommt,  und  diese  liefert 

n! 

ihrerseits  neue       Werte,  welche  unter  sich  und  vou  allen  früheren 

verschieden  jind.  Man  kann  also  sämmtliche  —  •      Werte ,  die 

r  pf  ' 

«i^A+tts^/«  annehmen  kann  In  dieser  Weise  erhalten.  Daher  ist 

n!  n!  i    '•^       n!  , 

r  pf      pi^t  '  pß*  '  pß»*^'"  * 

Nun  war  /?,  oder  ßo,  . . folglich  ist  diese  Summe  ein  Viel- 
faches des  ersten  Summanden,  und  daher  wird 

n!  nl  n! 
r  '  pf       '  ph 

oder 

pßi,n\  Ä  m  ,r.pf. 

Die  höchste  Potenz  vou  welche  n!  teilt,  istj»/,  folglich  ist  die  linke 
Mte  nqr  durch  pfHt  teilhar,  also  enthftlt  r  höchstens  den  Factor 

j}ßt.    Da  aber  der  Anname  nach  d>  «=  <D,  mit      eine  Gruppe  der 

OrdiiuDg  /jf^«  gemein  hatte,  so  besitzt  nach  §  8.  IV.  r  auch  minde- 
stens den  Factor  p^*  \  folglich  hat  r  genau  diesen  Factor,  oder  es  ist 

wo  9  ZU  |}  relativ  prim  sein  wird. 

Hatte  O  eine  Gruppe  des  Grades  i>^>^;)^s  so  wäre  r  durch  p^ 
teilbar,  was  unserer  Gleichung  widerspricht  Man  sieht  daraus  also 
nicht  nur  die  Warheit  des  obigen  Satzes,^,  sondern  auch,  dass  die 
Gruppe  ^  der  Ordnung  pf  stets  eine  Gruppe  der  Ord- 
nung /7^t  enthalt,  die  zu  einer  beliebigen  Gruppe  dersel- 
ben Ordnung  die  Transformirte  ist,  dass  es  also  keine 
Gruppe  von  n  Eleraontcn  von  der  Ordnung  giebt, 
deren  Typus  nicht  in  der  Gruppe  ^der  Ordnung />/  vor- 
kommt. 


§  10. 

Nachdem  wir  bisher  die  allgemeinen  Beziehungen  zwischen  Func- 
tionen von  n  Elementen  und  den  zugeliürigen  Substitutionsgruppen 
«ten  Grades  behandelt  haben,  suchen  wir  jetzt  die  algebraischen  Re- 
Kationen  zwischen  Fuuctioueu  (p  und  il',  deren  Gruppen  entweder 
einander  gleich  sind,  oder  bei  denen  die  Gruppe  der  einen  in  der- 
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jCDigen  der  andern  entlialten  ist,  oder  bd  denen  endüch  die  zuge- 
hörigen Gruppen  gemeinsame  Substitutionen  enthalten. 

Wir  iahen,  daas  ...  ^-h)  für  die  Substitutionen  einer  ge- 
wiaaen  Grappe  O  seinen  Wert  nicht  ändert,  t  ist  aber  nicht  die 
einzige  Fnnction,  welche  in  dieser  Weise  zu  a>  gehört;  so  wird 
z.  B.  jede  rationale  Fnncüon  von  q>  dieselbe  Eigenschaft  hcsiUen. 

Dieser  Satz  lilsst  sich  auch  umkehren:  Jede  Function  if, 
deren  zugchOriKO  Gruppe  mit  dor  von  <r  übereinstimmt, 
ist  durch  rp  rational  darstellbar,  derart,  dass  als  Cocf- 
ficientcn  dos  Ausdrucks  in  qr  nur  die  elementaren  sym- 
metrischen Functionen  a^,  a^,  ...  «h  der  r^,  a-j,,  ...  j^»  auf- 
treten. 

Bevor  wir  aber  zn  diesem  Beweise  Icommcn  können,  ist  es  nötig 
zu  zeigen,  dass  alle  symmetrischen  ganzen. Functionen  von  arj,  a',,  ... 
r,.  sich  rational  und  ganz  dnrch  dio  elementaren  symmetrisdien 
Functionen  dieser  Grössen,  d.  h.  dnrch  die  Coefficienten  des  Ans- 

drucks 

(1)  /(«)  <H«*-l+a,a;"-2—  ...  ±am 

darstellen  lassen.   Wenn  wir 

setzen,  so  wird 

6j  -»  a,— 

(6)  —  ^l^*!  =     —  "i^i-^^i^'-i 


Dies  eigiebt  sich,  wenu  man  das  Product  der  rechten  Seite  von  (.>) 
mit  (r— «1)  multiplicirt  der  rechU-u  Seite  von  (1)  gleichsetzt.  Wüsste 
man  nnn  bereits,  dass  jede  ganze  symmetri  che  1  unction  der  «— 1 
Grössen  r„  ...  r„  sich  als  ganze  Funcüoneu  der  elementaren  sym- 
metrischen Functionen  dieser  x,  al-^o  der  Gr()S8(Mi  lu,  ...  f>u-\ 
aasdradcen  lÄsst  und  könnte  man  daraus  die  KichtiKkeit  des^^dben 
Satxeaftr  die  n  Grössen  a-„  ...  ableiten,  so  wttrde  er  allgemein 
gelten,  da  er  fttr  n  —  1  richtig  ist 

Um  diesen  Schlnss  von  n— 1  auf  n  zu  machen,  or.lnet  man  die 
mgelegto  symmetrische  ganze  Fnncüon  GX*»,  ...  ^r»)  nach  Potenzen 
von  C|,  so  dass 
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wird,  dann  sind  die  Cocfficicutcn  Gq,  G^j,  ...  ganze  Functionen  der  t, 
da  G  in  den  x  ganz  sein  sollte ,  und  zugleich  sind  sie  symmetrisch  in 
Denn  macht  man  irgend  eine  Substitution,  welche  x 
nicht  ändert,    8  =  {xi)(:r„x,^  ...)...,  so  wiirdo  die  Differenz  des 

vorigen  und  des  neuen  Ausdrucks  als  Gleichung  aufgefasst 

0  =  0*1«  j  Gq{x2,  . . .  x„)  —  G'oC^'ii  •  •  •       1+  •  •  • 

eine  Beziehung  zwischen  a-j,  a-g,  ...  xn  feststellen,  falls  nicht  eben 
identisch  G)X(^,  . . .  «"»»)  =  Gx(x,^,  . . .  x,J  wäre.  G  sollte  aber  sym- 
metrisch sein,  ganz  abgesehen  von  irgend  welchen  Relationen  zwischen 
den  Elementen,  da  der  Begriff  der  Symmetrie  eine  rein  formale  Bil- 
dung für  G  fordert.  Die  Gx  sind  also  tatsächlich  in  den  n  — 1  Ele- 
menten a-g,  ...  X«  symmetrisch  und  daher  der  Voraussetzung  nach 
ganze  Functionen  der  elementaren  symmetrischen  Functionen  von 
a-j,  ...  xn  d.  h.  von  ft*,  ...  Ärt-i,  folglich  nach  (6)  ganze  Functio- 
nen von  oj,  ...  a„,  .j;  deshalb  wird 

G(Xi,  ...  Xn)  =  a*j"^ro'(o„  ...  a„ ;  a:,) -j-a-,«"! ...  an\ 
=  x/Ä'o(a„  ...  a„)'\-Xi^-^Ki{ai,  ...  a„)4- ... 

Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  können  alle  Potcnzeu  x^^ 
deren  Exponent  A>>n  — 1  ist  mit  Hülfe  von  (1)  weggeschafft  wer- 
den; denn  man  hat,  da  Xj^  eine  Wurzel  von  f{x)=x**  —  a^x^^^-\-' 
—  ...  =  0  ist 

a*!»*  =  aiTi"-^  —  •  •  • ; 

a-j»+l  ==  aja-i'»  — Oi.a-i"-l+  . . .  =  (a,^  —  a^)xj''-^  —  (a^a^  — a3)Xj^-^-\'  ... ; 


Durch  Substitution  dieser  Werte  erhält  man 
(x(a'i, ...  x„)  =a',"-^Z,o(rti, ...  aM)-{-Xj*^-^L^  («j, ...  a„)-\- ...  +  Z^_i  (aj, ...  Oh). 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  bleibt,  da  G  symmetrisch  ist,  für 
jede  Substitution  der  x  ungeändert;  macht  man  eine  solche,  welche 
ar,  umsetzt,  z.  B.  <f  =  (a'ia  i),  WO  »  =  2,  3,  . . .  n  scin  kann,  und  sub- 
trahirt  beide  Ausdrücke,  so  ist 

0  =  (a-,"-l  -  ar."-l)io  +  (^^i"--  -  a:.^")  A  +  •  •  •  +  (^i  —  a-^^t-a. 

Die  rechte  Seite  ist  nach  ar,  vom  « —  Iten  Grade;  trotzdem  hat  die 
Gleichung  n  Wurzeln,  nämlich 
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iW  — ...  s»; 

folglich  ist  die  rechte  Seite  identisch  Null,  d.  h.  es  ist 

ZosO.  A  —  0,  ...  Zii-as=0 

und  daher  aadi 

GK«i,      ...  aew)  =  Xn-i(«i  ...  a»). 

Damit  ist  der  Beweis  geliefert,  uud  zugleich  ist  der  Aasdruck  von  G 
durch  die  a  hergestellt 

Da  femer  jede  Fonction,  welche  fbr  aUe  Sabititntioiieii  nngo- 
iodert  bleibt,  aidi  in  symmetrischer  Form  darateUen  Itot,  nimlich 

80  haben  wir  den  Satz: 

Jede  Functiou,  die  für  alle  Substitutionen  uugoiln- 
(Icrt  bleibt,  ist  symmetrisch;  jede  ganze  symmetrische 
Function  lässt  sich  als  ganze  Function  der  elementaren 
symmetrischen  Functionen  darstellen. 

§  11. 

Wir  können  Jetst  zn  dem  Beweise  des  am  Anfange  des  Torigen 
Pnragmpben  anfgestellten  Satzes  flbeigehen. 

Es  mögen  (p  und  zwei  zur  Gruppe  Sl  gehörige  P'unctionen 
sein;  Sl  habe  den  Gnid  n  und  die  Ordnung  r.  Ist  nun  eine  nicht 
za  Sl  gehörige  Substitution,  so  seien  (To,  t/'^  diejenigen  neuen  Werte, 
welche  aus  cp^^  i/;,  durch  die  Substitution  also  auch  durch  sxa^ 
erlaugt  werden,  wenn  ^.j,  ...  #r  die  Substitutionen  von  siud. 
Giebt  es  dann  ausser  den  sx  und  den  «xo^  noch  andere  Substitutionen 
z.  H.  <7,;,  SO  erhält  man  9>s,  Vs  durch  AnwenduAg  aller  sxc^  u.  s.  w. 
Es  ist  daher 

«ae  ganze  symmetrische  Function  der  i  für  jedes  ganzzalige  X. 
Henn  wendet  man  auf  diesen  Ausdruck  eine  beliebige  Substitution  #' 
an,  so  gehen  iBr  dieselbe  die  einzelnen  Summanden  in  einander  Aber, 
wie  leicht  zn  sehen  ist,  so  dass  der  Wert  der  Summe  ungcftndcrt 
bleibt.  Der  Ausdruck  ist  daher  als  ganze  symmetrische  Function 
durch  die  a  in  rationaler  ganzer  Form  darstellbar;  er  sei  gleich 

Wir  bilden  nun  für  A  —  0,  1,  2,  ...  e—l 
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(8)  Vi +V%^^t+'*'+  V^Ha  "  -4a i 

dann  ist  die  Determinante  dieses  Systems 

Yon  Nnll  verschieden.  Das  System  ist  daher  nach  den  q  Unbelcannten 
auflösbar,  mid  man  bat 

wenn  7?  wie  überall  im  Folgenden  eine  rationale  Function  bedeutet. 
Ks  könnte  scheinen,  als  ob  in  die  rechte  Seite  der  Gleichung  sämmt- 
liche  Werte  g?„  qng»  aufgenommen  werden  müssten.    Dies  ist 

aber  nicht  nötig,  wie  die  folgende  wirkliche  Bcrechnang  vou  i^  zeigt. 

MnItipKciren  wir  die  Oleichangen  (8)  mit  tjx ,  wobei  i/^-i  =  1 
sdn  soU,  addiren  sie  dann  und  setzen 

der  Abkürzung  wegen,  so  erhalten  wir 

Um  jetzt  z.  B.  zu  erhalten,  braucht  man  nur  die  y  so  zu  be- 
stimmen, dass 

jü^)  —  0,        —  0,  ...  2(9»^)  —  0, 

%ig>i)  von  Null  verschieden 
wfard.  Nun  ist  die  Function 

in  den  <px  symmetrisch,  folglich  sind  0|,  a^,  ...  uq  ganze  Functionen 
der  tfi,  • ..  on.  IBs  worden  daher  in 

die  /Jj,  ...  genau  so  bestimmt  werden,  wie  die in  §  10. 
(f))  und  daher  ganze  Functionen  der  «j,  ...  a,,  uud  von  <p,  sein.  W 
hat  aber  die  Eigenschaft,  welche  für  %  verlangt  wurde,  dass  es  näm- 
lich die  Wurzeln  (jog,  ...  q>^  habe,  während  qp^  keine  Wurzel  sei; 
man  kann  daher  für  x  direct  W  nehmen  uud  erhält  für 
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ganze  Functionen  der  elementaren  symmetrischen  FancUoiieiia|«...ai» 
und  von  <pi.  Durch  Eiusetzong  dieser  Werte  wird  dann 

indem  wir  in  bekannter  Art  die  Ableitung  von  V  nach  ^  mit  F'  be- 
zeichnen. Die  Gleichung  (9)  geht  Ober  in 

nnd  diese  ergiebt  das  obige  Besnltat 

Diese  ganze  Ableitung  bleibt  bestehen,  auch  wenn  9  und  ^  nicht 
SU  derselben  Gmppo  gehören,  falls  nur  9  sich  fOr  alle  Substitutionen 
findert,  welche  ftndem,  falls  also  die  Gruppe  von  ^  die  von  9 
umfissst  Denn  hierbei  tritt  weiter  nichts  Neues  ein,  als  dass  jedes* 
mal  mehrere  Werte  ^o,  t^b, fftr  welche  die  <pa,  tph, ...  Tersehieden 
waren,  einander  allenfidls  ^eicfa  werden;  dieser  Umstand  ist  jedoch 
flUr  die  obige  Ableitung  unwesentiüeh.  Wir  erkennen  daimns: 

I.  Gehören  zwei  Functionen  zu  derselben  Gruppe, 
so  sind  sie  rational  durch  einander  ausdrOckbar. 

II.  Sind  zwei  Functionen  rational  durcli  einander 
ausdrückbar,  so  gehören  sie  zu  derselben  Gruppe. 

m.  Bleibt  eine  Function  für  die  Gruppe  einer  iwei« 
ten  ungeftnd^rt,  so  kann  sie  rational  durch  diese  iweite 
ausgedruckt  werden. 

Durth  die  Sätze  I.  nnd  II.  wird  ein  Zusammenhang  algebraischer 
Art  zwischen  allen  Fum  tioncn  constituirt,  die  zu  derse]l)en  Gruppe 
gehören.  Wir  wuIU'i\  sulrhc  gegenseitig  durch  einander  rational  aus- 
drückbare  Fuuctioneu  u(]uivaleQt  nennen  oder  sagen,  sie  gehören 
derselben  Classe  an. 

§  12. 

Nach  den  angewendeten  Methoden  Usst  sich  gldch£üls  der  Zu- 
sammenhang xwischen  einer  Function  ^  und  eaner  anderen  ^  ableiten, 
wenn  die  Gruppe  Ton  ^  In  der  Ton  9  enthalten  Ist  Wir  sahen  % 
dass  dabei  die  Ansal  der  Werte  von  ^  ein  Tiel&ehes  der  Anial 
der  Werte  von  9  ist  Sind 

iCii  ^1»  V*»,  ...  ^» 

aDe  Werte,  welche  ^  filr  die  Substitutionen  der  Gruppe  Ton  9  an- 
nimmt, so  dass  alle  diese  dem  einen  Werte  ^  lageordnet  erscheinen, 

Digitized  by  Google 


2d2 


Netto:  EinleiUmg  m  dk  Iheorü 


dann  wird  eine  jede  syinTnetrischo  Function  dieser  a  Werte  für  die 
zn  (p  gehörige  Gruppe  0  uiige&iidert  bleiben.  Hiernach  hat  man 
gemäss  §  11.  für  jede  ganse,  aymmetriscbo  Function  S  des  a  Werte 
^1,  ...      die  Gleichung 

Nimmt  man  nnn  fOr  £1  insbesondere  die  elementaren  symmetrisclien 
Fnnctionen  der      ...      so  wird 

und  daher  sind  i/^i,  tps,  ...      Wurzeln  der  Gleichung 
(10)  a).i^»— «).v»«-«— ...  -  0; 

«f  ist  der  Qnotient  ans  den  Onluungszalcn  der  Gruppen  von  i/;  und 
9».  Ebenso  liefert  die  Gleichung  (10)  bei  Anwendung  der  Substitution 
0  als  Wurzeln  Yon 

(10')        ^«  —  Jli (tpo,  a) .  1/;«-!  +  ii'j,  ((poy  a) .  ^«"2  0 

die  ci  Werte  von  t/»,  welche  die  Substitutionen  dvr  Gruppe  die 
aus  der  Gruppe  (P  von  q>  durch  Transformation  mit  (S  cutsLcbt,  un- 
geäudert  lassen. 

Ist  9  selbst  einwertig,  sdne  Gruppe  <P  also  symmetriicb,  so 
werden  die  JZi, ...  rational  durch  die  o  ausdrflckbar,  und  daraus 
folgt,  dass  alle  Werte  einer  Function  ^,  deren  Gruppe  von  der  Ord- 
nung r  ist,  als  Wuneln  einer  Gleichung  des  Grades  fi!:r  —  p  be* 
trachtet  werden  können.  Die  ...  werden  ganze  Fnnc- 

tionen, wie  sich  dies  ans  §  10.  ergiebt. 

Wir  nehiiien  endlich  an,  dass  die  zu  rp  und  rjf  gehörigen  Grup- 
pen einigo  Substitutionen  gomoinsam  haben.  die  Gruppe  vou  q> 
habe  die  Ordnung  <  'P'  diu  Gruppe  von  ^  die  Ordnung  <.r,  wo  t 
die  Ordnung  der  Gruppe  Sl  ist,  welche  alle  <P  und  gemeinsamen 
Substitutionen  umfasst.  Sl  ist  dann  die  zu  einer  Function  atp-{-ß^t 
gehörige  Gruppe. 

Femer  sind  nach  den  obigen  Ableitungen  9)  wie  ^  einerseits 
rational  durch  €i(p-{-ßtiß  darstellbar,  da  tp  me  ri»  fiXT  Sl  ungeändert 
bleiben;  andererseits  ist  ccq>-\-ß\i^  als  Wurzel  einer  Gleichung  v  resp. 
«ten  Ghtides  durch  ^  resp.  q>  darstellbar,  also  auch  q)  durch  ^  als 
Wurzel  einer  Gleichung  rten  Grades  und  ebenso  t//  durch  qp  als  Wur- 
zel einer  Gleichung  uten  Grades  darstellbar.  Wir  sehen  daher: 
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I.  Jede  p-wertigo  Function  ist  Wurzel  einer  Glei- 
chung ptCD  Grades,  deren  Cocf ficieiiteu  ganze  Func- 
tionen der  elcmeutareu  sjinmetrischen  Functioueu  der 
Elemente  sind. 

n.  Enthält  die  Gruppe  0  derFnnction  tp  die  Gruppe 

V  der  Fnnction  tp,  so  ist  t/^  Wurzel  einer  Glcichmig, 
deren  C o e f fiele u ten  rationale  Functionen  von  <p  und 
den  a  siud,  und  deren  Ordnung  gleich  dem  Quotienten 
der  Ordnungen  von  O  und  W  ist 

ni.   Haben  dieGrnppen  derselben  Elemente,  welche 

zu  zwei  Functionen  gehören,  die  Substitutionen  einer 
dritten  Grui)pe  gemeinsam,  so  ist  jede  der  beiden  l'unc- 
tioneu  als  Wurzel  einer  Gleichung  darstellbar,  deren 
Coefficion  ten  aus  der  anderen  Function  und  den  ele- 
mentaren symmetrischen  Functionen  sämmtlicher  Ele- 
mente rational  zusammengesetzt  ist.  Der  Grad  dieser 
Oleichnng  ist  der  Quotient  ans  den  Ordnungen  der 
fremden  and  der  gemeinsamen  Gruppe. 

§  13. 

Aua  den  beiden  Torhergehenden  Paragraphen  folgt  unmittelbar: 

I.  Jede  Function  der  n  Grössen  a-, ,  ...  a-»  lässt  sich 
dnrcb  dicjenigeFunction  derselben  Grössen  ausdrücken, 
welche  nl  Werte  bat,  also  durch  eine  Function  der  Form 

Denn  die  Gruppe  einer  solchen  Function  kann  nach  %  5.  gleich 
1  gemacht  werden,  und  fOr  diese  eine  Substitution  1  bleibt  Jede  an- 
dere Function  angeftndert  Kann  man  also  auf  irgend  eine  Wdse 
den  Wert  tou  Jt  berechnen,  so  kann  der  Wert  Jeder  andern  Function 
der  m  Elemente  xj^  ...  atn  als  bekannt  augesehen  werden.  Spedell 
bei  dor  Auflösung  der  Gleichung 

(«  /W  -  0 

kann  jede  Wurzel  xx  als  rationale  Function  von  A'  dargestellt  wer- 
den; die  Auflösung  von  (1)  hängt  also  allein  von  joner  Function  ab. 
X  soll  daher  die  resolvirende  Function  heissen. 

n.  Es  giebt  stets  eine  Function,  durch  welche  be- 
liebig viele  andere  gegebene  rational  ausgedruckt  wer- 
den können. 
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Denn  sind  91,  q^«,  ...  die  g^bonon  Functionen,  so  hat  ftr 
die  willkOrlichen  sber  allgemeinen  Gonstanten  «  die  Function 

^  —  «i9i+«^VÄ+«»Va+  ... 

als  zugehörige  Gruppe  die  grOeste,  welche  zu^eich  in  allen  den  Grup- 
pen, welche  zu  <ri,  «jp^«  «Ps)  •  •  gchörcU)  enthalten  ist  Jedes  ip  bleibt 
daher  fÄr  die  Gruppe  der  obigen  Summe  unverändert  und  ist  folglich 
rational  durch  sie  darstellbar.  Haben  dio  Gruppen  keine  anderen 
gemeinsamen  Substitutionen,  so  doch  immer  wenigstens  die  Einheit; 
in  diesem  Fslle  würde  ^  die  resolvhrende  Function  der  Elemente 
werden. 

lU.  Jede  alternirende  Function  <p  ist  in  der  Form 

darstellbar,  wo  7i,  und  Ji^  rationale  Functionen  der 
symmotrisclien  clcmentareu  Functionen  der  x  sind. 

Denn  wenn  ^  und  9^9  die  beiden  Werte  von  ^  sind,  und  man 
setzt 

so  wird  ^1  wie     symmetrisch.  Ausserdem  ist 

Nun  bestehen  nach  §  6.  II.  wirklich  Functionen  (p  die  nur  zweiwertig 
sind,  und  d  a  h  e  r  g  i  e  b  t  c  s  a  u  c  h  s  t  c  t  s  /,  w  e  i  w  e  r  t  i  g e  F  u  n  c  t  i  0  n  0  n 
(p  —  Ji\  der  r,,...:r„,  deren  Quadrate  symmetrisch  in  den 
X  werden,  und  deren  beide  Werte  sich  nur  durch  das 
Vorzeichen  unterscheiden.  Die  einfachste  dieser  Functionen 
ist  das  in  §  6.  II.  gebildete  Troduct  aus  deu  Wurzelditiereuzea 

17.  Wir  wollen  Jetzt  untersuchen,  ob  es  vielleicht  noch  andere 
Functionen  ip(s^y,,.wn)  ausser  den  eben  angeführten  giebt,  welche  in 
den  «  Elementen  «*],  ...  ar»  nicht  symmetrisch  sind,  bei  denen  aber 
eine  Primzalpotenz  ^ («,,... arn)  symmetrisch  in  den  s  wird. 

In  diesem  Falle  hätte  mau 

V^i^li        ...  'n)  =  •••  On) 

also 

p  

9(«i>  «htt  Vö^(«ii  ••• 
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Da  nun  q>  nicht  sjmmotrisck  ist,  niut  ea  sich  für  Irgend  eine  TmiB- 
position  s.  B.  (rjfft)  ftndern;  trotidom  Ist  aneh  hier 

also 

»t» ...«»)  =  f.yö(fl„  ...  o»), 

wo  die  Wurzeln  in  beiden  Fällen  dieselben  Werte  bezeichnen  und  i 
eine  vou  1  verschiedene  ^to  Wurzel  der  Einheit  sein  soll.  Dann  ist 
also 

<)P(arj,  iTj,  ...  Xn)  =  f<P(a-i,  a-«,  ...  Xm). 

Diese  Relation  ist,  wegen  der  UnabhAngigkeit  der  »  jon  einander 
identisch,  so  dass  man  anch  hat 

Vi^li  ^i,  •••  'n)  =  t<p{^,  a-j,  ...  Xn), 

indem  man  auf  die  erstere  die  Transposition  anwendet  Beide 
ergeben  dorch  MoltipUcation 

also  ist 

und 

d.h.  ansser  gewissen  alternircnden  Functionen  giebt 
es  keine  anderen,  von  denen  eine  Primzalpotenz  sym- 
metrisch wtlrde,  one  dass  sie  selbst  schon  symoie- 
trisch  sind. 

§  14. 

Dieselbe  Methode  der  Untersuchung  fürt  anck  snr  Lösung  der 
allgemeineren  Frage:  Unter  welchen  Bedingungen  hat  eine 
Primzalpotenz  (^^(«1,  ...  (r«)  der  jf.^-wertigen  Function 
tp  nur  p  Werte? 

Die  zu  <p  gehörige  Gruppe  sei  <I>,  die  zu  <fP  gehörige  in  <P  eut- 
haltcuo  sei  ^\  sei  eine  zu  ^  gehörige  Function  dann  ist  nach 
S  U. 

Aus  V  wälen  wir,  was  nach  §  Ii,  mfiglich  ist,  eine  Substitution  9 
derart,  dass  die  niedrigste  Potenz  von  <r,  welche  in  ^  vorkommt,  von 
einer  Primzalordnung  9 1>  1  sei.  Wenden  wir  0  auf  die  beiden 
Seiten  der  obigen  Gleichung  an,  so  ändert  sich  die  rechte  Seite  nioht, 
da    snr  Gruppe  fon  if»  gehert  £s  ist  daher 

oder 
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WO  e  eine  von  1  verschiedene  Wnrzel  der  Oteichimir        1  ist 

Diese  Gleichung  zwischen  den  n  von  einander  unabhängigen  Elemen- 
ten r^y  ...  x„  ist,  wie  alle  unsere  früheren  eine  Identität  Sie  bleibt 
also  bestehen,  wenn  man  in  ihr  die  Substitution  a  noch  einmal  aus- 
fürt;  es  ist  also  auch 

und  daher  in  gleicher  Weise 

<j9  gehört  der  Auuame  nach  zu  <P,  folglich  bleibt  9  fittr  die  Sobsti- 
tution  09  uugeüudurt  und  es  ist 

Vtfff  =  Vi  =  «««'if 

«t  — 1. 

£  ist  eiuc  ;)te  Eiuheitswurzcl,  q  ist  eine  Primzal;  folgiieh  wird  q^-p 
sein  müssen;  ist  die  niedrigste  Potenz  von  ff,  welche  in  <I>  vor- 
kommt; die  aus  <I>  und  0  gt  liildete  Gruppe  enthält  daher  mindestens 
;3mal  soviele  Substitutionen  als  <P.  Sie  ist  aber  auch  in  ^  euthalteD, 
und  dies  hat  genau  2>mal  mehr  Substitutionen  als  ^\  folglich  ist 

Nach  den  Ausfürungen  von  §  4.  ist  dies  nor  möglich,  wenn  fl&r 
alle  Substitutionen  «1,  ...  <r  von  O 

wenn  also 

d.  h.  wenn  a  za  O  permntabel  ist  Nun  bleiben  die  Werte,  welche 
'9  —  ^1  aberbaupt  annehmen  kann, 

bezüglich  für  die  Gruppen 

ungeändert;  diese  sind  sämmtlich  gleich  O.  Es  bleiben  folglich 
alle  Werte  g?,,  ...  «Töp-i  für  dieselbe  Gruppe  ungeändert  und  daher 
lassen  sie  sich  sämmtlich  als  rationale  Functionen  von  9  darstellen. 

Als  notwendige  Bedingung  dafilr,  dass  die  pte  Fotens  einer  Fono- 
tion  9  von  p.g  Werten  nur  ^wertig  sei,  haben  wir  also  gefiwden, 
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es  mQsso  die  Gruppe  V  aas  0  darch  Hinzanamo  einer  zu  O  per« 
motabeln  Sobstitntion  <r  ableitbar  sein,  wo  op  die  niedrigste  Potens 
T»n     ist,  welche  in  0  auftritt 

Diese  Bedingang  ist  abor  auch  hinreichend,  so  dass,  wenn  es 
zwei  Gruppen  0  nnd  W  =  a]  der  angegebenen  Eigenschaft  giebt, 
eine  zn  ^  gehörige  Function  gebildet  werden  kann,  die  selbst  p.^- 
wertig,  deren  pte  Potenz  jedoch  nur  e-^ertig  ist.  Denn  wenn  9 
iilgcnd  eine  zn  0  gehörige  Function  ist,  so  gehört,  wie  wur  gesehen 
habco,  zu  jt  der  der  p  Functionen 

diese! bo  Gruppe  O.  Bedeutt  t  daher  £  irgend  eine  von  1  vcrschiedeno 
pto  KlDlicitswurzel,  so  bleibt  auch 

für  alle  Substitutionen  von  0  ungcändert;  fflr  a  geht  der  Auadruck 
dagegen  in 

aber.    £s  ist  daher 

und  A''*  ändert  sich  also  für  keiue  Substitution  0^;.  der  Gruppe 
W  »  Q<^,  <s}-   Folglich  gcuügt  X»         der  üleicbuug 

und  es  ist  in  der  Tat  nur  e-wertig.  Rational  ist  X^M({p) 
natOrlich  nur  in  Beziehung  auf  die  ar,  resp.,  um  die  in  den  einleiten- 
den Worten  des  ersten  §  angewendete  Bezeichnung  zu  benutzen,  nur 
in  Beziehung  auf  s;  die  irrationale  Grösse  b  ändert  daran  nichts. 

ist  klar,  dass  nicht  jede  zur  Gruppe  0  gehörige  Function  9» 
dieselbe  Eigenschaft  wie  Ä  hat;  aber  da  auch  fp  «  ist,  so 

kann  doch  9  mit  Hülfe  von  pten  Wurzeln  aus  rationalen  Functionen 
von  ^  dargestellt  werden.  Die  Gleichung,  welche  zwischen 
zwei  beliebigen  Functionen  fp  und  ^  der  Gruppen  0 
resp.  ^  =  ['i^,  t>]  besteht,  und  welche  nach  ip  vom  ^ten 
Grade  ist,  lässt  sich  durch  ^^tc  Wurzelu  loseu. 

I>urch  die  letzten  AuslQrungen  ist  zugleich  der  Weg  angedeutet, 
den  eine  weitere  Untersuchung  zu  nehmen  hat.  Es  wird  sich  darum 
handelD,  die  Bedingungen  aufzufinden,  unter  welchen  eine  mehrwertige 
Function  (f  mit  HOlfe  von  Wurzeln  aus  wenigorwertigen  Functionen 

abgeleitet  werden  kann.  Auch  der  Begriff  der  Wurzeln  müsste  noch 
erweitert  werüeu.    Dcuu  das  Symbol  derselben  bezweckt  ja  mchts 
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anderes,  als  die  Andeutung,  dass  in  die  Betrachtung  Grossen  aufge- 
nommen werden,  welche  der  hinomischen  Gleichung 

gciiügtMi.  Statt  dieser  Gleichung,  welche  sich  lediglich  durch  beson- 
dere Eiufachheit  der  Form  auszeichnet,  könnten  andere  in  das  Bereich 
der  Betrachtung  gezogen  werden,  so  dass  die  allgemeinere  Frage  lauten 
würde:  Unter  welchen  Bedingnngen  lässt  sich  eine  mehr- 
wertige Function  <l>  mit  Uttlfe  der  als  hekannt  angosehe- 
nen  Wurzeln  einer  beliehig  gegebenen  Gleichung  dnrch 
wenigerwertige  Functionen  darstellen?  Diese  Frage  wird 
dadurch  einer  grossen  VcreiniiachuDg  fähig,  dass  der  gesuchte  Aus- 
druck Yon  ip  in  den  Elementen  x  stets  rational  bleiben  wird,  so  dass 
die  gesammtc  Irrationalität  in  den  Coefticientcn  allein  auftritt;  die 
Wurzeln  der  gebeueucn  adjungirten  Gleichung  treten  dabei  also 
lediglich  zu  den  elementaren  symmetrischeu  Fuoctioucu  a  der  Me- 
mentc  x^,  ...      als  gleichberechtigt  lüuzu. 

Berlin  25.  April  1878. 
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XV. 

Ableitung  der  Gentralprqjection  ans  einer 
cotirten  Orthogonalprojection. 

Von 

Enanuel  Czuber 

in  Friig. 


T.  Man  denke  sich  ein  aas  dem  Punkte  O  ceutral  auf  eine  Ebene 
K  zu  projicircudos  Gebilde  auf  jene  Ebene  zunächst  orthogonal  pro- 
jicirt.  Diese  eine  Projoctiou  reiclit  zur  Bestinunung  des  Gebildes 
nicht  hin,  sie  werde  aber  dadurch  ergänzt,  dass  man  zu  den  Pro- 
jectionen  der  einzt  lnen  Punkte  Zahlen  hiuzuschreibt^  welche  ihre  in 
einer  bestiininteu  Einheit  ausgedrückten  Abstände  von  der  Ebene  E 
(die  LAugen  der  projicireiiden  Normalen)  angeben  und  positiv  oder 
negativ  sind,  je  nachdem  die  betreffenden  Punkte  mit  O  auf  derselben 
oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  E  liegen.  Man  erhält  auf  diese 
Weise  dne  sogenannte  „cotirte  Projection**  des  Gebfldes.  Des- 
^eicben  beziehe  man  den  Punkt  O  orthogonal  auf  wodurch  man 
den  Punkt  d.  L  den  Hauptpunkt  der  Gentralprojection  erhält;  die 
Gerade  OO,  ist  der  Hauptstral,  die  Strecke  OO^ssd  die  Augdistanz. 

Der  Punkt  Fig.  1.  sei  die  orthogonale  Projection  eines  Punktes 
ff,  dessen  Cote  «  ist  Beschreibt  man  aus  O,  mit  dem  Radius  ö  und 
aus  a'  mit  dem  Halbmesser  «  einen  Kreis  in  ü?,  so  ist  die  Gentral- 
projection a'  von  a  der  äussere  oder  innere  Aehnliehkeitspunkt 

der  beiden  Kreise,  je  nachdem  «  positiv  oder  negativ  war.  Die 
Centrailinie  O^a^  ist  die  Orthogonalprojectiou  des  SUales  Oa, 


2G0 


Czuber:  Ableitung  der  Centralprojeethn 


Hat  mau  ein  ganzes  System  von  Punkton  aJtc...^  doneu  die 
Ortlit)gonali)r<>jcetiuneu  ...  und  die  Coton  «  ß  y  ...  zukommon, 

und  verfahrt  mau  mit  allen  auf  dieselbt^  Weise,  so  sind  ihre  Oiitral- 
proje.ctioncu  ah'c'  ...  Aehulichkeitspuukte  der  aus  aj^r,  ...  mit  li-u 
Radien  aßy  . . .  bescbriebcucu  Kreise  in  Bezug  auf  dcu  festen,  mit  ö 
ans  O,  beschriebenen  Distanzkreis. 

Der  inuere  Aebnlichkcitiji)uukt  zweier  Kreise  liegt  stets  im  End- 
lichen, also  liegen  auch  die  Ceutrali)rojectioueu  vou  Puukteu,  welche 
auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Bildebene  bezüglich  O  sidi  be- 
finden, immer  im  Endlichen.  Dagegen  fällt  der  ftnssere  Aehiilick- 
koitspnnkt  zweier  gleicher  Kreise  in*s  Unendliche,  Punkte  also,  welche 
mit  O  auf  derselben  Seite  der  Bildebene  liegend  anch  denselben  Ab- 
stand haben,  haben  ihre  Perspective  in  unendlicher  Feme. 

Angenommen,  der  numerische  Wert  der  Coto  eines  Punktes,  dessen 
Orthogonalprojection  ist  Fig.  2.,  wäre  a\  man  hat  den  Distanzkreis 
und  aus  den  Kreis  vom  Halbmesser  a  beschrieben  nnd  den  inneren 
Aehnlichkeitspunkt  o^l  sowie  den  äusseren  beider  Kreise  be- 
stimmt; dann  Ist  Oj'  das  Bild  eines  um  a  unter  (oder  hinter)  der 
Bildebene  liegenden  Punktes  «, ,  a^*  eines  um  die  gleiche  Strecke 
über  (oder  vor)  der  Bi]del)eue  liei^emleii  Punktes  n^.  Beide  Punkte, 
da  sie  die.selbe  Ortliogonalprojection  haben,  liegen  zur  Bildebene  sym- 
metrisch. Nun  wird  aber  belvanutlieb  die  Strecke  durch  die 
beiden  Achulichkcitspuukto  harmonisch  geteilt j  demnach: 

Die  (gemeinschaftliche)  Orthogonalprojection  zweier  zur 
Bildebene  s\  nunetrisc  her  Punkte  wird  durch  deren  Central- 
projectioucn  vom  Augpunkte  harmonisch  getrennt 

Denkt  mau  sich  ein  liaumgcihihU; ,  welches  durch  die  Bildebene 
symmctiisch  geteilt  wird,  so  dass  jedem  Punkte  diesseit^i  eiu  ebou- 
suwcit  abliegender  jenseits  derselben  entspricht,  danu  gebeu  je  zwei 
solclie  zugeordnete  Puidvte  und  ju  eine  einzige  Orthogonalprojection 
7>3  uud  ihre  perspectivischen  Bilder  trcuuen  von  harmonisch. 
Werden  aus  den  Orthogoualprojectionen  die  mehrerwähnten  Kreise 
beschrieben  und  ihre  Aehnlichkeitspuukte  bezüglich  des  festen  Distanz- 
kreises construirt;  dann  geben  die  äusseren  die  ContralprctJectioii 
des  aber,  die  innern  Jene  des  unter  der  Bildebene  gelegenen  T^es. 
Wäre  (neben  der  Orthogonalprojection)  dio  Perspective  des  einen 
Teiles  gegeben,  so  licsso  sich  dio  des  andern  durch  harmonitcho  Tei« 
lung  leicht  finden. 

Bei  gegebenem  und  ö  bestimmen  die  Orthogonalprojection  a' 
and  die  Perspective  a',  welche  beide  auf  einem  Strale  durch  liegen, 
den  Punkt  a,  d.  h.  es  lässt  sich  seine  Gote  quantitativ  und  qualitativ 
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ermittdn.  Führt  mau  njimlich  von  n'  eine  Tangente  an  »Im  Distanz- 
kreis  und  fallt  auf  diese  eine  Normale  aus  ,,  so  ;j;il(t  dirse  das  ge- 
suchte rr;  über  das  Vor/eiehen  entscheidet  die  gegenseitige  Lage  von 
,  und  <>'  in  bekannter  Weis  -,  rdtrigens  kann  man  ^ieh  die 
Tangentcneoiistruction  ersjiaren,  ind^'ui  man  zu  einem  helicltisjen  llalli- 
me'^si  r  des  Distanzkreises  eine  Parallele  dnreh  a .  führt  uod  dcu  Eud- 
puukt  jcues  Halbmessers  aus  a'  auf  diese  projicirU 

II.  Wir  botrachtcn  die  beiden  Punkte  und  i>,  1  ig.  3.  mit  den 
Coten  «  nnd  ß\  die  erste  derselben  sei  positiv,  die  zweite  negaÜv, 
dann  ist  die  Centralprojcction  a*  Ton  o  der  ftussere,  h*  der  innere 
Achnlicbkeitspnnkt  der  betreffenden  Kreise.  Die  Oerado  a,b,  ist  die 

Orthogonal-,  die  Gerado  a*h'  die  Centralprojcction  der  Geraden  a*. 
Es  ist  aber  geometrisch  a*h'  eine  der  Aohnlichkcitsaxen  der  drei 
Kreise  O^,  n^,  h^^  geht  nach  bekannten  neziehungou  durch  den  inneren 
Aehnlichkeitspnnkt  d  der  beiden  Kreise  h,  und  es  stellt  jeuer 
Punkt  d<  ii  Durehstosspunkt  von  tt!>  mit  der  Pildebene  vor.  Für  an- 
dere Lau'rn  der  Punkte  «  und  b  litsst  sieh  die  rntersueliuug  leicht 
führen  und  ergibt,  dass  lUr  Duichstossjmukt  innerer  oih  r  äusserer 
Aelinlii  liki  itspunkt  der  Kreise  und  h,  ist,  je  nachdem  (i  und  ü  auf 
cutgegengcsetzteu  2Seitcu  liegen  oder  nicht. 

Fflbrt  man  den  Stral  ans  O  nach  <lcm  unendlich  fernen  Punkte 
Ton  a&,  dessen  Orthogonalprojection  parallel  ausfällt  zu  so  trifft 
letztere  a%*  in  der  Ccntiulproijection  des  unendlich  fernen  Punktes 
von  ahy  d.  i.  in  dem  Fluchtpunkte  der  Geraden,  welchen  wir  mit 
/'  bezeichnen  wollen.  Die  Figur  ftthrt  nun  leicht  zu  den  bekannten 
Beziehungen: 


m 

-a'O, 

ß 

"  b'Ö, 

Femer  folgt  aus  ähulicheu  Urcieckeu  eionial 
dann 

b'b,  ^  db,\ 

woraus 

und  da  das  Verhältniss  ^  die  Neigung  der  Goraden  ab  gegen  die 
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Bildebene  bestimmt,  so  bleibt  OJ''  so  lange  coustant,  als  es  die 
Neigung  bleibt,  d.  b. 

Die  Flnchtponkte  gegeo  die  Bildebene  gleichgeneigter  Ge- 
raden sind  Tom  Angpnnkte  gleich  weit  entfernt,  liegen  also 
anf  einem  ans  dem  Augpunkte  beschriebenen  Kreise. 

Ein  ein&cher  Sehlnss  fflbrt  nnn  dazn,  dass  parallele  Geradem 
einen  gemeinschaftlichen  Fluchtpunkt  haben. 

So  oft  der  innere  (immer  im  Endlichen  liegende)  AehnUchkeita- 
pnnkt  als  Burchstossponkt  fungirt,  wird  a'b'  auch  Ton  den  durch 

parallel  zu  a^b^  gefübrten  Geraden  getroffen,  d.  b. 

Hat  dne  Gerade  den  Dnrchstosspnnkt  im  Endliehen,  so 
liegt  auch  der  Fluchtpunkt  in  endlicher  Entfernung. 

Ist  aber  der  Dnrchstosspnnkt  ein  äusserer  Aehnlichkoitspuiikt,  liegen 
also  die  zu  seiner  Construetion  verwendeten  Punkte  zur  selben  Seite 

der  Bildebene  und  lusUen  sie  übenlioss  gleiche  Coten,  so  ftllt  er  un- 
endlich weit;  CS  ist  aber  iu  diesem  Falle  die  Gerade  ah  zur  Bildebene 
parallel  und  es  wird  rzV/  nicht  allein  von  a/y^,  sondern  auch  von  der 
aus  Of  biezu  parallel  geiiibrteu  Geraden  unendlich  weit  getroffen,  d.  h. 

Durchstosspunkt  und  Fluchtpunkt  fidlen  gleichzeitig  in'a  ün* 
endliche  u.  z.  bei  Geraden,  welche  zur  Bildebene  parallel 
liegen. 

Wird  durch  ein  Parallelstrai  zu  a*b'  geführt,  so  trifft  derselbe  afi, 
in  der  Orthogoualprojection  jenes  Punktes,  dessen  Centralprojection 
/  im  Unendlichen  sich  befindet  Es  soll  g,  der  Gegcnpnnkt  von 
ab  heissen.  Nach  einer  früher  gemachten  Bemerkung  ist  die  Cote 
von  g  gleich  und  gleii  h  bezeichnet  mit  es  liegt  dieser  Punkt  in  der 
durch  O  zur  Bildebene  parallel  gelegten  Ebene. 

Ist  mit  8  und  die  Centralprojection  Fig.  3.,  einer  Geraden 
mit  dem  Durchstosspunkt  d  und  dem  Fluchtpunkt  /'  gegeben,  so  i^it 
dadurch  die  Gerade  l  bestimmt,  man  kann  ihre  Orthogonalprojection 
ermitteln  und  cotiren.  Bei  gegebenem  Durchstosspunkt  genügt  die 
Cotimng  eines  Punktes.  Ftthrt  man  nftmlich  durch  d  eine  Parallele 
zu  0J'\  so  stellt  diese  schon  l,  vor;  zieht  man  aus  O,  einen  belie- 
bigen Stral,  so  schneidet  derselbe  auf  1,  und  l'  zwei  zogeordneto 
Punkte  und  a'  aus  und  es  ist  die  Cote  von  a  auf  Grund  des  unter 
I.  Cresagten  leicht  zu  ermitteln. 

Fassen  wir  a^,  Fig.  4.,  als  Projection  der  beiden  i^metrischen 
Punkte  a(-\-a)  und  al—a)^  ebenso  b,  als  Projection  der  Punkte  5(-f-(i) 
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ttBd       A        «>  d«**®»  a/,(sJ[,,)  dio  Projectiooen  von 

vier  Geraden,  n&nilich : 

«(—«),  15) 

•  -^1» 

wdclio  paarwoiflo  mit  und  mit  /,)  symmetrisch  zur  Bildcbcnü 
liegni.  Nach  den  voraosgeschickton  Betrachtungen  sind  die  Ceutral- 
projectioncn  hVW  ^ieaer  vier  Geraden  die  vier  AchnUchkeitsaxeu 
der  drei  Kreise  0,(Rad.«),  «,(R.«),  K{Kß).  Der  ftnssere  Aehnlich- 
koitspunkt  der  Kreise  a,  nnd  b,  gibt  den  Dorchstosspnnkt  von 
/,  un.l  der  innere  den  Dorchstoaspnnkt  von  2,  nnd  I4  mit  der 
Bildebene. 

In  den  beiden  Geradenpaaren  f|,  h  nnd  ^,  I4  babcn  wir  zwei 
gegen  die  Bildebene  symmetrische  Gebilde,  wie  sie  nnter  L  besprochen 
wurden.  Mithin  wird  nach  dem  dort  Gesagten  jeder  durch  ge- 
fahrte Stral  iu  diesem  Punkte  und  in  den  Schnittpunkten  mit  k'^A' 
einerseits  und  ///Z/^'  andererseits  harmonische  Punkte  orgeben.  In 
jedem  solcbou  Stralo  liegen  also  zwei  Systeme  harmonischer  Punkte, 
welche  ein  Paar  zir^'OorductcT  Punlvte  jrcMiiein  haben.  Dass  hierin  die 
barmoniscben  Eigenschaften  des  vuUstandi-iMi  Vierseits,  welches  hier 
von  den  Geraden  /, 7.7,7/  gebildet  wird,  mit  inbe-rim-n  sind,  lehrt 
ein  Blick  auf  die  Zeichnung.  Selbstverständlich  gilt  letztere  IJetrach- 
tvng  nicht  allein  für  Straten  aus  0„  sondern  auch  für  jene  aus  a, 
nnd  da  man  auch  «tiose  Punkte  als  Angpunkte  (mit  den  Aug- 
distauzen  «  bezw.  ß)  auffassen  kann. 

Der  durch  O,  zu  parallel  getiilirte  Stral  X  gibt  in  seinen 
Schnittpunkton  mit  /i7.,7;/,'  die  Flucbti>unktc  f^'/V/Vfi  ^^'^ 
treffenden  Geraden.  Da  wieder  die  Schnittpunkte  von  k  mit  l^'  und 
V»  d.  i./,'  und//  von  O,  und  dem  Schnittpunkt  k.L,  harmonisch 
getrennt  werden  und  da  letztgenannter  Punkt  unendlich  weit  liegt,  so 
befindet  sich  O,  in  der  Mitte  zwischen  //  und  //,  ein  bekanntes 
Resultat,  welches  nichts  weiter  besagt,  als  dass  gegen  die  Bildebene 
vyi.i.ui  trisch  gelegene  Gerade  ihre  Fluchtpunkte  gleich  weit  vom  Aug- 
punkt entfernt  haben.   Aehnlich  liisst  es  sich  von  //  und  zeigen. 

in  Eine  Ebene  sei  gegeben  durch  ihre  Trace  auf  der  Bildebene 
und  einen  ihrer  Punkte.  Ist  die  Trace  5,  Flg.  5.,  und  ein  Punkt  « 
dur.  h  Orthogonalprojection  a,  und  Coto  «  gegeben,  so  lässt  sich  die 
Cote  eines  jeden  andern  durch  seine  Orthogonalprojection  angenom- 
menen Punktes  der  Ebene,  somit  auch  seine  Centralprojection  er- 
nüttcln. 


L.iyuizcü  Oy  Google 


264  Czubtrs  AMeiHtng  dtr  Ceniralprojection 

Es  Stelle  l,  die  Orthogonalprojection  einer  durch  den  Pnnkt  a  in 
der  Ebene  gezogenen  Geraden  dar,  dann  Ist  der  Schnittpuokt  d  von  1, 
mit  8  berdts  ihr  Dnrchstossponkt  mit  der  Bildebene  nnd  die  Vor- 
bindungsgerade if  von  d  mit  a'  die  Perspective  von  L  Hierin  ist 
zugleich  die  Lösung  der  letzt  angedeuteteu  Aufgabe  enthalten.  Fahrt 
man  einen  Parallelcnstral  zu  aus  O^,  so  trifft  er  V  im  Flucht- 
punkte /'  von  l.  Denkt  man  sich  o  als  Mittelpunkt  eines  in  der 
Fbono  liegeudeu  Stralenbüsehcls,  so  bat  jeder  einzelne  SStral  seinen 

Fluchtpunkt,  wegen  der  Constanz  des  Verhältnisses  ^y^.,  ^  ^ 

liegen  aber  alle  diese  Punkte  auf  einer  zu  »S  parallelen  Geraden  I-  \ 
der  Fluchttrace  der  Ebene,  wcleho  als  Perspective  der  unendlich 
fernen  Punkte  der  Ebene  (der  unendlich  fernen  Geraden  derselben) 
aufzufassen  ist.  —  Der  Parallelcnstral  zu  /'  aus  trifft  in  jenem 
Punkte  gj,  dessen  zugehörige  Ceutralprojection  in's  Uueudliche  fällt. 

Bemerkt  man  wieder,  dass  das  Verhältniss  ^' -  =  a  "  ^oi^* 

stant  bleibt,  so  folgt,  dass  auch  die  Puidvte  aller  Straleu  des  oben 
berührten  Büschels  auf  einer  zu  ö'  ])arallel(>n  G(Taden  ,  der  Oe- 
ge utrace  der  Ebene,  liegen.  Ein  Hlick  auf  die  Zeichnung  lehrt  zu- 
gleich, dass  F'  von  »S  ebensoweit  absteht  wie  von  O^,  nur  sind 
die  Abstände  in  entgegengesetzter  Kichtuni;  L'clegeu.  —  Es  bedarf 
keiner  besonderen  Erklärung,  wie  bei  fze^ebeneiu  »S  und  oder  N 
und  G,  (nebst  uud  6)  die  Goten  nnd  Gentralprojectionen  l)eliel)i;:er 
durch  Orthogoualprojcction  gegebener  Punkte  der  Ebeuc  bestimmt 
werden. 

Sind  drei  Punkte  a/a),  h^{ß)^  c^{y)  gegeben,  so  bestimmen  die- 
selben eine  Ebene,  deren  Bildtraco  eine  der  Aehnlichkeitsaxen  der 
drei  Kreise  ajbfi,  ist,  je  nach  den  Vorzeichen  von  o,  ^,  y.  Lässt 
man  diese  unbestimmt,  so  rcprftsentiren  die  vier  Aehnlichkeitsaxen 
genannter  Kreise  die  Tracen  von  acht  Ebenen,  welche  in  vier  zur 
Bildebene  symmetrische  Paare  zerfallen.  Zu  jedem  solchen  Paaro 
gehören  zwei  gegen  den  Augpunkt  symmetrische  Fluchttracen  und 
zwei  zur  betreffenden  Bildtraco  symmetrische  Gegeutracen. 

IV.  Durch  seine  Orthogonalprojection,  die  Bildtrace  seiner  Ebene 
und  einen  cotirten  Punkt  der  letzteren  ist  ein  ebenes  Gebilde  be- 
stimmt; die  Perspective  desselben  ist  dann  leicht  zu  constrniren.  Ist 
«,  Fig.  6.«  die  Spur  ,der  Ebene,  und  a,  mit  der  (positiven)  Cote  «ir 
gegeben,  dann  ist  der  äussere  Aehnlichkeitspnnkt  der  Kreise  und 
die  Ceutralprojection  von  a.  Um  nun  die  Perspective  eines  andern 
Punktes  h  aus  dem  ebenen  System  zu  finden,  ziehe  man  zunächst 
den  Stral  OJb^^  welcher  dieselbe  enthalten  wird,  weiters  die  Gerade 
hfl,^  welche  im  Schnittpunkte  d  mit  8  den  Dnrchstosspnnkt  der  Ge- 
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radeu  ha  liofert,  (kTCU  Contralprojection  durch  Vorbiuduu^  von  d  mit 
a*  folgt;  WO  diese  den  Sti*al  0,b^  trifft,  ist  das  gesuchte  h' ,  In  glei- 
cherweise ist  mit  allen  auderu  Puuktcu  zu  verfahren.  Mau  erkennt 
sofort,  dasB  die  Orthogoualprojection  und  die  Perspective 
collinearc  uod  collinear  liegende  Gebilde  sind.  Die  Vcr- 
irioduDgsgeraden  von  je  zwei  zugeordneten  Punkten  (a^  und  a\  und 
h*)  geben  durch  einen  festen  Punkt  O^,  das  Gollineationscentrum, 
und  je  zwei  zugehörige  Oerade  {a,h,  und  a'b*)  schneiden  sich  in 
Punkten  einer  festen  Geraden  «,  der  Gollineationsaxe. 

Insbesondere  sei  das  zu  projicirendo  (rebilde  ein  Kegelschnitt, 
von  velcbem  die  Orthogonalprojection  JT ,  Fig.  7.,  die  Trace  8  seiner 
Ebene,  die  Orthogonalprojection  a,  nebst  Cote  n  eines  Punktes  a  der 
letzteren  gegeben  ist  Man  könnte  durch  das  vorhin  angegebene  Ver- 
&hren  beliebig  viele  Punkte  der  Centralprojection  K'  ermittehi.  Die 
folgende  Betrachtung  wird  zur  Auffindung  der  Axeu  von 
K'  führen*). 

Verschafft  man  sich  mit  Hilfe  von  a  die  Ocgentrace  denkt 
sich  von  den  Punkten  derselben  an  Tangentenpaare  gefuhrt,  so 
gehen  deren  Beröhrungssehncn  durch  den  Pol      von  G,  in  Bezug 

anf  A'.  lu  der  Perspective  ^\ird  jedes  solche  Tangentenpaar  i)arallel, 
seine  Beruh nin;_r^sehne  mitliin  zu  einem  Durchnies<<er,  die  Persjtective 
Voll  o,  also  zu!n  Mittelpunkt  von  K'.  Ist  j-^  ein  Punkt  von 
giht  der  Stral  0,x^  die  Pvichtung  der  in  Perspective  geset/teu  'J'an- 
geüteu  Tvi  und  a»*  au  A,  der  Stral  0,1^  die  Kichtuug  der  Perspective 
ihrer  Berabrungssehne  mn,  d.  h.  die  Stralen  und  Ofi^  stellen 
die  fiicbtungcn  zweier  coigugirter  Diameter  von  K'  vor.  Da  nun 
und  zwei  conjugirte  Punkte  der  Involution  sind,  welche  der  Gera- 
den Q,  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  JST'  zukommt,  0,x,  und  0,it 
zwei  conjugirte  Stralen  der  diese  aus  O,  projicirenden  Straleninvolu. 
tion,  80  Iftsst  sich  folgender  Satz  aussprechen: 

Je  zwei  zugeordnete  Stralen  der  Straleninvolution,  welche 
die  in  (7^  befindliche  Punktinvolution  aus  projicirt,  geben 
die  Richtungen  fOr  ein  Paar  coi^ugirter  Diameter  von  JT; 
insbesondere  liefern,  die  Axen  jener  Straleninvolution  die 
Axenrichtung  von  K\ 

Die  Azenenaittelnng  von  K'  fiUlt  daher  mit  der  Gonstructlon  der 
Aien  des  Stralensystems  bei  zusammen. 


*)  Vergl.  Dr.  Ontt  A.  Y.  Pescbka,  directe  Axenbesti'mmong  der  per- 
*pMthriKhen  Bilder  des  Kreises*  Zeicscbr.  des  teterr.  Ingenieur*  nnd  Arebi* 
tcktn-Tercini.    1S74.  XIV. 
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Wir  nntencheiden  folgoude  Fälle: 

1)  Die  PnnktinToUtion  in  sei  elliptisch,  dann  ist 
auch  K'  eine  Ellipse.  Um  ihre  Axen  zu  finden,  verschaife  man 
sich  zwei  Paare  zugeordneter  Punkte  in  6^ ,  Fig.  7. ,  and  i, ,  y, 
und  t^,,  beschreibe  Aber  a;^  und  y^Q^  als  Dorchmesser  Kreise,  so 
sehneiden  sich  diese  in  zwei  Punkten  P  nnd  Q.  Der  durch  P,  Q  und 
O,  gelegte  Kreis  trifft  G,  in  zwei  Punkten  und  I  ,,  welche  mit 
O,  verbunden  die  Bichtougcn  der  Azen  von  K'  geben.  Was  die 
Längeu  derselben  anlangt,  so  ergeben  sich  dieselben  leicht,  wenn  mau 
durch  0,  Sehnen  zieht,  welche  nach  und  verlaufen;  die  Per- 
spectiven der  Endpunkte  dieser  Sehnen  geben  die  Scboitcl  von  K'. 

2)  Das  Punktsystem  in  G,  st'i  h ypcrliül isch,  dann  ist 
auch  K'  eine  Hypcrbol.  T)io  in  den  Asymptoteupunkteu  und  c^, 
Fig.  Ö. ,  an  gofülirtcn  Tangeuten  geben  in  der  Perspective  dio 
Asymptoten  von  A'',  ihr  Schnittpunkt  t>^,  zugleich  Pol  von  in 
Bezug  auf  Ä', ,  den  Mittelpunkt.  Bio  Axencoustruction  reducirt  sich 
wieder  auf  die  Ermittelung  der  rechtwinklig  zugeordneten  Stralcn  der 
Involution  in  O^.  welche  das  Punktsystem  in  projiiirt.  Wenn 
man  über  als  Durchmesser  einen  Kreis  l)eschreibt,  so  hat  man, 
um  jene  Stralcn  zu  tiudcn,  denjenigen  ürthogonalkreis  der  eben  er- 
wähnten Kreise  zu  verzeichnen,  der  durch  gehend  sein  Centrum 
G,  hat  Beachtet  man  aber,  dass  die  Stralcn  O^u,  und  0,Vf  durch 
jedes  andere  Paar  conjugirter  Stralen,  also  auch  durch  die  gesuchten 
O^,  und  0,Y^  harmonisch  getrennt  werden,  nur  dass  letztere  einen 
rechten  Winkel  einscbliessen ,  so  erkennt  man,  dass  die  von  ihnen 
eingeschlossenen  Winkel  von  O^X^  und  0,Y^  halbirt  werden.  Damit 
ist  die  ConstruGtion  der  Punkte  X,  und  selir  erleichtert.  Von 
einem  derselben  gehen  reelle,  von  dem  andern  imaginäre  Taugenten 
an  A/,  die  durch  den  ersten  von  beiden  durch  gcftihrte  Sehne 
(zugleich  BerOhrungsschne  der  vom  letzten  gezogenen  Tangenten) 
fuhrt  zur  Längenbestimmung  der  reellen  Axe. 

3)  Ist  endlich  dio  Pnnktreihe  in  G,  parabolisch,  dann 
ist  auch  die  Perspective  von  K  eine  Parabel.  Diessmal  hat  mau 
behufs  Axenconstruction  durch  den  Mittelpunkt  der  parabolischen 
Involution,  Fig.  9.,  und  den  Punkt  einen  Kreis  zu  fahren,  welcher 
Bein  Centrum  in  G^  hat;  dieser  schneidet  letztere  Gerade  ausser  in 
Af,  noch  in  einem  Punkte  F^,  von  welchem  an  ausser  G,  noch 
eine  zweite  Tangente  Y^A^  geht  Es  gibt  dann  die  Perspective  von 
A  den  Scheitel,  der  Stral  0,M,  die  Richnng  der  Axe,  jener  die 
Richtung  der  Scheiteltangente  der  Parabel.  Wird  z.  B.  noch  cöue 
weitere  bdiebige  Taugente  an  gef&hrt  und  in  Perspective  ge- 
setzt, was  leidit  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  }>i,  und  M,A,  oder 
einen  dieser  Schnittpunkte  und  den  Schnittpunkt  mit  8  geschehen 
kann,  so  kann  auch  der  Brenopoukt  (F)  leicht  ermittelt  werden. 
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XVL 

Yergleichung  zweier  Annahmen 

über  die  moralische  Bedeutung  von  Geldsuumien. 

Von 

Emanuel  Czuber. 


So  lange  man  bei  einer  Geldsimune  anf  die  YerhSltnisse  der 
Person,  wcicbe  in  den  Besitz  derselben  gelangen  oder  sie  Yortieren 

soll,  keine  Rücksicht  nimmt,  zieht  mau  die  Summe  mit  ihrem  ahso- 
luten  Betrage  iu  Rechnung  und  spricht  von  einem  objectivcn  oder 
physischen  Werte  derselben.  Es  hat  aber  ohne  Zweifel  ein  und 
derselbe  Geldbetrag  für  vcrschiedeuc  Personen  je  nach  den  Umstün- 
den, unter  denen  sie  sich  bciiudcn,  verschiedeuo  Bedeutung,  und 
nimmt  man  hierauf  Rücksicht,  so  kann  von  einem  subjectiven 
oder  moraliscben  Werte  der  Geldsumme  gesprochen  werden.  Es 
erscheint  anf  den  ersten  Blick  unmöglich,  fOr  diesen  bei  den  mannig- 
itchen,  der  Rechnung  meist  unzugftnglichen  Interessen  ein  auf  alle 
FUle  {»assendes  Mass  aufzustellen;  Iftsst  man  jedoch  alle  andern 
Rfldniehten  bei  Seite  und  beachtet  blos  das  hierbei  sehr  in's  Gewicht 
lallende  physische  Vermögen  der  Person,  welche  der  Gewinn  oder 
Verlust  betrifft,  so  wird  sich  eine  Annahme  über  die  moralische  Be- 
deutung desselben  treffen  lassen.  Diese  Annahme  muss  zwei  durch 
den  gemeinen  Verstand  gestellten  Forderungen  genügen:  die  mora- 
1  i  8  (•  Ii  e  B  ('  d  e  u  t  u  n  g  e  i  n  e  r  S  u  m  m  c  m  u  s  s  s  i  <•  h  klein  e  r  e  r  a  e  b  v  n , 
wenn  sie  Gewinn  als  wenn  sie  Verlust  bedeutet,  und  um 
so  kleiner  auslalleu,  je  höber  der  Betrag  des  physischen 
Vermögens  der  Person  ist 

Eine  der  einfachstem  Annahmen,  welche  dies  leistet,  besteht  darin, 
dass  mau  die  moralische  Bedeutung  einer  Vermögens- 
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äiitlcrung  proportional  setzt  dem  Vcrljültnisse  aus  ihrem 
absoluten  Betrage  uud  dem  durch  sie  gcändcrteu  ur- 
sprUuglicbeu  Vermögen. 

Ist  B  der  Betrag  der  VcrmOgensftndeniug,  K  das  nrsprQiigliche 
yermOgen,  so  TrerwandeJt  sich  dasselbe  ia  K'{-B  oder  K^B^  je- 
nachdem  B  einen  Gewinn  oder  Verlost  bedeutet;  nach  obiger  An- 
nahme wird  nnn  die  moralische  Bedeotong  des  ersteren  der  Grösse 

B 

dio  moraUscbc  Bedeutung  des  letzteren  der  Grösse 

B 

^  K 

proportional  angenommen;  darin  bedeutet  jetzt  v  das  Verhftltniss 
zwischen  Verniögensamlcruug  und  ursprüugliehcm  Yermögcn.  Für 
einen  sehr  kleinen  Wert  von  r,  also  eine  sdir  geringe  Vermögens- 
auderuDg  dB  kauu  mau  mit  Veruachlüssiguug  höherer  Potenzen  des 

Verhältnisses  — 

1)  V^^T^^  -j^^v 

setzen. 

Teilweise  abweichend  Incrvon  setzt  Oettinger*)  mit  Lacroix**) 
(nach  Bnifon's  Hypothese)  die  moralische  Bedentang  des  Gewinnes 

B  V 

^'^  ^"^K+B^l  +  v 

dagegen  die  eines  Veilnstes  einluh 

Der  Gleichungen  1)  und  II)  hat  sich  zuerst  Fries  *'^''')  bedient. 


•)  Oettinger,  Wahrgdieiiiliehkeftirechnttng.  pag.  289. 

*♦)  Lacroix,  Traite  elementaire  da  cnlcol  des  probabilitCK ,  pag.  127. 
(Deutsche  Uebcrsctiang  von  Ungcr,  png.  U4.) 

J.  F.  Fries,  Versuch  einer  Kritik  d.  Frinc.  d.  W«hrsch.-K.  1842, 

pag.  U8. 
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Die  Bernoalli'sche  Annahme  über  die  BenrtoUang  dfir  mo- 
ralischeu  Bedeutung  einer  Geldsumme,  welcher  sich  auch  Ijaplaee*) 
und  nach  ihm  andere  Mathematiker  angeschlossen  hahon^  setzt  eine 
snendlich  kleine  YermOgensfiaderang  voraus  und  auf  diese  wird  die 

Gleichtiug  1)  angewendet;  ihre  moralische  Bedeutung  näm- 
lich wird,  glcichgilti g  oh  sie  Gewinn  oder  Verlust  be- 
dontet,  dem  Verhältnisse  aus  ihrem  absoluten  Betrage 
und  dem  ursi)rüuglicben  Vcrmugcu  i)roi)o r tio  nal  ange- 
noiniiieij.  Eine  Vcrmögensänderung  von  endlichem  Betnige  wird 
als  Summe  solcher  unendlich  kleiner  Beträge  angesehen  und  ihre 
moralische  Bedeutung  durch  Summirung  der  moralischen  Bedeutungen 
dieser  erhalten. 

Bezeichnet  denmach  A'  das  ursprüngliche  Vormögen  einer  Person 
und  ist  dasselbe  auf  dem  eben  angegebenen  Wege  zu  doni  Betrage 
K'\-  sc  angewachsen,  so  hat  das  nächste  Increment  dx  die  Bedeutung 

-=-s —  und  ciuü  Vergrössemng  im  Gesammtbeti'age  B  die  Wichtigkeit 


0 

hat  sich  dagegen  das  Stammvermögen  his  zum  Betrage  JT— «  ver- 

dx 

mindert,  so  hat  der  nächste  Verlust  dx  die  Bedeutung  und 
der  ^anzo  Verlust  B  die  moralische  Bedeutuug 


IV; 


'--Jk^x  '-Jf  


Bei  Oettinger**)  ist  die  Ableitung  dieses  zweiten  Ausdruckes 

unklar.  (Man  vergleiche  daselbst  GL  4.  mit  3.)  £r  findet  J  «  ^  ~^x~' 

wona<'h  die  moralische  Ikdcutung  eines  Verlustes  negativ  wäre, 
üebrigens  ist  dies  auch  bei  Lacroix'^*;  der  Fall. 

Unsere  Ableitung  lässt  sich  mit  der  von  Laplacc,  welcher  nicht 
direct  die  moralische  Bedeutuug  einer  Vermögensänderung,  sondern 
die  einer  physischen  Summe  üb<^rhanpt  betrachtet,  in  Einklang  bringen. 


*)  Lflplacc,  Thdorfe  nnftl.  des  probabilit^  und  Essai  philof.  d.  prob. 

Oi-ttingcr,  Die  NYuhi.SLiK'iidiehkcitsrechuuug.,    1852,  pa^;.  232. 
Iiacroix,  1.  c,  pa^.  130. 
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BodevCet  nämlich  —  um  bei  onserer  Bezeichnung  zu  bleiben  — 
K  das  anfängliche  Yennt^en  einer  Person,  so  ist  nach  Laph&cc  dessen 
moralische  Bedentnng 

wobei  Je  eine  für  die  in  Betracht  stehende  Person  giltige  und  h  eine 
willkürliche  Coustante  bedeutet,  \^clche  letztere  sich  aus  einem  Paare 
zusiinimengehöriger  Werte  von  ij  und  K  berech uon  Hesse.  Hat  sich 
nun  das  Vermögen  der  Person  um  Ii  vermehrt,  so  ist  auch  seine 
moralische  Bedeutuug  um  einen  gewissen  Betrag  gestiegen  und 
dieser  stellt  offenbar  die  moralische  Bedeutuug  des  Gewiuucs  B  vorj 
es  ist  wieder 

zieht  man  von  dieser  Gleichung  die  vorhergehende  ab,  so  findet  man 

V.'  -  u 

Ist  dagegen  das  Vermögen  um  B  gesunken,  so  hat  seine  moralische 
Bedeutung  einen  Betrag  Tf  dngebQsst,  so  dass  sie  jetzt  nur  mehr 

beträgt,  und  es  ist  T^'  die  Bedeutung  des  Yerlustes;  zieht  man  diese 
Gleichung  von  der  ersten  ab,  so  findet  man 

K—B 
T,'  kl-^^ 

und  es  stimmen  V^'  und  T^'  mit  \\  und  I\  bis  auf  die  Coustante  /.• 
überein,  die  wir  unterdrückt  haben ,  weil  sie  aus  den  später  aulzu- 
stelleudeu  Uclationca  ohuchiu  verschwiudet. 

Wir  wollen  zunächst  die  drei  durch  die  GleichungBi»aare  I)  II), 
1')  II')»  m)  lY)  ausgesprochenen  Arten  der  Messung  der  moralischen 
Bedeutung  einer  YermOgensänderung  vergleichen  und  wählen  hierzu 
den  Weg  der  geometrischen  Darstdlnng. 

1)  Darstellung  von  \\  und  7*,.  Trägt  mau  v  uach  einer 
willkürlich  gewählteu  Einheit  als  Abscisso  (x)  uud  Fj,  resp.  als 
Ordinate  (y)  auf,  so  hat  man  die  Gleichungen 


oder 

{l+x)y^x^      (1  — — « 

zu  coustruiren;  indem  man  bei  der  ersten  mit  Bcihehaltuug  der  Axen- 
ricbtnngen  den  Ursprung  nach  dem  Punkte  0|(— 1,  4-1)9  siehe  die 
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Figur,  bei  der  zweiten  naek  dem  Punkte  Og(-|-l,  —1)  verlegt,  er- 
hilt  maa  die  auf  diese  neuen  Coordinaten^steme  -^i^i^i  resp.  X^^O^Y^ 
l>esogenen  Gleicknngen 

welehd  gleichzeitige  Styperbeln  Tentellen,  die  die  betreifenden  Ceer- 
diaateoazen  zu  Asymptoten  haben;  von  diesen  Hyperbeln  kommen 
für  unseren  Fall  nur  die  in  den  ersten  Quadranten  XOY  des  Hanpt- 
ooordlnatensystems  fallenden  Zweige      nnd  läf  zur  Geltung,  welche 

durch  den  Ursprung  O  gehen  und  daselbst  eine  unter  45^  geneigte 
gcmcioscbaftlichc  Tangento  G  besitzeo. 

Nach  dieser  Darstellung  wächst  die  moralische  Bedeutung  einer 
TermögensTergrösserung  mit  dem  absoluten  Betrage  derselben  von  0 
Ms  1 ;  crsteren  Wert  nimmt  sie  an,  wenn  Jene  Vergrdsseruug  gleich 
Null  ist,  letzteren  Wert  erlangt  sie, 'wenn  die  Vermehrung  dem  ur- 

sprüuglicheu  VtTinügen  gegenüber  unendlich  gross  ist.  Der  mora- 
lische Wert  einer  Vermögensabnahme  wächst  gleichfalls  mit  ihrem 
pbj'sischeu  Betrage,  ist  Null,  wenn  dieser  Betrag  Null,  und  wird  un- 
endlich gross,  wenn  die  Vcrmiiiderung  dem  gauzen  Vermögen  gleich 
kommt. 

2)  Darstellung  der  Glcichuugcu  l')  und  II'). 

Die  Gleichung  1')  wird  durch  dieselbe  Hyperbel  reprisentirt, 
welche  der  Gleichung  I)  entspricht,  die  Gleichung  II')  dagegen  durch 
die  im  Ursprünge  O  an  jme  Hyperbel  gefahrte  Tangente  O, 

Dieser  Auffassung  gemäss  hat  jeder  Verlust,  selbst  wenn  er  aber 
das  Vermögen  der  betreffenden  Person  hinausgeht,  eine  endliche  und 
reelle  moralische  Bedeutung;  und  doch  muss  man  annehmen  —  nnd 
auch  Oettinger  tat  es  0*  c  pag.  233)  —  dass  eine  Person  nicht  mehr 

wagt  ond  also  auch  nicht  mehr  verlieren  kann,  als  ihr  Vermögen 
betrag^t.  Aus  diesem  Grunde  bcliou  halten  wir  die  durch  das  Glei- 
chuDi^spaar  V)  IV)  augegebeuc  Art  der  Beurteilung  des  moralischen 
Wertes  für  unrichtig. 

'ö)  Darstellung  der  Gleichungen  III)  und  IV)  oder 

Verlegt  mau  in  der  ersten  den  Ursprung  mit  Belassung  der  Axeu- 
richtangeii  in  den  Punkt  O^i — 1,  0),  in  der  zweiten  nach  dem  Punkte 
O^i-^ls  0)  und  verwechselt  in  letzterer  überdies  die  negativen  H&Uten 
Coordinatenaxcn  mit  den  positiven,  so  lauten  die  auf  die  neuen 
Systeme  JC^O^Y^  und  X^O^Y^  transformirten  Gleichungen 

y  «=»  te,        y  ^  las 
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und  stellen  logarithmiscfae  Linien  Tor,'von  denen  wieder  nur  die  in 
den  Quadranten  XOY  lallenden  Teile  L.^  and  znr  Geltung  kern* 
men ;  beide  gehen  wieder  durch  den  Ursprung  des  Hauptcoordinaten- 
systoms  XOY^  haben  daselbst  eine  den  Coordinatenwinkel  halbirende 
gemeinsame  Tangente  die  zweite  hat  flberdles  die  ihr  zugehörige 
Ordiuatenaxe'  F4  zur  Asymptote. 

Die  moralischo  Bedeutung  einer  Ycrmögensändcrung  wächst  nach 
dieser  Annahme  ebenfalls  mit  dor  Gn'isse  derselben,  wird  jedoch,  im 
Unterschied  zu  den  frühere  zwei  Fällen,  fOr  einen  unendlich  grossen 
Gewinn  ebenfalls  unendlich  gross ;  die  moralische  Bedeutung  des  gan- 
zen Vermögensverlustes  erscheint  wieder  unendlich  gross  wie  im  ersten 
Falle.  Ueberhäupt  zeigt  die  erste  Annahme  mit  der  dritten  eine  grosse 
Uebereinstiromung;  nur  wächst  nacli  der  ersten  die  Bedeutung  dos 
Verlustes,  nach  der  zweiten  jene  des  Gewinnes  rascher.  Das  folgende 
wird  zeigen,  dass  die  Rechnung,  auf  diese  beiden  Annahmen  gestfltzt, 
dem  Wesen  nach  abereinstimmende  Resultate  liefert 

Unterschied  zwischen  der  moralisclien  Bedeutung 
eines  Verlustes  und  der  eines  dem  al)soluton  Werte  nach 
gleichen  Gewiuucs.  Weil  hier  für  Ucwiuu  uud  Verlast  v  das- 
selbe ist,  bat  man 

und  wenn  der  Quotient  unter  der  nötigen  Voraussetzung  v  <<  1  in 
eine  Reihe  yerwandolt  wird, 

4)   .  Fl  — 2v*(l+v«+v*+...). 

Kach  der  anderen  Annahme  ist 

8')  r,-  F,  -  — 1(1-*')— '(l+v)  /(l— V«) 

oder  durch  lieihcuentwickeluug  uuter  der  nämlichen  Bedingung  wie 
vorbin 

4')  r,_r,-v»(i+j+g-'+...); 

der  erwähnte  Unterschied  ist  demnach  der  ersten  Annahme  zufolge 
grösser  und  zwar  in  um  so  höheren  Hasse,  je  bedeutender  v  wird. 

Vau  mit  eiueni  gegebenen  Verlust  moralisch  äquiva- 
lenter Gewinn  und  umgekehrt.  Es  sei  v  das  Veibiiltniss  des 
gegebenen  Verlustes  uud  x  jenes  des  unbekannten  Gcwinucs  zum  an- 
fänglichen Vermögen,  so  ist     aus  der  Gleichung 
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SU  berechnen  und  man  findet 

mitbin  a:,  >»  v,  wie  voransznsebeu  war. 

Ebenso  findet  man  den  einem  gegebenen  Qewinn  v  äquivalenten 
Yerinst  ii  aus  der  Gleichung 

1-1,  l-i-v' 

welcbo 

ergibt  \  os  ist  also     <C  v. 

Hiernach  erscheint  der  YerluBt  von  einem  Zohnteil  des  Yer- 
mcygens  gleichbedeutend  mit  dem  Oewinn  von  einem  Achtel  desselben 
und  andererseits  der  Gewinn  von  einem  Zehnteil  äquivalent  mit  dem 
Verluste  von  einem  Zwölftel. 

Nach  der  anderen  Annahme  hat  man  zur  LOsung  derselben  Auf- 
gabe die  Gleichungen 

uud 

welche 

5')  a-,  - 

und 

6')  u  -  4, 

ergeben.  Hier  sind  die  Differenzen  nicht  so  bedeutend;  der  Verlust 
von  einem  Zehnteil  und  der  Gewinn  von  einem  Neuntel  einerseits, 
der  Gewinn  von  einem  Zehnteil  und  der  Verlust  von  einem  Eilftel 
andererseits  sind  moralisch  äquivalent 

Moralischer  Wert  angewisser  Summen.  Wcuu  auf  die 
Verhaltniäse  der  Person,  welche  eine  von  einem  ungewissen  Knig- 
nisse  abhängige  Geldsumme  gewinnen  oder  verlieren  soll,  keine  Rück- 
sicht genommen  wird,  so  briugt  man  an  Stelle  des  physischen  Wertes 
der  Summe  ihr  Produc  t  mit  der  Wahrscheinlichkeit  des  sie  bedin- 
genden Ereignisses  in  K«  rhnuniz  und  nennt  dieses  die  mathemä* 
tische  Erwartung  (Hoffnung  oder  Furcht,  jenachdem  die  Summe 
gewonnen  oder  verloren  werden  soll)  der  Person. 

Wenn  aber  das  \  i  rnniijon,  in  dessen  Besitz  sich  die  l'iTson  vor 
dem  Gewinn  oder  Verlust  betindet,  beachtet  werden  soll,  dann  wird 

T«U  UUL  18 
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man  in  j«  lu  m  Productc  den  phyBischen  Wert  der  fraglichen  Geld- 
summe  durch  den  moralischen  ersetzcu  und  es  sodann  die  mora- 
lische Erwartung  nennen;  ans  dem  Betrage  dieser  kann  wieder 
die  entsprechende  physische  Geldsumme  berechnet  werden.  Erwartet 
z.  B.  jemand  den  Gewinn  einer  Summe  v  (sein  Vermögen  als  Einheit 
angenommen)  mit  der  Wahrscheinlichkeit  so  ist  der  mathematische 
Wert  seiner  Krwartong 

der  moralische  dagegen 

wird  die  dieser  Erwartung  entsprechende  physische  Geldsumme  mit 
a",  bezeichnet,  so  hat  man  zu  ihrer  Bestimmung  die  Gleichnng 

r,  VW 


woraus 

 VW 

®^  l  +  v(l-ic) 

folgt,  ein  Betrag,  der  kleiner  ist  als  die  mathematische  Erwartung. 
Nach  dieser  Formel  entspricht  der  moralischen  Erwartung,  wenn  eine 
dem  halben  YermOgen  gleichkommende  Summe  mit  der  Wahrschein- 
lichkeit i  gewonnen  werden  soll,  i  »  0*2  des  Vermögens  als  phy- 
sische Summe. 

Nach  der  zweiten  Art  ist  unter  den  gleichen  Verluiltuisscn  die 
moralische  llol£nuug 

und  die  correspoudirendc  physische  Summe  wird  aus  der  Gleichung 

i(l+ar,)-i(l+v)« 

gefunden,  welche 

8')  x^^(L+v)^-l 

ergibt;  auf  das  vorigo  Beispiel  angewendet,  giht  diese  Formel 
=  0  22474. 

Eine  fthnliche  Bechnung  ist  anzulegen,  wenn  die  ungewisse 
Summe  Verlust  bedeutet.  Wenn  dann  die  der  moralischen  Furcht 
im  einen,  |t  im  anderen  Falle  entsprechende  physische  Summe  be* 
deutet,  so  folgt  aus  den  Gleichungen 
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der  zweite 

9')  U  

Fflr  V  «  i  uud  tr  =  i  ergibt  die  Rcclmung 

Ii  -0-88333 

I,  -  0-29289, 

Für  y  s  1  geben  beide  Formelo  ebne  Rücksicht  auf  die  GrOne  von 
w  den  Wert  1,  wonach  also  dem  mit  noch  so  geringer  Wahr* 
scheinlichkeit  boTorstehenden  Yerlnste  des  ganzen  Ver- 
mögens als  physischer  Betrag  wieder  das  ganze  Ver- 
mögen gegenübersteht 

Hat  eine  Person  den  (iewiun,  resp.  Verlust  mehrerer  Summen 
VjVjjV.,  ...  mit  den  Wahracheinliclikeileu  'i\iv^ir,^  ...  zn  erwarten,  wo- 
l)('i  vorausgesetzt  wird,  dass  "',  +  +  ■  •  •  =  1  is^  so  findet  man 
den  Gesammthetrag  ihrer  nioralisrhen  llortuung,  wenn  man  die  alge- 
braische Summe  der  einzelnen  Erwartungen  bildet,  wobei  die  auf 
(icwinn  bezüglichen  positiv,  die  die  Verluste  betreftenden  negativ  in 
Ueehnung  gezogen  werden.  Für  die  Summo  vr  bat  man  also  den 
Betrag 

einzustellen,  wenn  sie  Gewinn,  und 

Vr 


1  — Vr 


♦  irr. 


wenn  sie  Verlast  bedeutet,  daher  allgemein  ]^:^^.«*r,  wenn  man  den 

Grundsatz  befolgt,  dass  Vr  flkr  einen  Gewinn  positiv,  (Hat  einen  Verlust 
negaÜT  gouommen  wird.  Nach  dieser  Benerining  hat  naa  also  filr 

die  moralische  UoflfDuog  den  Wert 

Nach  der  zweiteu  Auuabme  wäre  für  Vr,  sofern  es  Gewinn  bedeut<?t, 
und 

—  (— ICri(l  — Vr))    oder  +lCr/a--Vr) 

eiuzusetzeu,  weuu  es  Verlust  vorstellt  \  daher  kami  wieder,  wenn  mau 
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dem  oben  bcriilirteu  Grundsätze  folgt,  allgcmciu  «i  ^  (1 -J- Vr)  goscUrie- 
beu  wcrdeu,  uud  damit  ergibt  sich 

oder 

10')  ^,  =  /  { (1  +  vj«'. .  (1  +  v^-. .  (1  +       . . . J . 

Den  pliysiscben  Bot  rag  v-^, ,  welcher  der  moralischen  lloil'uung 
im  ersteu  Falle  entspricht,  tiudet  man  aus  der  Gleichung 

die  Auflösung  ergibt  unter  Berücksichtigung  der  Relation  t^i-f  ^^s~h 
1C3+...  =•  1 

W         v&i  =  — z  z  z  • 


hiernach  erscheint  V51  als  ein  Mittelwert  der  Beträge  V|,  v^i  ^a**»» 

wenn  diesen  die  üuotienteu  z—r — f  ^  .     »  .,  .     ...  als  Gewichte 

1+Vi   1  +  v,  X+v, 

beigelegt  werden. 

Nach  der  anderen  Annahme  folgt  v^^  aus  der  Gleichung 

welche  dafür  den  Wert 

11')  -  (1  +  »'i)''« .  (1  +  "s)"« .  (1  +  va)'"« ...  - 1 

liefert 

Anwendungen  der  gewonnenen  Formeln. 

a)  Wagt  Jemand  die  Hälfte  seines  Vermögens  und  ist  )  die  Wahr- 
scheiidichkeit,  selbe  zn  verlieren,  nnd  i  die  Wahrscheinlichkeit,  eine 
gleich  grosse  Snmme  zn  gewmnen,  so  ist  der  seiner  moralischen 
Hoffionng  entsprechende  physische  Betrag 

v,.-.i±|-—  i--0^. 
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die  moralische  Hoffnong  flbergeht  hier  in  die  Furcht,  0*25  resp.  O-iai 
seines  Vermögens  zn  yerlieren. 

Betrachtet  man  irgend  ein  Spiel,  bei  welchem  die  Einsfttze 
nach  den  Begeln  der  mathematischen  Hoffnung  geordnet  sind,  welches 
also  mathematisch  gleich  ist,  so  kann  leicht  erwiesen  werden, 
dass  es  fttr  jeden  der  Mitspielenden  moralisch  nachteilig  ist 

Gesetzt,  y  sei  der  Einsatz  eines  Spielers  il,  10  die  Wahrschem- 
lichkeit  Ar  ihn,  zn  gewinnen,  also  1 — tp  jene  f&r  das  Yerlieren,  so 

ist  der  rechtmässige  Einsatz  dos  Gegners  B  oder  der  Ge- 

winn,  welchen  A  zn  erwarten  hat.  Die  moralische  Hoffhnng  Ar  A 
ist,  der  ersten  Annahme  znfolge, 

^  ,  v(i— IT)*'"    i-v^*    "'^T  l„4-y(i-.M')|(i-y)' 

also  negativ,  (iborgoht  dalior  in  Furcht  und  der  dicker  eu*8prccbeude 
physische  Geldbetrag  ist 

''Wl— tc)+lf(l— V)" 

Nach  der  anderen  Annahme  ergibt  die  Rochniing  die  moralische 
Hoffnung  im  Betrage 

(1  +  — ~— )  +  (1  — « 1  -  V) 

r 

0  i-f-— .« 

also  pU'ichtalls  ne^'ativ.  weil  der  Wert  dos  Inteerals  unter  der  Rediu- 
gung  V  <^  1  positiv  bleibt;  der  eutsprocheuue  physische  Geldwert  ist 

_(,_(,+^i^)'.a-v,.-^). 

y)  Wagt  jemand  einen  Ikirag  v,  um  im  günstigen  Talle  einen 
gleich  grossen  v.w  gewinnen,  und  ist  f,  die  Wahrscheinlichkeit,  die 
er  für  das  (n-w innen,  »\'  jene,  die  er  für  das  Verlieren  hat,  so  be- 
iludet er  sich  moralisch  weder  im  Vor-  noch  im  Nachteile,  wenn 
v^j     0,  d.  h.  wenn 
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1+v     1  — 


+ 


oder 


1— V 


bimns  ergibt  sich  unter  Bea4shtaDg  der  Bedingimg  w^-^-w^'^l 


12) 

Nach  der  anderen  Annahme,  wenn  wir  dort  die  Wahrscheinlich- 
keiten mit  vB^  und       bezeichnen,  wird  erfordert,  dasa 

werde  und  daraus  berechnet  sich 


V 


/  y2  y4  ^6  \ 

(1+2+3+4-+...) 


"'■'^^+''^-'^^-''^"*^(i+f+r+?+...) 

13*) 

/      v'    »♦  \ 

ui+v)      _  ''Ü"':2 + 3 + 4  +  ^ 

diu  Eutwickclung  zeigt,  dass  mau  fUr  genügend  kleine  Werte  von  v 


1C9  == 


12^ 


setzen  könne. 


B^de  Aunabmen  Albren  zu  dem  Ergebniss,  dasa  die  Wahrsdiein- 
licbkeit  des  Gewinnes  in  Gewissheit  flbergehen  mttsae,  wenn  die  ge- 
wagte Summe  das  ganze  Yermögen  ausmacht,  was  mit  einer  frab^ 
gemachten  Bemerkung  im  Einklänge  steht 

9)  Steht  ein  Gewinn  v  mit  der  Wahrscheinlichkeit  w  und  ein 
Verlust     mit  der  Gegenwahrscheinlichkeit  w'— 1— w  sn  erwarten, 
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«6er  die  muralische  iiideutung  von  Geldsummen,  ^10 

SO  rcducirt  sirli  «lic  inoralisclie  Erwartuug  der  betreticutlcn  X^crsou 
auf  diu  ^'ulic,  weDU 

Vir  V,"'' 
1  +  V  ^  1  — Vj' 

aus  dieser  BeUtion  kann  bei  gcgebonem  v  und  V|  das  erforderliche 
19  vbA  w'  berechnet  werden;  man  findet 

v,(i4-v) 

13) 

WLr  V,). 

wfthrend  also  iBr  das  Verschwinden  der  mathematischen  Erwartnng 

-f^  -  '  sein  miUste,  ist  hier  —,  =  -~ — ' — :t  d.  h,  die  Wahrsdioin- 

lichkeit  des  Gewinnens  ftllt  grösser,* jene  des  Yerlierens  kleiner  ans 
als  dort. 

Die  Gleichung  kann  auch  da/n  vorwciulot  werden,  bei  gegebenen 
Wahrscheinlichkeiten  Ik/iehuugeu  zwischen  Gewinn  und  Verlost  her- 
zustellen; dieselben  lauteu: 

V^ir'  V,tl»'  1 

tr 

14) 

vir        VIT  1 

Vt  f*'  Vif 

in  diesen  Ansdrflcken  sind  -  —  nnd  -  r  die  durch  die  Paritat  der 

mathematischen  Kiwartnngon  gefonlertcn  Betrage  und  mau  erkiunt, 
dass  für  den  g( ginsNariii,"  !!  Fall  der  Gewiim  grösser,  der  Verlust 
kleiner  gefordert  wird  als  dort. 

Legt  man  die  andere  Annahme  zu  Grande,  so  findet  man  durch 
Lösung  der  Gleichung 

tr/(l  +  v)  =-«c7(l- V,) 

in  analoger  Weise  wie  vorhin: 
13') 

m+v)  . 

/(i+v)-i(i-v,)' 
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14') 
oder 

U") 

0  Wir  wollen  ÜBmer  das  von  Laplaoe  angeführte  Beispiel  über 
den  moraliscben  Vor*  oder  Nachteil  einer  AsMcnrans  nach  beiden 
Annahmen  behandeln.  Ein  Eanfinann  hat  Aber  See  Waaren  im  Werte 
y  (bezogen  anf  sein  Vermögen  als  Einheit)  zu  erwarten,  und  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Schiff  der  betreffenden  Gattong  glttckUch 
in  den  Hafen  einlftnft,  sei  der  'Srfohmng  gemftss  w,  Assecnrirt  der 
Kaolinann  nicht,  so  hat  er  eine  YermögensTergrOsserong  im  Betrage 

V  mit  der  Wahrscheinlich keit  w  zu  erwarten,  der  Wert  seiner 
moralischen  Hoffirang  ist 

vir 

assecnrirt  er  die  Waare,  so  ist  der  rechtmässige  an  die  Ges^hMdiaft 
zn  zahlende  Betrag  w)  und  sein  Vermögen  veigrOssert  sich  mit 
Gewissheit  um  v— y(l— ur)  =  vw,  der  Wert  seiner  moralischen 
Hoi&iuQg  ist  jetzt 

VW 

also  grösser  als  im  vorigen  Falle,  wie  man  ans  einem  Blick  anf  die 
Nenner  erkennt;  das  Assecnriren  ist  daher  fttr  ihn  von  moralischem 
Vortml.  Erst  wenn  er  einen  Betrag  aber  die  rechtmässige  GebOhr 
tr)  erlegt,  der  seine  VermOgenserhOhnng  anf  yto— «i  herabbringt 
nnd  ans  der  Gleichung 

Viff  Vtr  —  Ofj 

1-f-V       l-\-VW  —  «j 

ZU  berechnen  ist,  hat  er  Ton  der  Assecuranz  weder  Vor-  noch  Nach- 
teil; es  ergibt  sich 

Aus  obiger  Gleichung  könnte  aucli  bei  bekanntem  w  und  «,  das  nötige 

V  und  aus  diesem  wieder  jenes  Vermögen,  welches  der  Kuiitmaun  Ijc- 
sitzen  niuss,  damit  er  trotz  der  Ueberzablung  keiucu  l^acliteil  erleide, 
berechnet  worden. 


Digitized  by 


&tr  dU  wwraUuh»  Btätmümg  von  Gtidnunmmu 


281 


Legt  man  dieselbe  Hechnimg  nach  der  zweiten  Annahme  an,  so 
findet  man  als  Wert  der  moralischen  Hoilhnng  hd  Unterlassung  des 
Assecnrirens : 


1+* 


0 

und  für  den  Fall,  dass  der  Kaufmann  assecurirt: 


i(i+v«,)  =  „./j^; 

0 


die  Yergleichnng  der  Integrale  lässt  sofort  erkennen,  dass  die  mora- 
lische Hütfnung  im  zweiten  Falle  grösser  ist  als  im  ersten.  Die  er- 
laubte Ucberzahlung      ergibt  sich  aus  der  Gleichung 

welche 

15')  ff,  =  1  +  (1 

liefert.  Fllr  v  »  A  und    —  i§  erh&lt  man 

a,  =  0-000118  oder  00474  der  rechtmässigen  Gebtthr, 
a,=sO-000061    „  00244  „  „  „ 

t)  Laplacc  knüpft  hieran  weiter  die  Frage,  ob  es  für  don  Kaiif- 
mann  moralisch  vorteilhaft  sei,  die  Waare,  statt  sie  einem  Schiffe 
anzuvertrauen,  auf  r  Schiffe  gleich mässig  zu  verteilen,  welche  gleiche 
Wahrscheiniichkeit  w  des  nuTersehrten  Ankommens  haben. 

Wenn  sich  die  ganze  Waare  auf  einem  Schiffe  befindet,  so  ha- 
ben wir  für  die  moralische  Hoffnung  den  Wert 

VW 

Bei  der  erwfthnten  Vertdlnng  kann  das  Vermögen  des  Kanf- 
mannes  um 

r— 1        r— 2  1 
V   V   V  ...  -V  0 

TT  T 

sich  vermehren,  jenachdem  von  den  Schiffen  alle,  r  — 1,  r — 2,  .  .  . 
eines  oder  keines  ankömmt,  und  fttr  diese  Ereignisse  sind 


die  Wahrscheinlichkdten;  die  moralische  Hoffnung  des  Kaufmannes 
ist  daher 
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iH  V 

r~2  1 

Zur  Vcrgleichung  von  und  i^j'  fügen  wir  der  ersterea  GrOsse 
den  Factor  1  in  Form  der  Eeihe 


zu  und  scbreibcu: 


^1  -   rf^;  -1-  ('■  1  ) .  4- 

Nan  lautet  das  «te  Glied  ans  H^^ 


jenes  aas  dem  Ausdrucke  für 

und  die  IMfereoz  der  abweichendeii  Factor«ai  dieser  Glieder  ist 

v-(» — «) - 


r .  —  (r — r-i —  =■  ;  ^  » 

also  immer  positiv ;  uur  für  «  »  0  verschwindet  sie.  Demnach  ist, 
da  alle  Glieder  von  grösser  sind  als  die  correspondirendon  von 
Hi^  auch 

und  diu  Verteilung  erscbeiut  als  moralisch  vorteilhafter. 


dm  mmralüekiB  B^dmtmg  vm  (7<ld[fiMMiN.  288 

Legt  man  die  zweite  Arnifthme  zu  Gnuide,  so  ist  ohne  Yerteünng 
der  Waare 

16')  ir,  =  wl(l+v), 

and  wenn  die  Waare  verteilt  wird,  die  moralische  Hoffnung 

17')  H^'  =  ufHX+v)-^  (i)io'^-Hl-«'}^ (l  + 

verüiüirt  man  mit      in  derselben  Weise  wie  oben,  so  kann 

geschrieben  werden.  Der  Unterschied  der  abweichenden  Faetoren 
correspondirender  Glieder  ist  Jetzt 

0 

9 


(!+«) 

ebenfidls  durchwegs  positiv;  mithin  ist  wie  im  yorigen  Falle 


Die  geführten  Bctrachtangcn  haben  gezeigt,  dass  allo  al  Ige  mei- 
nen Resultate,  welche  die  Eiutührung  des  Begriffes  der  moralischen 
Bedeutung  einer  Geldsumme  und  der  moralischen  Hoffnung  in  ilie 
MatlH  iiiatik  geliefert  hat,  auch  ohne  die  BernouUi'sche  Hypothese  der 
coli  t  i  n  u  i  rl  i  c  Ii  en  Ver  uj  ugens  iinderung  abgeleitet  werden  kön- 
nen; und  iliese  allgemeinen  Resultate  sind  es,  welche  Anspruch 
auf  Berechtigung  erhehen  diirlVu,  indem  sie  mit  den  Eingebungen  dos 
gesunden  Monscheuvcrstandes  im  Einklango  stehen,  wahrend  doch  den 


Digitized  by  Google 


284 


Czuber:  Vergleichung  zweier  Annahmen  etc. 


specielleu  Zalileucrgebnisscn,  ob  nach  dieser  oder  jeuer  Annahme  ge- 
rechnet, nur  geringere  Wichtigkeit,  namentlich  für  den  einzelnen  Fall, 
zugesprochen  werden  kann.  Die  nähere  Vergleichuug  zeigt,  dass  die 
Annahme  der  plötzlichen  Vcrmögcnsänderuug  —  die  übrigens 
in  manchen  Fällen,  so  bei  Wetten  und  Spieleu,  nicht  ganz  unbegründet 
sein  dürfte  —  die  Verhältnisse  strenger  beurteilt,  den  Gewinn  weniger 
wichtig,  dagegen  den  Verlust  bedeutender  erschciuen  lässt  als  Ber- 
nouUi's  Hypothese. 

Zur  Ableitung  der  allgemeinen  Resultate  sind  also  beide  Annah- 
men gleich  dienlich,  die  erste  hat  den  Vorteil,  dass  sie  einen  ein- 
facheren RechnuDgsmechanismus  erfordert. 


I 
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xvn. 

Proprietes  relutives  des  polyedres  rdguliers, 
(lui  sont  conjugu^s  entre  eux. 

Par 

Georges  Doetor. 


1.  Dans  ie  Tome  LEX,  1876,  decea  Archives,  noiis  avonB  Mi 
coimaitre  quelques  propri^tös  uoaTeUes  des  polyddres  i^golien  (pages 
SO  k  58),  qui  reposent  snr  TintrodactioD,  dAns  les  calcols,  da  rayon 
de  la  sphd«*e  taogente  aox  ar^tes. 

A*  la  fin  de  notre  artide  (pages  57  et  58)  neos  ayons  trouv^ 
qoe,  si  denz  polyödres  r^gnliers  conjugn^s  sont  inscrits 
dans  la  m^ine  sph^re,  lenre  volames  sont  entre  enz  comme 
les  rayons  des  denz  sphdres,  qni  sont  tangentes  anz 
ar^tes  de  nos  deux  polyödres. 

Kons  avons  M  eondnit  k  ce  r^snltat  par  la  oomparaison  des 
valenrs  nnm^riqnes,  qne  nons  aTons  obtennes  ponr  ces  Tolnmes  et 
ponr  les  rayons  des  denz  sph^res. 

Or  cctte  propositioQ  n'est  quo  la  cons^quence  d'an  th^ordme 
g^nöral  qai  s'appliquo  aossi  anz  polyödres  r^guliers  coigngn^,  lors- 
qse  cenz-ci  sont  6toil^. 

Pour  etablir  cc  th^oreme  et  Tappliquer  aux  volnmes,  nous  con- 
senerons  les  notatious  de  Tarticlc  cito  et  nous  ferons  usage  de  la 
mSme  fignre,  qne  le  lectenr  est  pri6  de  constmire. 

2.  Th^or^me  gr^ncnil,  Lorsque  deux  polyedres  r^guliors, 
couvexes  ou  etoiles,  sont  conjugues  ontro  eux,  les 
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cotangentes  des  dcmi-inclinaisons  mutuelles  dos  faces 
adjaceutes  sont  entre  cux  comnio  les  cosinus  des  demi- 
angles  au  ccutre  de  cos  faces. 

Consid^rons  un  polyedre  regulier,  dont  les  faces  soient  des  poly- 
gones  de  n  cot^s  et  de  l'espece  ^,  et  dont  les  augles  solides  aieut 
m  faces  et  soient  de  Tespece  p. 

La  demi-iuclinaison  mutuelle  I  des  faces  a^acentes  du  polyedre 
sera  donn^e  par  la  formule 

pn 

COS  - - 

(1)  8mi=  

sm  ~ 

n 

Lo  polyedre  regulier,  conjugue  du  prec^dent,  [sera  termin^  par 
des  polygones  de  wi  cötes  et  de  l'espece  et  par  des  angles  solides 
de  n  faces  et  de  Tesp^co  q.  La  demi-iuclinaison  mutuelle  /'  des 
faces  adjacentes  de  cc  secoud  polyedre  sera 

qn 

cos 

(2)  sin/'  =  — — • 

sm 

m 

Poisqu'ou  a,  cn  gen^ral, 

1 

cot^x  =  cos^c^x  —  1  =  —  V — 1, 
les  formules  (1)  et  (2)  nous  donncnt 

am*  —  sm'*  cos* - 

n       ^  Ii  m 

cot*/  =  1  =  • 

^pn  pn 

cos*—  COS*  - 

m  m 

.  ^pn  .    pn  qn 

sm*  —  sm*  -  —  cos*  — 

m  in  M 

cot*/'  1  =   ' 

^qn  qn 

COS*^  COS*— 
71  n 

d*oü  on  tiro 

cot*/,  cos*  —  =  sm*^^  COS'  —  t 

m  n  m 

cot*/'.  COS*  ~  =  sin*—  —  COS*—* 
n  jn  n 

Mais  les  seconds  mcmbrcs  de  ces  6galites  sont  ögaux,  cn  vertu  de  la 
relation 
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1  -  +  cos«''--  -  «fa»       +  COS«?  -  ; 

donc  Im  premien  le  sont  anssi,  et  il  vient 

pn  ,  an 

eoiJ.  cos  —  -=»  cot/  .  cos  » 
m  ff» 

d'oü  Ton  tire  la  proportion 

qn 

cos-^ 

/f\  cot/  * 

cos* — 

ff» 

qu  ü  failait  ctaUir. 

Si  les  polycdres  reguliere  BOnt  coavexes,  od  aura 

et  par  smto 

n 

cot/  n 

<">  w  — ü- 

cos  - 
ff» 

3.  YoUme  d'nn  poly^dro  r^gnlier  convexe  en  valenr 
des  rajons  des  troii  sphdres.  Soit  a  Tarnte  d'an  polyddre 
regulier  oonvexe  de  F  foces  ayaat  chacmie  n  c6t6s  ei  «  le  rayon  de 
la  Sphäre  inscrite.  Neu  aTons  troiiT^  (page  66,  loe.  dt),  qoe  le 
Toltime  V  da  polyddre  est 

(Ul)  F— ^jiiFaVcot^. 

Reprisentons  par  le  rayon  de  la  Sphäre  drconaciite,  par  g  eelai 
de  la  Sphäre  tangeote  aux  arßtes,  noiiB  ayons  (m^e  page) 

a  —  2/icot^cot/, 

cos  - 

a  —  2^  COtj; 

COS  - 
n 

«III  m  (U'signe  lo  iirmibrc  des  aretes  issaes  do  cbaque  sommet  et  /  la 
domi-iudiuaison  mutuelle  des  Caces  ac^acentes. 

Le  prodolt  de  ees  deox  Talem  de  a  sera 
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cos*- 

—  ABq  ^  cot*/. 

Bin— COS  — 

MettaDt  cette  valenr  de  a*  dans  roxpressioa  (III),  nons  obtiendront 
poiir  le  Tolnme  la  nouvelle  cxpressiou 

cos*— 

OY)  F— inflb-p. — ^-^.cot*J. 

Mn— Bin— 
m  n 

4.  Rapport  des  tolmnoB  do  dcax  poly^dres  r^gnlierB 
conjugu^s,  qui  sont  iuscrits  daus  la  mdme  sphdre.  Lora- 
qae  deux  poly^drcs  reguliers  conjugu^s  sont  inscrits  dans  la  memo 
Sphäre,  on  sait  qu'ils  sont  anssi  circonscrits  a  la  memo.  Donc  si  R 
a  la  memc  valeur  pour  Ics  dcux  polyedrcs,  il  cu  scra  de  meine  do  r 

et  de  mdme  ansBi  da  produit  sin   sin  .    D'aüleurs  le  produit  nF 

m  n 

aara  aussi  mOmc  valeur  pour  los  dcux  polyedres:  car  s'il  est  4.6  =  24 
pour  rhexai'dre,  il  sera  3.8  =  24  pour  roctaodre;  de  nuMue,  s'il  est 
6.12 «CO  pour  le  dodoca^dre,  il  sera  3.20  =  GU  pour  Ticosaedre. 

Cela  pob6  ,  Boieot  V  et  V  les  volnmes  de  den  poly^dres  r^gu- 
tiers  ooivoga^B  qai  sont  inscritB  danB  la  m^me  sph^re  de  rayon  ü; 
r  le  rayon  coramnn  de  la  Bphdre  InBcrite;  q  et  lea  rayone  des  denx 
sphdres  tangentes  anx  ar^s;  /  et  /'  les  demi-indinaisons  mntaelles 
des  fikces  a^facentes;  n  et  m  les  nombres  de  cOtds  de  leors  faces;  F 
et     les  nombres  de  ces  &ce8.  Kons  avons,  d'apr&s  (lY), 

cos* -cot*/ 

sin -Sin  - 
m  n 

n 

cos* "  cot-/' 

Bin -Bin- 
n  f» 

Divisant  membre  a  membro  et  observant  qae  nF»  mF\  il  vient 

cos*  -  cot*/ 


^'""^  cos* -cot«/' 


Mais  r^galitc  (II)  donne 
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n  71 

cos    coli  =  cos    cot  /; 
m  n  ' 


Donc  il  roste 


Ainsi,  Lorsquc  dcnx  poly^dres  r^^nliors  sont  coii- 

jugu6s,  s'ils  se  tr-iuvcut  inscrits  dans  uno  meine  sphe- 
ro,  leurs  valours  sorout  ontro  oux  coiume  Ics  rayons 
lies  spiieres  taugcntcs  aux  arctcs. 

II  s'cnsuit  que  lenrs  surfaccs  sont  dans  Ic  mdme  rap- 
port. 

Paris,  10  noTcmbre  1877. 


XVill. 

Nouvelle  Methode  pour  d^terminer  les  foyerR 

des  Courbes  du  secoiid  degre. 

Par 

Georges  Doetor. 


1.  Dans  cettc  niethodo,  oii  a  bcsoin  de  conuaitre  les  Con- 
ditioiis  necessairos  ot  süffisantes  pour  qu'un  polynOmo 
entier  du  second  degre  ä  deux  variables  soit  un  carr£. 

CoDsiderons  d'abord  ie  x>olyuöiiic 

dans  leqoel  Je  terme  constant  est  igal  ä  Tunite.  Pour  quo  cc  poly- 
n6me  soit  an  carr^,  U  faat  et  il  snfißt  qne  sa  radne  soit  de  la  forme 
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Noos  devous  donc  avoir,  qaels  qae  soient  *  et  y, 

Cotte  identit^  ne  saurait  avoir  liea,  qne  a! 

Elimiiiaiit  les  deux  iodeterniinees  m  et  n  entre  cos  ciu(|  Ogalites,  nous 
obtenons  les  trois  relaüous  de  condition 

(1)  <P— a«0,  «*— c  — 0,  0. 

Cos  coiulitions  (I)  sunt  iloiic  uecessaires.  Kilos  soiit  (raillcurs 
siiftisantes:  car,  si  cHps  sout  rcinplios,  le  i)ülyn6rae  (1)  sera  eviUeu»- 
meiU  lü  carre  du  triiiörae  tlx-\-cy-{-l. 

PrenoDS  maintcuant  un  poiyuümo 

(2)  2Ärjr + ^Dx+2Ey+F, 
dans  lequel  Ic  terme  coustant  F  est  quelcooquc. 

Cc  polyndme  ponvant  s'^criro 

(A  ^  ,     B       ,    C'      ,     D     ,     E     ,  \ 
+2       +  F^  +  -  jr^  +  2      +  l)  ' 

un  voit,  d'apres  (I),  quc  la  partic  eutro  pareutht-ses  scra  uu  carrc, 
si  Tou  a 

ou,  si 

(II)         D«— ^FrssO,  CP— 0,   Z)JS=BF— 0. 

Douc,  Pour  que  Ic  polynonu'  dn  socoiul  dogrc  (2),  a 
deux  variables  j-  et  //,  soit  uii  carre,  ä  uu  facteur  eou- 
staut  pres,  il  faut  et  il  suffit  quc  ses  coefficieats  satis- 
fasseiit  aux  trois  rolatious  de  coudition  (II). 

2.  Systeme  des  deux  equatious,  (jui  douncnt  les 
foyers  des  courbcs  du  socoud  degre.  Supposous  quc  Pequatiou 

(3)  /(^,y)  -  -4x»+2Är^+cy+2/;x4  2/.V+F=0 

repr^nte  uno  coniquo  quülcouquc.  Trausportons  rorlgine  on  uu  point 
quelconque  da  plan,  dont  les  eoordonn^  soient  a  et  ß, 

Lt'quatiou  de  la  courbe,  rapportee  a  ia  nouvello  origiue,  sera 
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(4)  ^1.^+2/^x^+6'^,^  V"«'+yy> '+/(«,  ß)  -  0. 

Sttpposons  quo  1a  noavcHe  origine  des  coordonn^ea  soit  un  foyer. 
Dans  CO  cas  la  distance  &  cetto  origine 

(1*1111  poiut  (luclcouiiue  (r,  y)  (U>  la  couique  (4)  devra  etrc  unc  fonction 
rationuello  et  lin^^aire  des  coorUonn^s  z  et  y  de  co  poiut. 

Or,  si  uous  appclous  X  uu  factcur  arbitraii*e,  requatiou  (4)  doune 

(5)  Ad««A(i:*+y«) 

-  M  + 1  V*+  2Äry + (6'+         ir/.'+  «. 

Xous  vovüus  aiiisi  quf  la  noiivilk'  origiue  sera  uu  toyor  ilo  la 
couiquo  (3),  si  Ic'S  coordonnrcs  «  et  ß  de  cclte  origiue  sunt  tdlis  «lue 
le  secDud  nieuibro  de  IVquutiüu  (5)  est,  a  uu  facteur  coustaut  pr(^s, 
uu  carre  purfait.  Cette  cuuditiou  sera  evidemmeut  ivmpUe,  si  les 
trois  rclatious,  qai  correspoudout  ik  (Ii),  sont  satisÜaites. 

II  faot  et  il  saftit  doiie  quo  Ton  alt 

(6)  i/«=*-M+A)/(«,W  =  0, 

(7)  iZ-^'-CC+D/KÄ^O. 

(H)  i /•«'//- /^/•(«,/J)-0. 

Oes  trois  (M|uatious  out  Ucu  cutre  les  coefficients  de  l'^quatiou 
(3)  do  la  coniquc  donn^e,  entro  los  coordonnees  «  et  ^  du  foycr  rap- 
portä  &  la  mcme  origine  quo  la  conique  (3)  et  entre  le  iaeteur  arbi- 
traire  1,  qui  n*entre  quo  daus  les  deux  ^uations  (6)  et  (7). 

Si  nous  r»'traiiclious  (7)  de  (6),  uous  climiueruus  A,  et  uous  ob- 
ticudrous  l  t'quatiou 

(»)  1/«'-  -  ß)  =  0, 

Les  dou\  e<iua)ions  qui  detenninent  les  coordonn^  o  et  /2  des 
foyers  sout  donc 

(III)  \u'  r^'—nntuß)  0, 

(IV)  1/«'«-  !./>'— (-i-c)/(«,/J)  -  0. 

Cetto  methode,  si  simple  et  si  Elegante,  a  ^t^  exposee  tout  it^* 
cemment  dans  les  Non\ olles  Annalcs  do  Mathdmatiqnes; 
«>riM  Serie,  tome  XYII,  page  26,  par  M.  E.  6.,  ancien  il^vedo  lycto 
de  Reims.  L*auteur  se  bornc  &  r^tablissoment  des  deux  i  quation 
(III)  et  (IV).  Kous  verrons  au  n^  4  quo  roiie  de  ces  ^quations  poot 
ötre  remplacee  par  l\quation  aux  axes  de  la  conique,  {quation 
qui  n'est  qu'uno  cons6quence  du  Systeme  prMdeBt. 
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3.  D6vclop))cnicnt  du  Systeme  des  öqnations  aux 
foycrs.  L'equation  (3)  uous  donno 

/•(tf,  /3)  =  ^ft2 _|_  2 ließ  _|-  cp  +  2D(i  +  '2Eß-\- 

Si  nous  snbstitiioiis  cos  cxprossions  dans  les  equations  (III)  et 
(IV),  ellcs  deviemlruut,  apres  rtuluctions, 

(VI)   (ilC—  il«)(a«— P»)+2(CD— i?J5)«— 2(JA'--ö/))/J 

(£«  — CF)  «  0. 

Si  Ton  suppose  quo  n  et  ß  expriment  des  coordoim^s  conranies, 
ces  doux  ^qvations  (V)  et  (VI)  rcprßsentcront  dcnx  coniques,  dont 
les  qnatre  points  d'iuterscctiou  seront  les  qnatre  foycrs  de  la  coarbe 
da  second  degr6  (3). 

Admettous  qiic  la  conique  donu6e  (ß)  soit  unc  courbc  ä  ccntrc. 
Lc  coefticient  AC—Ji-  sora  dans  co  cas  dilfureut  de  zeroj  par  siiito 
Ics  dcux  coniqucs  (V)  et  (VI)  serout  aussi  ccntre.  Los  coordon- 
D^s  de  leur  centra  ^tant  donnees  par  le  Systeme  des  deux  equatioos 

(AC—  Ji-)ß-\-iAi:—  HD)  =  0, 

iAC—B-)tt+{CD  —  JiI::)  =  0, 

on  voit  (jue  les  denx  coniques  (V)  et  (VI)  ont  rahme  centrc  quo  la 
coiirbe  donn^e  (3)  da  secoad  dcgr6. 

II  est  also  de  voir  d'aiUears  quo  requation  (V)  represcDte  ane 
hyperbole,  dont  les  asyinptotes  sont  paralleles  aux  axes  de  coordon- 
n^es;  et  quo  Tequatioa  (VI)  est  uae  byperbole  equilat^rc^.  dont  los 
axes  sont  paralleles  aax  axes  de  coordounccs.  Ccs  deux  liyperboles 
sc  conpent  cu  qnatre  points,  deux  r^cls  ot  doux  imagioaires,  qui  sont 
pr^cis^ment  les  foyers  de  la  coniquo  donuee  (3). 

Si  la  tuiüiiue  doimö  (15)  est  unc  parabolo  IVxprcssion  AC — 
sera  uuUe,  et  les  cquations  aux  lo}  eis  sc  rcduirout  aux  dcux  suivaute:» 

(AE''BD)a+{CD—B£!)ß+DE—BF'=:^  0, 
2{CD'-  BE)€t-'2(AE-BD)ß+iD^~  AF)  -  (A-—  CF)  =  0, 

qui  sont  du  premier  degre.  Celles-ci  detcrmiiieut  lo  foyer  de  la  para- 
bole  (3). 

Puisque  B*  —  AC  —  0,  on  a     «  Hh  V-^C  Supposons  quo  B 
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Bolt  positif.  Si  nons  reini)la<;oD8  B  par  VÄC^  Ics  dcux  ci^uaticus 
preccdeutes  se  reduirout  a 

,  ^  de—fVac 

«y  c+ß  y  ^  «  ^2(i>v  c-i.V.i)~' 

qui  rt^i>ri'sentcut  dcux  droitcs  ivctangnlaires,  dont  riutcrscctiou  scra 
prcrcis^meot  le  loyer  de  notrc  parabolc  (3). 

4.  Multiplioiis  Ics  njuatioiis  (III)  et  (IV)  r(si>cctivoinont  par 
^1 —  €J  et  B.  et  rctraiu'lioiis  Ic  iircmier  prodiiit  du  sccondi  uous  aurous 
^limine  et  l'^quatiou  resultante  scra 

Si dans  cette  ^quation ,  nous  regardons  «r  et  /3  commo  les  coordon- 
iiijc-s  eourantes,  eile  repr^scntera  nno  coniquc  (lui  passe  par  Ics  foycrs 

de  la  courbe  du  second  dcgre  (3). 

Mais  cette  eqnation  (VIT)  est  pr^cisement  reqoation  aux  axcs  do 
la  coniquo  (3).  I>onc 

X^es  foycrs  d*anc  courbo  du  sccoud  dcgre  sont  situcs 
sur  les  axes  de  la  courbe. 

5.  Determination  do  i'^quation  aux  axes  des  cour- 
bes da  second  degr6,  rapport^cs  des  coordonnöos 
rcctangal&'i'^s*  II  est  facile  de  faire  voir  qao  l'^quation 

(VIII>  i^/x '  -    -    AV/-  Bf^  =  0 

fQi^if  u^it  It^s  dcux  axes  de  la  couiquc  (3). 

Sei  out  cn  cfifct  m,  et      les  cocflicicnts  angulaircs  de  dcux  dia- 

ni^tres  conjiigu^s  do  la  coniquo  (3).  Lo  diamdtro  conjugu6  ä  la  di- 
rcctiou  y/*  t'taut 

(XO)  0, 
a  vicat 

^  A-\-inn 
'^^'^  JJ  +  mC 

Ou  »  donc,  entro  m  et  m',  la  relatiou 
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Si  nos  (Icux  diainotrcs  coiijugucs  sont  Ics  axcs  Je  la  courbc  (3) ,  ou 

anra  inui= —  1,  ou  m'  •=  — co  qui  traust'oriuc  la  l  elation  pröce- 

deutc  (ians  r^quation  du  second  dcgre  eu  m, 

(12)  Bm^  +  (-1  —  C)m-~B  =  0. 

Resolvaut  cettc  equatiou  et  substituant  daus  (10)  los  valeurs  ob- 
tcnues  pour  «t,  on  obticndra  Ics  equatious  des  dcux  axcs  de  uotrc 
conique  (3). 

Si  Ton  avait  climinc  dircctcmeut  m  entrc  (10)  et  (12),  ou  aurait 
obtenu  l'equation  du  second  degre,  qui  donue  Ics  dcux  axcs  de  la 
conique.   Ccttc  equatiou  est  prcciscnient  Toquation  (VIII). 

Pour  resoüdrc  TCMiuation  (VIII),  ou  posera 
olle  devicnt 

A';^  — (yl— 6')7— ö  =  0, 

et  douuc 


A  —  C  ±\A:B-~{A-'Cy- 


"  2B 

ou 

Ax ^By+D      A~C±  ^4/;-  — (T— C)^ 


(IX) 


Bx+Cij  +  IC  2B 


Ou  a  aiusi  dcux  Equatious  du  prciiiicr  degre  cu  j-  et  y.  Eu  ac- 
couplant  chacune  de  ces  dcux  equatious  avcc  l'uuc  ou  l'autre  des 
equatious  du  second  degre  (III)  et  (IV),  on  dctcrmiucra  aisemcnt  Ics 
foyers  de  la  conique  (3). 

t>.  Determination  de  Tequatiou  aux  axcs  des  courbes 
du  second  degre,  rapportees  X  des  coordonnecs  obliques. 
Si  les  axcs  de  coordonuees  coinprcnncut  entre  eux  un  angle  6,  Ics 
coefticicuts  angulaires  m  et  m'  des  dcux  axes  de  la  conique  (8)  satis- 
fout  a  la  fois  aux  dcux  relations 

(13)  A  +  JI{m-^in')~^Cmm'  ^  0, 

(14)  l  +  C0SÖ(m  +  m')  +  7rtm'=  0, 

dout  la  preniierc  exprime  que  les  deux  axes  de  la  courbc  sont  des 
diaui^trcs  coujugues,  et  la  secoude  (|U0  ces  deux  diametres  sout  rcctau- 
gulaires. 

Si  Ic  secoud  de  dos  axes  est  reijrcseute  i>ar  rcquation 

(15)  /x'+m'/./  =  0, 
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uous  poiirrons  tliniinor  tl'abord  ontre  les  cquatiüus  (13),  (14)  et 
(15),  CO  qui  uous  fuuriiit  Ics  dcux  c^uatiuiis 

qu'il  suftit  Uc  diviscr  membrc  ä  incmbre  poor  avoir  lequatiou  aux 
axc's 

Ott 

(X)    iß — ccos  e)jx^ — (^1 — c)/^g'— (B—Acos  ew  -  ^• 
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XIX. 

Bewegung  eines  aui  Faden  hangenden  Stabes. 

Von 

R.  Hoppe. 


^  Em  Faden,  d.  i.  eine  gewichtlose,  undohubarc  Goracio,  sei  im 
emen  i^punkt  fest  und  trage  amaadem  einen  Stab,  d  i.  eine  starre 
Gerade  mit  behebig  Terteüter  Masse.  Der  Befestiguugsj,unkt  am  Stabe 
sei  beliebig,  nar  soll  er  nicht  dessen  Schwerpunkt  sein.  Ant  den  St  ib 
Wirte  aUein  die  Schwere,  Im  Folgenden  sollen  einige  Fragen  in  Bo- 
treff  seiner  Bewegung  nntersncht  werden. 

§.1.   AUgemciue  Dlffereutialgleiehiuigcn  der  Bewegnng, 

Der  feste  Endpunkt  O  des  Fadens  OE=  «  sei  M^hxi^  der  recbt- 
winkljg«m  ary«,  die  «vertical  nach  unten  gericbtet,  das  andre  J-mlr  y; 
Anfang  der  Absdssen  u  Iftngs  dem  Stabe,  positiv  nach  d.-m  Sd.uer- 
punkt  F  hm.  Ist  dm  ein  Element  der  Masse  m  im  Punkte  «,  so 
möge  sein  ' 

die  Integrale  über  den  ganzen  Stab  ausgedehnt 

Far  die  Folge  wird  die  Bemerkung  notwendig  sein,  dass  stets 

ist.   Dies  erhellt  leicht,  wenn  man  die  Masscnclomcnte  m,, 

in  nnendlicL  nahen  Punkten  u„  ...  conccntrirt  denkt  Dann  ist 

bm  «  b£mt  —  Sukm 
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daher 

'  Z£(«l-.«ji)imftflu>0. 
w.  z.  b.  w.  9 

Siiul  ilie  Hiclituiigscosiiiiis  des  Fjulcns,  Xfjf^  die  ÜC8  SU- 

bcs,  80  siud  dio  CoorUiuatcn  des  Stabcicmoats 

y  —  m+^H 

Von  den  Bcwcguugsgleichangcu  sind  zwei  Integrale  bekannt,  die 
Gleichung  der  constanten  Flächengeschwindigkeitsprojcction 

f{yn''-Mg"ßm  -  Hm 

und  die  ülckhung  der  lebendigen  Kraft 

wo  der  Acceut  die  DiftVrcutiation  nach  der  Zeit  ausdrückt. 

Ans  der  letztem  lassen  sich  leicht  die  4  nnabbängigen  Differen- 
tialgleichungen 2.  Ordnung  durch  partielle  Differentiation  ableiten,  dio 
ans  den  6  Bewegnngsgleichnngen  eines  starren  Systems  auszusondern 
eine  sehr  umständliche  Rechnung  erfordern  wttrde. 

Setzt  man 

Ti  «-*  cosq?  Xf  =s  cosl 

yi  «  sin^cosi^  *»  sinAcoSft 

»I     siu  (jpijin  9f  M  sinAsiufi 

so  sind  ^  die  4  unabhängig  yarilrenden  topischen  Grössen, 

so  dass,  wenn  man  das  Differential  der  GL  (1)  in  der  Form 

darstellt,  und  zwar  nach  Anleitung  des  Alembert'schen  Princips 

9'*     „.fö'     ö''*  * 
-*r  -  «  2/     \     #t  -     2r  «V  -  etc. 

setzt, 

«  =  0;   V^ssO;   ^  —  0;  M«-0 

die  1  unabhaii^'igen  (ih  irbuUL'i'ü  siud,  die  i/»,  A,  u  bcstiumcu.  Matt 
üudet,  wouu  zur  Abkürzung  *^    gesetzt  wird: 
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•^-^(siiiy  cos  k —  L'osgpsiu  ^iosd)il'^—  //a'- cos  9  sin  A  cos  d 
8Uid(2X'fi'co8  A+ /'sin        sin  9> } 

=  ^^|t/(2rp>%-()sg)4-V'''siu(r)  — A[rcosA— (/l'-  +  ft'=^)8iuiljsiua 
6co8d(2AV'co8^+^''Binjl)jsiu9>  • 

A  =  b\a{mifp%\\iX-\-  cos  cos  A  cos  B)fp" 

-|-rt(cos  9?  sili  Ä  —  sin    cos  A  cos  ^)<3p'^' —  a(|>'-siu  qp  cos  A  cos  6 

— acosA8ind(29'^'cos9-i~V^  "^^i+^^C^" — ^»'^sinAcosilj+i^sinA} 

M  «  6(asin6[(p"cos*p  —  {*j>'^-\-  »,'''^)siu9pj  +  acos(3(29'ip'cosgp+t/;"smgp) 
+c(2A>'cos  k + ft"siu  k)  j  sin  k 

80  wie  die  2  Integrale 

If  =  od  siu  ^(^'cos  <p  siu  i — l'sin  (p  cos  X)  (3) 
•f-osin^Ca  sin  9-{~^Bin  Aco8d)^'-|-6sin  A(0sinA+a8in9  cosd);»' 

2K  '-^  aHfp'^'{-^f'^siU'(p)-\-2((h[(^\n(pm]\k-{-cos(pcoskco&ö)(p'k' 
+  sin  d(9V'<!0S9>  sin  A  —  A  V'sin  cos  A) 

+^y8in9)8in Acosai+M^'^+f^'^flin^A)- ^(acos^^+^cosl)  (4) 

§.  2.   Permaueui«  Rotation. 

Man  könnte  zunächst  fragen,  ob  un<l  unter  welchen  Bedingungen 
der  Stab  (oder  seine  Yerl&ngerang)  beständig  durch  dioYcrticale  gehen 
kann,  so  dass  die  Ebene  zwischen  Faden  und  Stab  vortical  bleibt 
In  diesem  Falle  mflsste  8tnd  =  0  sein.  Dies  gäbe: 

y/=  rt{«(2qpV'co8<3P+ii4''8iny)±/H2AycosA-|-fi''sinA)}siug)  =  0 
M  —  6|6(2AVco8A+/'8iuA)±<i(29»Vc089>+fi"sin9>)|8inX  0 

oder,  da  c  nicht  =  ö  sein  kann: 

2<jpV'<Jö89+|A"8ing) «  0 
2AV'cosA+fi"sinA  — 0 

und  nach  Integration  entweder 


sin*^)  sinU 

oder 

ip     const;  A     coust;  (*'  =  const  (♦) 

Die  ersterc  Lösung  reducirt  die  topisclicn  \'anabcln  auf  eine,  in  Be- 
zug auf  welcbo  dann  die  Gleichuugou  <l>  =  0  und  =  0  identisch 
Averdüu  inüsäuu.   Das  lutegral  H  =  const.  zeigt  sich  als  bedingungslos 


Digitized 


Bopptx  Bewegung  eines  am  Faden  hangenden  Stabes, 


orfttUt,  kanu  aber  koiuc  der  2  Gleichungen  ersetzen.  Die  Uutcr- 
SDchuug  erfordert  cino  langwierige  llcchnung;  da  diese  bloss  ergiebt, 
dasa  die  Glcichungeu  nur  für  n  ^  h  =se  identiacb  werden  würden, 
dass  folglich  die  in  Rede  stebendo  Bewegung  nnmOglich  ist,  so  lasse 
ich  die  Frage  fallen  nnd  wende  mich  znr  Lüsung  (*).  Für  diese 
brancht  jedoch  nicht  8in4=0  voransgcsetzt  sn  werden-,  ich  stelle 
vielmehr  hier  die  Frage  so  anf: 

Unter  welchen  Bediognngen  tindet  eine  permanente  Rotation  nm 
die  Verticale  statt? 

Die  pennanonto  Rotation  orf'>nlert,  dass  (p,  k  und  ö  coustant 
sind.   Unter  dieser  \  oraussotzuug  wird 

.  a{(asin9+isinAc08dV+V'8inXsind|8ln^  —  0 
M  —  &|(tf8inil-4~Asin9>cos^fi" — n^'*  sin  9  sin  4)  sin  i  =  0 

^f-^M  =  {{aüu(p+ö  sin  A  cos  d)-  -f  ^.  siu-M(e  —  ö  Qos^d)]fir=  0 

Da  der  Coetficient  von  ft"  stets  ^-0  ist,  so  folgt  fi"«=Ü,  und  die 
Cileicbungcu  geben  übereinstimmend: 

a6j4"sin  9  sin  1  sin  d  =  0 

Winm  also,  w'iv  wir  auuebmen,  fi',  9,  k  nicht  null  sind,  so  muss 
sind  ==  ü  sein. 

Eine  permanente  Rotation  kann  also  nnr  in  einer  Rotation  der 
beständig  verticalen  Ebene  zwischen  Faden  nnd  Stab  mit  constanter 
Geschwindigkeit  bestehen. 

Die  Gleichung  sind  =  0  läs>t  dio  i>  Fälle  zn,  wo  d  =  0  nnd  wo 
6  ^  2U  ist.  Ihnen  entsprechen*!  \m  rden  die  2  allein  noch  zn  erflül- 
Icudcn  Gleichnngen  <P  =  0  nnd  jl  =  Oi 

asin^iL^ainil  ^  ^^tg^  j 

'/  I 
p  ' 

woraus: 

gsinA  xoglny 
ösinviftsinA  "  tggJ  ""^ 

Di<^  flnivsrn  <jr.  A.  1«'  sind  dcinnarh  «lurcii  eine  jode  von  ihnen 
bestinnnt,  tUu  h  ertordt  rt  die  exi»lirite  Darstellnni;  die  AuHosung  einer 
(ileit  Imn'JT  <».  (iradrs.  I)iese  venneideu  wir.  indem  wir  alle  drei  in  ;» 
ausdnick<  n,  wodurch  aller<li!i.!s  eine  Untersuchung  des  von  y  zu  durch- 
laufoudeu  lutcrvalls  nötig  wird. 
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Die  Bedingung  sei  erfüllt  iliirch 

0  =  ^.(1+/*^)  (7) 

Ausserdom  sei  durch 

a  =  \{h1c  +  \){h-k)  (8) 

a  ohne  Beschränkung  seiner  Werte  auf  k  zurückgeführt;  es  braucht 
dann  k  nur  von  0  bis  h  variiren.   Zur  Abkürzung  sei 

dann  wird  nach  (G) 

siu  (f  —  q  siu  k 

woraus : 

sm  9  -  1  ^tg^;  =  1        tgV  ~  1  4-  (/>- - 1)  sin-.p 

also 

Sll 


Nach  (5)  ist 


(10) 


1=  «COS  flp   r   i>C08  A  J"^  ^  =  <lCOSQP  h  AwCOsA  (11) 


Jetzt  sind  die  2  oben  bezeichneten  Fälle  zu  treuneu. 


I.   6  =  0. 

Hier  divergirt  EF  gegen  die  /  Axe.  Das  obere  Zeichen  ist  gül- 
tig. Variirt  ;)  von  0  bis  x,  so  wechselt  7  zweimal  sein  Vorzeichen, 
erst  bei  p  ^  1,  dann  bei  p  l-|-/*^  in»  mittleren  Intervall  i.-^t  es 
positiv.  Da  h'tzteres  bereits  alle  Werte  von  (p^  A,  ft'  umfasst,  so 
können  wir  festsetzen,  dass 

i<P<i+fn  ^y>o 

sei.  Dann  werden  siuqp,  siuA,  cosqp,  cosA  reell  sciu,  wenn  1, 
7  <<  1,  also 

P 

ist,  und  zwar  variiren  gleichzeitig  <p  und  A  von  U  bis  U,  wcnu  q  von 

^  bis  1  variirt.  Da 
P 
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(Äi  +  1)  (A  — i-)  \/>  — 1  V 

ist,  so  erbeUt,  dass  q  nad  pq  beständig  abnehmen,  wenn  p  w&cbst; 
gleit  hzeit  ig  mnss  dann  ancb  sinV  beständig  abncbmen;  dalier  ent- 
spricht jedem  qp  nur  ein  |>,  und  es  genttgt,  die  inssertten  Werte  von 
29,  bestimmt  durch 

|»5=  1(9-0),   u^liq>  =  li) 

zn  entwickeln.  Diese  Glcichnngen  lauten  nach  (9)  (oberes  Zeichen): 

X7>(/i=*+l       =  {/d  +  l){h-k){p  —  l)  (grösstes  p) 

i<A«+l-p)  «  («r+l)(A~i)(p-.l) 

oder 

{hk+l—J^p^hk+l 
Die  orsto  hat  nur  eine  positive  Wurzel: 

pw^hk+l   für  9-«0  (12) 

die  andere  giebt: 

Dem  entsprechen  die  Werte: 


9 


ferner  nach  (11)  (oberes  Zeichen): 


oder 


(13) 


ki/t 


-6A*~+-  ftr  y«0 
=  0  ftlr   9  -  R 
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II.  _XJ 

Hier  convorgirt  KF  gogcu  die  x  Axc  und  sclmeidot  sie.  Das 
untere  Zeichen  gilt,  daher  ist  q  von  selbst  beständig  positiv.    Es  ist 

 h  /  \ 

also  nimmt  q  ah,  und  wüclist  pq  bei  waclisoudoiu  und  in  don  Aus- 
drücken (H»)  waclisen  Züldor  und  Nenner  gleielizeitig,  so  dass  iiidit 
zu  crseliiMi.  oll  die  sin  o(U'r  die  von  wachsen,  mithin  die  Eatwickelung 
der  Eudwerte  nicht  ausreichend  ist. 

Die  Bedingungen  i>q^l,  </  <!  1  gebon: 

h^ih' +l+p)>ihk+ 1)  (A  -     j>  + 1) 
Hh*  + 1  +!>)<  («:  + 1)  (A  -  Ä-)  ( ^- 1) 

oder 

1  ihk+ 1) ih^k)-k\{p+l)  >  A^A 
Die  erste  liedinguug  lässt  die  2  Fälle  zu: 

— *(p+l)>A**  und  Hp+l)>h 
da  ersterer  unmöglich  ist,  so  lulgt  ausschliesslich: 

P>'~'-  (X7) 

Die  zweite  Bedingung  verlangt,  dass  der  Coefticiont  von  />+!  positiv, 
dasB  also  a  >>  A  sei.  Dies  voransgcsetzt  muss  ferner 

Ii'/' 

^  >  Ihk  +  l)  (A  -  k)  -  ^  ~  ^ 

86111. 

Von  diesen  2  uotera  Grenzen  der  welche  den  Werten  tp  =  0 
und  (jp  =  R  entsprechen ,  kann  nur  die  grössere  annähernd  erreicht 
werden,  während  die  kleinere  durch  ein  endliches  Intervall  abgesperrt 
ist.  Von  der  grösseren  an  variirt  bis  oo ,  und  hiermit  gleichzeitig 
k  bzhw.  von  0  oder  R  bis  R,  wählend  9  bzhw.  von  0  oder  R  bis  za 
einem  Worto      boBtimmt  durch 

k  

variirt. 
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Vergleicht  muu  die  uuteru  Grenzen  (17)  (18),  so  ergiebt  sich: 
h'-k     f  _  \  *(Ait+l)(A--ab)^ 

Ilimiach  wird  durch  (17)  oder  (IH)  begrenzt,  jenftchdeiu  k<^  oder 
>>     ist  Diese  2  Fällo  sind  zu  trennen. 

1)  k<\h. 
Die  Bedingung  a     ^,  das  ist 

(*it+ 1)  (Ä  —  k)  — Ir  —  {U-  + 1)  (A  —  2k)  +      >  0 

ivt  olnio  Weiteres  crfiillt  -,  qp  variirt  von  0  bis  <)p,„  X  von  0  bis  U. 
Der  Wert  jedoch  schon  orreicht  und  überschritten,  che  p  = 

wird. 

Stellt  man  Dlndich  den  Attsdrack  (10)  in  der  Form 
dar,  80  ist  die  GrOsso 


J'^-  I.V.  .*JL_ 


für  9=0,  das  ist  Itkr  das  Ideinste  p,  ——1,  dagegen  wird  filr  jp— » 
der  Zähler  — « oc;  folglich  mnss,  fftr  irgend  ein  p  —  f^,  P  verschwinden 
und  für  lünreichend  grosse  p  positiv  werden.  Es  folgt  dann,  dass 

8in9  —  sin9>o  für  p  »     nnd  fOr  /> a 

und 

sin^  >*  sin^o  für  p  >•  irgend  ein  jn«  pi 

hieraus  wieder,  dass  sin^  für  irgend  einen  Wert  p  A^fH»  «in 
Maximum  hat 

Dil-  (llt  irliungen,  \m'K  Iio  7»,,  />,,.  bchtiiuuictt,  sind  vom  3.  Grade; 
uikndich  jede  Wurzel  der  üleicbuug 


A        + 4- -  (^i* - 1)  0>  4- D*  =  0 


inneriialb  der  Grenzen  der  p  ist  ein  Wert  von  pi,  die  grttaste  unter 
ihnen  ist  »  p^.  Femer  eiigiebt  die  Differentiation  von  (10): 


wo 
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«  =  p  (P+l)*-(l»+l+Ä»)[p+l+Ä«(|,«-,,+l)]  (21) 

geflitzt  ist  Au  der  untern  Grenze  j)      —  l  wird,  wie  auch  selbst- 

vcrstüudlich,  da  Bm^q>  von  ü  au  uicbt  abuebmen  kann, 

Q  -  hHMc+ 1)  (A-  2X)  -+^'  >  0 

für        X  hingegen  <^a 

Hat  nnn  die  Gleichung  Q  »  0  nur  1  reelle  Wurzel,  so  ist  diese 
—  P2y  sie  ist  '^Po^Pi^  und  bestimmt  den  absolut  grössten  Wert 
von  9.  Das  gleiche  findet  statt,  wenn  von  3  reellen  Wnrzeln  nur 

eine  ]>  ^—1  ist 

Ausser  diesem  Falle  bleibt  nur  möglich,  dass  3  reelle  Wurzeln 
— 1  existiren.  Dann  bat  (p  zwei  Maxima.  9»^,  (p.^  und  ein  Mini- 
mum 94,  entsprechend  p^,  p^  und  714,  so  dass 

%—^<P9<Pa<P9\   V«>Vo»  V«>94;  ^a>94 
ist  Es  entstehen  nun  folgende  Fragen. 

1)  Ist  ^4  >>  oder  << 

Für  9)4  g>(j  würde  pq  —  Pi  <C?'3  sein,  die  Gl.  (20)  >YürtIo  2 
imaginäre  Wurzeln  haben,  angezeigt  durch  das  Minimum  94.  Die 
Frage  wird  daher  am  leichtesten  ans  Gl.  (20)  entschieden. 

2)  Ist  93  oder  <C  9>s?  Oder,  welchen  absolut  grOssten  Wert 
erreicht  9? 

Wenn  (jn^  ^  (jp^,  so  hat  die  Gl.  (20)  3  reelle  Wurzeln,  j>4,  f>,',  ^j^» 
sü  dasä 

-^—1  <Pi<Pa  <Pi'<PA<Po<Pt 

wird. 

Die  obigen  2  Fragen  cntsehcideu  sich  verschieden  für  verschie- 
dene /f,  /.-.  Die  Grenzen  werden  durch  hohe  Gleichungen  bestimmt, 
die  die  allgeineinc  Untersuchung  schwierig  machen.  £s  mag  daher 
der  Gegenstand  der  Specialrechnung  fOr  numerisch  gegebene  A,  k 
Überlassen  bleiben. 

Um  noch  ft'  zu  bestimmen,  so  hat  mau: 
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805 


a/i^  cos  <jp 


COSA  =  — - 

daher  nach  Gl.  (11) 
das  ist  fOr  ^  s=  0: 

Von  da  an  wAchstf»'  beständig  mit  soweit  ^  kein  Maximimi  flber- 
schreitet,  und  kann  auch  darüber  hinaus  nie  seinen  Anfimgswert  wie- 
der erreichen.  Daher  ist  dieser  der  absolut  kleinsle,  bei  dem  eine 
permanente  Bewegong  mAglieh  ist 


2)    JA  <  ^  <  *. 

Die  Bedingung  a  >>  &  beechrftnict  die  obere  Grenie  noch  weiter; 
denn  nach  ihr  ist 

(A*+1)(A— 0  oder 
(2A*Hh2— A«)«<4+A*  daher 


*<ä(y4+A*-.2+A») 


IKese  obere  Grenze  ist         denn  V4+k^  ist  <2-|-A^-,  daher 
werden  die  Grenzen: 

i*  <  *  <  Ii  ( -  2 + »«) 
Jetzt  hat  man: 

^  ^  (At-f  1 )  (Ä  -  A )  ^  Jt     ^  ■"  A«fc  —  A(A«—  1) —21? ^ 

Wahrend  p  von  hier  an  bis  ao  wAchst,  rarilrt  ^  Yon  R  bis  9«,  ond 
i  von  R  bis  R.  • 

Im  Anfiing  kann  rp  nur  abnehmen;  da  für  hinreirljend  grosse 
endliche  p  die  Grösse  7*  (s.  Gl.  (19))  positiv,  also  <p  ^  (p^,  ist,  so 
kann  (p  auch  am  Ende  seiui  s  Intervalls  nur  abni  lunen,  fi>lglii  h  kann 
es  nur  »  ntweder  !)est;lndig  abnehmon  oder  erst  ein  Miuimum,  dann 
ein  Maximum  lialH  ii.    Das  Miniuintn  ist  dann  da>  Ma.vimum 

<;  R;  erstcres,  weil  der  einzige  Wert  von      für  welchen  pq^  l 

TtU  XLU.  SO  ^  - 
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wird,  <liV.  i^t;  letzteres,  weil  die  GleicUuDg  j     1  liuear  in  p  ist, 
daher  allein  durch    =     erfüllt  wird. 

Demnach  Ist  nur  zn  nntenuchcn,  ob  9  ein  Minimnm  hat,  and 
ob  dasBelbe  >-  oder  <  <po  ist  Nor  im  letzten  Falle  wflrde  90 
der  kleinste  Wert  von  (p  sein. 

Da  il  anfönglicb  abnimmt,  zuletzt  wächst,  so  kann  es  nur  entweder 
1  Minimnm  oder  2  Minima  und  1  Maximum  haben. 

Für  ft'  gilt  noch  der  Ausdruck  (22);  es  ist  aufiinglioh  nnd  zu- 
letzt =  OD,  ist  also  in  Betretl'  der  Maxiiua  in  gleichem  Falle  mit  X. 

In  diesem  Grenzfalle  wird 


daher 

daher 


(26) 


.  •         ?>'?+!  ^  ,     2/)  \         ,         h'Y     1  +  q  \ 

3=  /i  .         .  cosn  -   ^+  ( 

—  (p+l)VV^2+AV'  2-fAMl'4-l)V/ 
Dies  differentürt  giebt: 

aHin:^«-  2äV(4?>+4+3/^) 

fl.i„«i         (4+ä^)(p+1)^H-  3ä2(  1)+/**« 

Demnach  nimmt  beständig  9  ab,  und  wächst  A  b^  wachsendem  p. 
Die  Anfangswerte  sind 

p  =  l;  ii-l;  sin«9  =  Mn«Ar=ig^;^  (27) 
die  Endwerte  ^ 

Für  j»  =  1  wird  nach  (22) 


für  j»-»o&  wird  |i'=qo. 


Digitized  by  Google 


Bopp%s  BmMgmg  cmm  am  Fadem  haagendm  Siabti. 


Difi'erentürt  man  Gl.  (22),  so  kommt: 

 f'VgpS 

wo 

Hieraus  ersiebt  man,  dass  (»'  im  Anfang  bis  sn  einem  Minimum  ab- 
nimmt, dann  beständig  wftchst 


$.  3.   SUbilitit  dir  vertiealen  Lage. 

Seien  9,  l  unendlich  klein,  9>',  i\  6'  anftnglidi  Hall,  seien  also 
Faden  nnd  Stab  nnendlich  wenig  aus  der  Terticalen  Lage  gerftckt, 
ohne  einen  andern  Anstoss  als  den  einer  Rotation;  dann  werden  die 
4  BewegungsgleichuDgcn  nach  ^eglassung  aller  nnendlieh  kleinen 
Terme  höherer  Ordnung: 

»  0  —  a(9"-  9)t'^)  +  Ä(r— V*)C08d+a;4"8md+y9 

^  =  0  =  —         Afi'*)  8iüd+ a9ip"+  ÄV'cosd 

«  0  -  a(9"— ^p^'«)cosd+A(l+A*)(r— ij*'«)  — a9^"sinJ+pi 

^  =  0-  oC^"— 9^'<)alnd+a9t''coBa+Kl-f 

woraus: 


9 


ycos3 


(31) 


vt^  ^'^r.  (32) 

Sind      V  nicht  absolut  null,  sondern  unendlich  klein,  so  treten  nur 

^^+2(p'Mf\  ln"+2Ji'fA'  an  die  Stelle  der  linken  Seiten  der  2  letzten 
Glcichungeu.  Die  2  ersten,  welche  dabei  unverändert  bleiben ,  kann 
man  ebendeshalb  solange  fortgelten  lassen,  als  9»,  <p\  k  unendliche 
kleine  (Jrenzen  nicht  überschreiten.  In  denselben  Gl.  (31)  sind  femer 
t^'-,  ju'-,  cus<J  als  (oustante  /u  betrachten,  weil  ihre  Variation  den 
Wert  der  rechten  Seite  nur  in  2.  Ordnung  bccintlusst.  Ans  gleichem 
eirunde  ist  die  Differenz  6'  zu  veruachlüssigeu,  also  ^'=^»' 

zu  setzen. 
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Intcgrirt  man  die  in  diesem  Sinne  irgend  eine  Zeitlang  dauernden 
Gl.  (31),  so  sind  die  Integrale  von  der  Form: 

Nach  £iQ8etzimg  ergeben  sich  zur  BestimmaDg  der  o  die  2  Gleichungen: 

:08^ 


woraus  nach  Elimination  von  ^1,  B: 
Set2t  mau 

80  orgiebt  die  AvflAtinig: 

,  2hk-{- 1  —    :h  (1 +^-^)  cos 

*  ^       2M(ÄI-+1)(A— ^•) 

Da 

,       1  h{X  —k^-  2ifc«| »+ ^k{hk  -j^  1)  (/i  ~  ib)  cog«J 

80  ist  1}  stets  reell;  folglich  sind  von  den  4  Wurzeln  a  entweder  2 
positiv  und  2  negativ  oder  1  positiv  und  1  negativ  reell  oder  keine 
reell.  In  den  ersten  beiden  Fällen  liaben  ^  und  k  Tenne,  welche 
beständig  wachsen,  im  letzten  sind  alle  Tenne  periodisch,  so  dass  tp 
und  wenn  sie  anfänglich  unendlich  klein  waren ,  es  bestHndig  blei- 
ben. Der  leiste  Fall  ist  es  also,  in  welchem  die  verticale  Lage  sta- 
bil ist 

Demnach  lautet  für  gegebenes  ö  die  Bedingung  der  Stabilität: 

2(A  -  k)k  +  (1 + k^  (1  -  cos  n) 
^   ^9         2ftÄ(A*+l)(A— *) 

Da  ab(T  5  willkürlich  ist,  so  lindi't  die  Stabilität  erst  statt,  wonn  die 
Bedingung  für  alle  das  ist  für  ii\  ==  0,  entsprechend  sind  =  U  er- 
füllt ist,  wo  sie  lautet: 

Nach  §.  2.  war  die  Bedingung  permaaettter  Botation  um  die  Verti- 
cale für  9  >>  0  hei  divergirendem  Stabe 
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bd  convergirendem  Stabe 

Daher  beginnt  bei  divergirendem  Stabe  die  Möglichkeit  pcrniancntor 
Rotation  genau  da,  wo  die  Stabilität  der  verticalen  Lage  aufhört  fiei 
conveigirendem  Stabe  hingegen  bleibt  das  Intervall 


übrig,  wo  weder  die  Terticale  Lage  stabil  ist,  noch  eine  permanente 
Botatba  stattfinden  kann.  Es  ist  also  nnr  denkbar,  dass  wenn  der 
Stab  bei  Termebrter  Botation  Ober  die  Grenze  (33)  binaos  ans  der 
verticalen  Lage  in  eine  convergente  ttbeigebt,  dies  diuch  YermittelQng 
einer  windschiefen  Lage,  wo  d  nicht  nuU  ist,  geschieht 

Die  Anfaugswcrte  von  <f,  6  scheinen  hiernach  dem  Zufall  über- 
lassen. Diiss,  wie  es,  wenigstens  für  ay  der  Erfuhruug  p-nuiss 
ist,  der  hinreichend  schnell  rutirende  verticale  Stab  nie  in  die  diser- 
gcnte  Lage  ausweicht,  sondern  nach  äusserst  kurzer  Zeit  in  eonver- 
geuter  Lage,  anscheinend  pennnnent ,  rotirt,  wird  durch  die  vorste- 
hende, bloss  statische  rntersuchung  nicht  erklärt  und  lAsst  sich  offenbar 
auf  statischem  Wege  nicht  erklären. 
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XX. 

Die  geschlossene  Form  der  periodischen 

Kettenbrüche. 

Von 

Herrn  K.  E.  Hof  fmann, 

GymnasUlIelirer  in  Zweibrückci». 


Im  55ten  Teil  (Abhandl.  XXXIII.)  dieser  Zeitsclirift  hat  Herr 
Günther  die  Darstellung  eines  zweigliederig  periodischen  Kettenbmches 
in  geschlossener  Form  dadurch  gegeben,  dass  er  denselben  auf  einen 
einüftch  periodischen  redncirtc,  dessen  geschlossene  Form  bereits  be- 
kannt war. 

Im  Fulgeudeii  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  sich  jeder  periodische 
Kettenbruch  auf  einen  einfach  pei  iodischeu  zurückführen  und  folglich 
in  geschlossener  Form  angeben  lässt. 

Ehe  wir  an  die  Lösung  dieser  Aufgabe  gehen,  wollen  wir  noch 
einige  der  wichtigsten  Kigonschaften  der  sogenannten  Ketti^nbruch- 
dctcrminautc  angeben.   Bezeichnet  mau  die  Betermiiianto 

«,  10  

0  —1  


 — 1  «H 

mit  D\,„y  wobei  also  die  Indicos  von  D  den  ersten  und  letzten  Index 
der  Glieder  der  Diagonahreibe  angeben,  so  ist  bekanntlich  der  Ketten- 
bmcb: 


Digitized  by  Google 


UoJJmann:  Jjte  «ftuhiosscue  Form  der  perioilUchen  KtUtnbruche.  311 


1,1,  ,1 

Durch  Eutwickelung  der  Detenniiiantc  nru  li  Elementen  iler  ersten  und 
letzten  lieihu  ergeben  sich  zunächst  die  Kecursionstürmelu : 

1)  Ih.n  =  ::,£>2.n  +  />3.M 

ferner  durch  Zerlegung  der  Determinante  in  ProdacCo  von  partialen 
Detenninanten  <ten  und  (ii~'«)ten  Gndes: 

3)  Di,n  =  A^/>.+i,i.+ Z>M-iI>t^%N ; 
ferner  mittetet  wiederholter  Anwendung  der  1) 

4)  /)8.i.X>l^-l — A,H  =  (—  1)"-», 

das  bokiiuuti-  (ieset/.  wclolicm  dio  Zahler  und  Nenner  der  N&hcrang8> 
werte  eines  Kettoubruchea  genügen. 

Endlich  wollen  wir  iiocl»  angeben,  wikhen  Wert  I)\  „  annimmt, 
wtnu  sämmtliohc  Klomente  der  Diagonalreilie  einander  gleich  r) 
wenlen;  wir  setzen  in  diesem  Falle  die  Determinante  Dm  oud  er- 
halten aus  1) 

setzt  mau  nun  Dh  =■  x'*,  so  folgt  nach  Division  mit  s"*' 

«»  =  «+1 

nnd  daraus: 

«±y?+i.  . 


2 


bezeichnet  man  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  mit  x,  nnd  r^, 
wobei  die  (Quadratwurzel  in  das  positive  Zeichen  haben  soll,  so  ist 
die  Yollständige  Lösong: 

Dio  Constanteu  und  <*«  bestimmen  sich  aus  den  Bedingungen 
1)^=1-^  üi  —  z\  mau  tiudct: 


folglich: 


C.  =»  "T-    .         und         ■=  —  -7-— ri_:  t 
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Dies  vorausgesetzt,  gehen  whr  nnn  znr  Lösang  der  Aufgabe,  einen 
Kettenbrach  von  r  Perioden  (hh  *»)  auf  einen  ein&ch  periodi- 
schen zu  redocfam 

Mau  crliiUt  aus  2) 

Dl,n      ««Dl.,i-l4- A.H^i' 

bezeichnet  man  nun  mit.^,  und  Nr  resp.  Zfthier  vnd  Nenner  des 
Kettenbruches  von  r  Perioden  und  setzt  man  in  dieser  Formel 

"1"  Ä^i      ^®  *"»  so  erhält  mau  links  folglich: 


oder  nach  2) :  A.h-^+^-iA..-i 

6)  =  +  ^r-nl^»~l . 

Da  diese  Brttche  irreductibel  sind,  kann  mau  ihre  Zähler  und  ihre 
Kenner  ^nander  gleichsetzen  und  erhält  so: 

7)  Zr^Nf^xUi^n-^'S^^xIh.n^x  nnd 

aus  7)  und  8)  ergeben  sich  dann  unter  Borttcksichtlgnng  von  4)  nach 
leichter  Umformang  die  Becarsionsformehi: 

9)  =  -h  />>,H-i)  +  (—  l)"-i-^r-.i  und 

m  iVrf  1  =  .Vr(i>j.H  +  Z>j.H~l)  +(-1)— 

d.  h.  ftr  Zähler  und  Nenner  dieselbe  Formel;  zugleich  ersieht  man, 

♦)  Es  bt  dies  gcnaa  dasMibo  Verfahren,  durch  welches  Naehreiner  (Be- 
ziehungen zwischen  DctcrminaBten  and  KottenbrAebeD,  HOnchen  lS7t)  die 
Anzahl  der  Glieder  des  Nenocrs  eines  regel^ftisigen  Kettenbmchea  beationit 
hat;  Mtzt  man  nämlich  r  =  I,  lo  erhält  man  für  dicae  Anaahl 
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dass  Zr  und  nach  demselben  Bildungsgesetz  wie  Zähler  und  Nenner 
eines  Kcttenbrnchcs  cntsteheui  dies  ergibt  mit  Berücksichtigoiig  von 
Zi  s  i^M  nnd  ^1  —  Di^ 


...  + 


Dieser  Kettenbruch  ist  aber  vom  zweiten  Glied  au  einfach  periodisch 
nnd  lässt  sich  daher  sofort  in  geschlossener  Form  angeben.  Bezeichnet 
man  nämlich  die  Detenninante 


0  (—1)—*  ... 


(r) 


mit  Art  M  orhiU  man 

Zr  Z^. 


oder,  iudeni  mau  iu  ^au^  aualoger  Weise  wie  oben  Dh  in  5)  auch 
Ar  bercchuct: 

12) 

Zr  Z^.M 


iV — .   ^   ^  f 


und  dies  iit  der  gesachte  Ausdruck. 

Die  Formeln  7)  und  H)  lassen  sich  auch  mit  Hilfe  der  3)  ab- 
leiten;  schreibt  mau  nämlich  Zähler  und  Nenner  des  periodischen 
Kettenbruches  iu  Dcterminaateniorm,  so  Icaaa  mau  setsen: 
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13)  Zr  =  I)i,Hr    und    Ifr  —  £>l^r\ 

Zerlegt  man  nim  D2,Mr  tnd  />i,Nr  in  Producte  von  partialen  Deter- 
minanten  ntea  und  «(r— l)ten  Grades,  so  findet  mau  nach  3) 

Di,nr  —  Dl,nDni'l,mr'^  I>l.N~lAi-|>2,ttr 

oder,  da  Zn^i  -=  »„  f  2  =  2g  etc.  folglich  i^H-f  Lur  —  A,ii(r-l)  -=  -ATr-l 
und  JDi»^2,wr  —  jDä,»(r-i)  =  ^r-i  ist,  » 

^  =  i>2,Hiv;--i+/>2.«-i^r-i  und 

Ar  =  A,HAV-l4-Z>l,K-l^r--l. 

Auch  die  12)  laast  sich  mittels  der  3)  oder  7)  und  8)  angeben,  indem 
man  recnrrirend  2^  und  Nr  durch  yoransgehendo  Z  und  N  aosdrackt 
Man  findet  der  Beihe  nach: 

—  A,n(Ih^r-2+  Jh,n-lZr^)+Dl^^liD2,nNr^2+Ihn-lZr-2) 

—  A,H-lI>»,ii)JV'r-3+2>i.ii-l(Z>l.H  +  D2,n''l)Zr^ 

oder,  indem  mau  Z>i,„-i/^).m  aus  4)  berechnet  und  die  oben  dohnirtc 
Determinante  Ar  einführt: 

und  in  derselben  Weise  weiter: 

Nr  —  (Zh.iii4j+(— l)»»-UJi\V-3  +  />i.»-i^aZ,  -3 
und  allgemein: 

-=  (Z>l.M^.  +  (-l)'  -*^.-l)iVr-,-l  +  i>l,H-l.l.i^r.a-l, 

wie  sich  durch  eine  vollständige  Induction  leicht  nachweisen  lässt; 
schliesslich  erhalt  man  (fOr  •  ^  r — 2)  unter  BerQcksichtigung  der 
Werte  N^  =  D\,n  und  Z^  «=  Jh.n 

Nr  =  (i>l,i.^r-2+(—l)»*-*^-a)I^l,ii  +  i^a,Kl>l^-l^r-2 

«  (A,*^r^S+  (— l)"-»^r-s)Dl.«+^.»-löl,Mi<r-2+  (-1)— ^r-S 

14)  -  +  (—  l)'»-l^lr-2. 

Genau  in  derselben  Weise  entwickelt  man: 
und  fÄr  «  =  r — 2 
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15)  Z,  —  JDft.«.^r-l. 

Folglich : 

Zr   J^witr-l    ^i»  

woraus  sich  dauu  wie  oben  die  12)  ergibt 

Beseidmet  mra  nim  wieder  wie  oben  die  beiden  Wanotn  der 
Gldchnng       (Z>i.N+A^-i)s-f  (—1)*^'  reqi.mitr|nndffs,  sodan 

Zr  _   Di^  

ist,  so  hat  man 


v-v  "'1*  i-^«V  ' 

wobei  ~  ein  echter  Bmcb  ist;  filr  r  »  oo  wird  dann  lim  ^  0; 
folgüch  redncirt  sich  obiger  Bradi  auf  ~»  lo  dass 

/ZA  Dl» 

Ujr^»"^  <Hier,dax.«i--(-l)-i  itt, 

r>2.H  A.» 

x/i.„  g  — 


oder,  iudem  man  den  Ncuucr  rational  macht  und  dabei  4)  berück- 
sichtigt: 

(Zr\         — (ih,»-X^ii-i)4-V(I>i.»»-f-^»~i)'-f  (- 

worans  ersichtlich,  dass  der  unendttciie  periodiiehe  Kettenbmch  eine 
Wnnel  der  qiadratischoa  Gldchnng: 

darstoUt 


Digitized  by 


316   Uof/manni  DU  g6$dUo*»eM  Form  der  periodischtn  KeUtHbrüch«. 


Die  Formel  12)  gestattet  noch  eine  Unifürnmng  in  dem  Falle, 
dass  n  ciuc  gerade  Zahl  ist  ;  da  nämlich  in  diesem  Pralle  ( — — 1 
wird,  lässt  sich  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  als  Differenz 
zweier  Quadrate  in  eiu  Product  zerlegen ;  beachtet  man  dann  dio 
Identität 

Dl,H+  D2,H-1  ±  ViD\,n+  Ih^-i)*  —4 

2 

so  folgt,  wenn  mau  zur  Abkürzung 

und  

 2  =  y,  setzt, 


Zr  Di, 


n 


und  dies  ist  die  Form,  mittelst  der  man  die  obenerwähnte  GUnther- 
Bcbe  Formel  fUr  den  zweigliederig  periodischen  Ketteubrucb  erhält 
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XXI. 

SecliH  Punkte  eines  Kegelschnittes. 

▼ob 

Herrn  Angust  ScholtZi 


1.  Sechs  Punkte:  123456,  deren  homogene  Coordinnten 
zifiM^i  —  1,  2,  3,  4,  5,  6)  sind.  Hegen  nnf  demielben  Kegelschnitte, 
wenn  die  DeCerminnnte 

'i"  fi*  «1*  yi«i  Vi 
't'  1^'  V  yt«s  «^t  «'sM 

^S*    If8*  «3* 

^»•4'  «4*     lf*U     -4-^4  •^4i/4 

^ft*  «5*    8W»    «6*4  «6^6 

V  y«'  M% 

Terscbwindet  Diese  sechs  Punkte  bilden  ein  Sechseck,  in  welchem 
nach  dorn  Pascarsohcn  Satze  die  drei  Paare  gegcnOberl legender  Seiten 
sich  iu  droi  Puiiktou  schneiden,  welche  in  gerader  Linie  liegen.  Es 
ist  iH'kauiii,  dass  man  aus  den  sechs  Punkten  sechzig  verschiedene 
Secheckc  bilden  kann  und  für  je^les  gilt  der  genannte  Satz.  Irgend 
eines  dieser  Sechecke  mAge  iklmup  und  die  drei  Paare  seiner  gegen- 
überliegenden Seiten  /A-  und  f»»,  Im  und  ;»/,  und  H  sein.  Die 
homogenen  C'oordinat.  ii  dicsiT  Geraden  bezeichucu  wir  mit 
|i«H»;i*M^M.,  U.  8.  w.,   \vol>ei  £,jt  =r  ;/,-si  —  y^c,,   riA  =  z^rt  —  zkx,,   t'k  = 

Ti^k  —  Tk»/,.  u.  s.  w.  Die  Durchscbnittspiuikte  der  gegenttberliegenden 
Seiten  haben  die  Coordinaten 


Digitized  by 


318 


SckoiU:  Sedu  PknkU  tiiUM  KegtUdkmUu, 


Nach  dem  Pascal'sdieii  Satase  moss  die  DetenniDante 
TenchwiQdeii. 


2) 


Weiterhin  wissen  wir,  dass  für  iJclmnp  als  sechs  Punkte  dos- 
seihen Kegelschnittes  das  Strahleuhüschel  m,  i)rojectiv  ist 
mit  dem  StrahlcnbUscbel  km^  kn^  kp.  Bczcicbaon  wir  die  Deter- 
ininantca 


9ti 

Vi 

9t 

X 

V 

n 

a*i 

Ml 

und 

XI 

Sl 

9m 

Mm 

Xm 

mit  {Um)  und  {olm\  so  können  die  Strahlea  des  Büschels  in  t,  bezüg- 
lich in  k  darch  die  Gleichungen 


(otV)  =  0 
(om)=sO 

{Up) 


(okl)  ^  0 

^    '  {kum) 


(oiZ)— .  (om)  =»  0  beziehangsweise  {okl)  —  ^j^j^  •  0 

ausgedrückt  werden.  Die  Projectivität  der  genannten  Strahlenbttschel 
ist  alsdann  durch 

(ßn^.iüp)  _  (klm)  Jklp)^ 
(mm)  *  (tnp)     (ibim)  *  {htpf 

oder  indem  wir 

Dik  =  (üm)(mp)(Up)iknm)--{ilp)imin)ikirn){Lu2j) 

setzen,  dnrch  die  Gleichung 
ausgedrückt 

Das  Verschwinden  der  Determinante  unter  1)  und  2),  sowie  des 
Ausdruckes  D,k  ist  sonach  die  analytische  Bedingung  für  ditstihe 
geometrische  Tatsache:  dass  die  Punkte  123456  auf  demselben 
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Kegelschnitte  liegen.  Man  darf  daher  erwarten,  dass  zwisi  hon  diesen 
algebraischen  Gebilden  ein  gewisser  Zasammenhang  existirt  Die  Auf- 
gabe dieser  Zeilen  ist,  diesen  Zusammenhaiig  nachzuweisen.  Wir 
werden  finden,  dass 

Hier  bedentet  8  die  Determinante  1),  ^Mmnp  die  Determinante  2) 
und  t  die  positive  oder  n^tive  Einheit,  Jenachdem  die  Anzahl  der 
Inversionen  in  iklmnp  ungerade  oder  gerade  ist  Der  Beweis  ftr 
das  Stattfinden  der  Oldcfaung  3)  Ist  zugleich  ein  Beweit  des  Pascal- 
schen  Satzes  und  zwar  in  der  Steiner'schra  Allgemeinheit ,  sowie  ein 
Beweis  des  Satzes  betreffend  die  Projectivitfit  der  Strahlenbttschel, 
welcbe  entstehen,  wenn  man  irgeud  zwei  Punkte  eines  Kegelschnittes 
mit  denselben  vier  Punkten  des  Kegelschuittes  verbindet.  Denn  die 
Gleichung  3)  macht  ersichtlich,  dass  das  Verscliwiuden  von  auch 
das  Verschwinden  von  J,kim>,p  und  D,k  nach  sich  zieht.  Dem  Be- 
weise schicken  wir  einige  Deternüuanten-Kclationeu  voraus. 

2.  Es  sei 

S»#<  3«ari  2xf$i 

«PI*     yi*  2yw  2fi«  2ariyi 

'  x„'     yj     z,r     2//,.r,4  2-„x„  l-V,,»/« 

X^H  yiyn  ZlSn  yi^-\-yH*t  ««Xn  +  «Hiri  Xiyn-^Xtitfl 
TuT4    ymifi    9^    JMV+yA»    Mtfiti^Mfitu  ^f4/i'{'»i!fn 

y/yi   nm    yM+y**'  ««ri-f>it«<  «yi  +  '^'V' 

so  beweisen  wir,  dass 

Zu  dem  Ende  multipliciren  wir  die  Kiemente  der  ersten  Zeile  in  r 
mit  Itai  die  der  zweiten  mit  die  der  dritten  mit  |^  den  den  Ele- 
menten ar.,  X/,  Tn  zugehörigen  Minoren  der  Determinante  (t/n)  und 
addiren  hierauf  zu  den  Elementen  der  ersten  Zeile  die  mit  {i?,  resp. 
^Ni  mnltiplicirten  Elemente  der  fünften  und  sechsten  Zeile,  in  den 
Elementen  der  zweiten  Zeile  die  mit  lik«  resp.  la  mnltipliditen  Ele- 
mente der  sechsten  und  vierten  Zeile,  schliesslich  m  den  Elementen 
der  dritten  Zeile  die  mit  resp.  tfm  multipUcirteB  Elemente  der 
vierten  und  üBuften  Zeile.  Wir  gelangen  dadurch  zur  Gleichung 

i  ri\iln)  O       0     ü  z,iUn)  y,iiin) 

j  m.{an)  0      0     0  Mi,{ilm)  piiflm) 

,   ,   ,  rm^iHn)  0      0     0  yJ^jOm) 

|/n.(mi  (»l.r  III 

j  «ITn  ^tjfm  S«M  ytZn-t-ynil  MtXn-f-Wit*t  X/yH-[-X„y/ 
I  'n^i       ynyt     Swr,  ywC-f- .V<'m  *»x,  +  2#x„  JC^,-^JCijfu 

I««      y^t    ««  ym+ytMi  «1*1+««  »^i-^-'iyt 
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Aua  dieser  Gleichsog  folgt: 


r, 

Si 

Vi 

ziz„ 

+  1/ntl 

im 

Da  nnn 

»mfi   «mW  JMf+y^ 

ist,  80  haben  wir  den  angekündigten  Satz 

r  =s  (i7»)*  4) 

Es  seien  femer  ^/»ii^h^iia  und  {fN^j;^  die  übrigen  Minoren  von  (a?»), 
80  besteht  nach  4) 


^•»*  ijih*  2j2/„J/„ 

Imi*  n»»^  f"»"*  2i?„,f„, 
1.1«     IM*  2i3tf« 


2{;«M 


2t<tqA 


Mü  n^t^ü         nmta+naUi  t^&i+bt»'  &ti^+lffiiN^ 

»/i7»//m  ^/S/m    ^175/«  +  »//«^/  laliH-^tinla  kiV\iH-\-hut]a 

|/m|m«    1;2/Mf/NI    ^N^^m    IJ/m^I -f- ^N'^H   ^N|H|  -|~^t*^"  -|~  >2/'> 

'  |/«  riiH   tiH  * 


nnd  da 


so  haben  wir 


flu  fru 

^m'  i^u» 

|»i  i2t< 


»  I  In^    1}m^  £m' 
&I     ^tf  tll 


5) 


6) 


wo  R  die  Detenninaiite  der  linken  Seite  in  der  Gleiehnug  6)  bedeutet. 
Die  Gleidrang  6)  ist  eine  der  angemeldeten  Detenninanten-Belationeii. 


Die  zweite  Belation  ist  in  der  Gleichung 

(aßy){a'ß'y')-{aßy')ia'ß'y)  =  n^'ß' 

irf    ^rf  fty 


7) 


ausgesprochen,  von  deren  Richtigkeit  man  sich  überzeugt,  wenn  man 
das  Prodnct  von 
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bildet  Qod  davon  das  Product  von 

und 

subtrahirt  und  sich  erinnert,  dass 

Ist  in  der  Gleichong  7)  z.  B.  a     y%  so  haben  wir 


821 


haß 


(«/Jy)(«T«)  =  l  t«»^  w  fcir 

i  ^y«  Cy« 


8) 


Ist  ilagogon  in  (lorsolbeii  Glricliung  7)  z.  Ii.  ß  -  i'^',  so  ist  die  Dctor- 
ininauto  rechter  Uaud  iu  das  Product  zweier  Dcterminauteu  zerleg- 


^i'ämlich: 

1 

1 

'ß 


it^i .  ia;i        l]n^  ^n^ 

rß.U'ß    "»Wß  U'ß 
n-n'  tv/' 
0  flmß     Ü^ß  i 

0  fim'ß  fciV 

ißyv')  V/r   fcy  ' 

In  der  zweiten  Determinante  werden  zn  den  Elementen  der  ersten 
Colonne  die  mit  y^,  bezflgÜGb  «-i  multiplicirten  Elemente  der  zweiten 
nnd  dritten  Colonne  addirt  imd  bcracksichtigt,  dass 

imß'*ß+ Vß  •  W  +  W  •  V  —  Ö 


I 


ißn") 
^ß 


nwß  U'ß 


Da  nun 


i'^ß'*ß+V'^ß'3fß+t^ß'»ß  =  0 

Ir/  •  ""ß  +  %r  •  yß  +  »•/•/'  •  V  =  (ßr/-)- 


W      taß  ( 

no^ß  t^ß  I 


xß.ißaa')* 


erhalten  wir  deu  SaU: 

(nßyHa'ß/)^  (nr/J/) (d'/Jy)  -  tf««')(|?y/)  « 

:5)  Mit  Hülfe  der  (ileiehiiiigen  ti),  8)  und  y)  liisst  sich  der  ijuU 
3)  auf  folgende  Art  beweisen.  Iis  ist 

T«0  UOL  Si 
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t.8 


X?   pt*  yOi 


xr 


xiyi 


yu'  z»^  y»-»< 

afw*  y«*    SiJ  ym^m  «w^n»  ^»»yw 

V  yp*  V  yp^ 


nyji 


wenn  e  =  +  1,  oder  t  =  —  1,  jcnachdem  in  ilm  uph  die  Anzahl  der 
Inversionen  gerade  oder  ungerade  ist.  Die  linke  Seite  der  letzton 
Gleichung  multipliciron  wir  mit  (/Vu)^  die  rechte  Seite  nüt  der  Deter- 
minante Ry  welche  Grössen  nach  6)  gleich  sind.  Das  Product  ist 

(mZn)^  (p»0*  I 

{vun'Y  (Vni)^  {Iniy- 

imä)*  (piiy  (/.•'/)- 

0        0        imni)(miD  (pni^ipO)  {kui)ikil) 

0        0         (mil){ndn)  (pit)(plH) 

0         0  imh){mni)  {ph^ijua)  {kln){hii) 


0  (iiny 


0 

0 
0 
0 


oder 

t./S.(tin)2  = 

oder  auch 


{mmHmü)  ipw){pU)  {knijikU) 
(vu'O  (min)  ( pä)  (  pln)  (Wn) 
{mln){mni)   ipln)ipm)  (,Un){kni) 


10) 


(|rfn)(W»)  (pn»)(hln)  {pln)ikU) 

{knt'){inlu)  {l:,ti)im>u')  {h'l)  (mut') 

imhi)(pU)  imü)ipHi)  {mü){pU) 

Anf  Grnnd  von  8)  finden  folgende  Gleichungen  Statt: 

kln     tjlu  ^lu 
^np    llttp  £ttp 

1JU  tu 


11) 


{plnKkln) 


^Mp  inp 

hl  m 


int  V»f 


• 

|In 

Im- 

flni 

(^*tt^)  {min)  — 

nik  bk 

,    {kni){nnn  )  = 

1 
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^Mi      1}Mf  tut 

hm    lilm  &Ml* 

ipi 


'  lü  i}/t  t*i 

{ktl)  (»i/jO  =  1?«*  l>k 

\  (mn    l^mit  &IN 

;  tu     tu»  ^11 

(i»/n)(pi7)»   l/M  t/im   firml   (mjO(pw#)  = 

:  *p»    »/i"    ipi . 

(m/V)         —  t;//^,  ^/m 

!  Jp#     Ifjii  ^f« 

liluirt  iiuui  (Hcse  Dt'terniinautcii  in  die  auf  di-r  rcrlitcn  Seite  der 
(fk'iclmni,'  11)  stoheiule  Determiuautc,  so  urkcuut  mau  diese  letztere 
als  das  rnuluct  \on 

ntt»    H'**       .  V^pÜ/^—Vtiiup     {;mi4u—t^imnp  SupnU—^Utlttp 

I 

fiii-    l^iii    Chi  '  in  I  tli^H—VImutik  Mmn—tmmtik  ^ft1^llM-'5ml*V« 

■  • 

i  hl      I4»/      liil  ,       .  — IJpii^hH     ^•i?!»»— fr*»/!*    tlmtlpt^tpifllS  1 

von  denen  die  ento  (Hn)^^  die  zweite  JiUmnp  gleich  ist.  Demnach 
folgt  ans  11) 

t.S=^JtUmtip  3) 

Nach  dem  Oltigon  bedeute  t  f  die  itusitive  oder  negati\c  Einheit, 
jeuachdeni  die  Aii/;\hl  der  Iiivcrsiinien  iu  Unmpl  tjorado  oder  unge- 
rade i-t.  Um  den  Wert  von  £  von  der  iu  der  (ileiiliun^'  I^)  ansgo- 
driUkteu  l'ernnitatiou  aldiangig  zu  machen,  haben  wir  nur  hinzuwei- 
sen, dass  dii'  IN  rimitatmiu'n  ii  hnup  und  ilhDipk  vt  ischiedenon 
Classcn  anj:(  lioreu.  Wir  dürleu  dulier  t  in  »lor  s<  lion  ausgesiiroclienen 
Weise  beblinnncn,  dass  f  oder  —  ~1  i^t,  jenachdm  die  Zahl 

der  luversioucu  iu  iklmnp  ungerado  oder  gerade  Ut. 

4.  Nnn  werden  wir  nachweisen«  dass  die  Minoren  der  Recipro- 
Gai*I>etcnninante  der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleicbuug  10)  stehen- 
den Determinante  von  den  Fnnctioncn,  deren  Tcrschwinden  die  Pro- 
jeetivitftt  der  StrahlenbOschel  ausdrückt,  welche  entstehen,  wenn 
irgend  zwei  Punkte  des  Kegelschnittes  mit  denselben  vier  Punkten 
desselben  verbunden  werden,  nur  durch  gewisse  Factoren  sich  unter- 
scheiden. Ks  bei  J  die  Dctcrminauto  rechter  Seite  von  10),  ihre 
Dcmeute 

{mui)(tm'I)  ==  Ol,  (pni)(pil)  =  ö^y  {hiu'){ktl)  —  «i, 
imüHmln)  -  a„  {pU)  (pin)  -  Ä,,  {kO^  (kln)  -  €^ 
(min){mn{)  -=        (pinHpni)  —       (Hn)ihnO  — 
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ihre  Minoren 

UBd  ^  ihre  Eeciprocal-DetermiBantc,  dann  ist 

Nach  der  Gleichung  9)  ist  nämlich 

(fm£)(kln)'--(pln)(km)  (Un)ikpn) 

(/.•/;0  (mil)  —  (/•//)  (ynlu)  —  {iln)(mU) 
{kni)  {min) —  (kln)  (mni)  =»  (mktt). 

Daher  wird 

flfj  =  (Än)(At»-)(^7^0(2^'"') 

{il »){/.  »/)  {inJd){mur) 

und 

-(mW)(m«»)(iim)(pÄ>3, 

oder 


Nun  ist  bekannt,  dass 

mitlüu 

Aus  dieser  Gleichung  nnd  10)  folgt 

iiS  —  Dik. 

Die  Gleichung  B)  zeigt  zugleich,  dass  die  Gebilde  Ammttp  nnd 
Dot  invariante  Functionen  der  sechs  Reihen  von  Grössen  a-.i/.-<(#  » 
123456)  sind. 
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XXÜ. 


Aufgabe  über  Constiuction  eines  Kegelschnitts. 


In  dem  Folgendeu  babo  ich  versucht,  eine  geometrische  Anfi:abo^ 
welche  sich  zwar  in  mehreren  Werken*)  angefahrt  tiuiKt,  doch  ilort 
keine  weitere  Ausarbeit img  orfahron  hat,  in  etwas  eingehenderer  Wt-iso 
elementar  Bynthetischer  zu  behandeln  und  einige  hierauB  folgende  Lehr- 
sätze aber  Kegelschnitte  anfzn«tellen. 

A.  Aufgabe:  Kinoii  Ke^cdseliuitt  zu  zeichnen,  welcher  drei  pfPge- 
bcuc  Geraden  beiUhrt  und  oiueu  gegcbeueu  Punkt  zum  Brcuupuukt  hat. 

6.  Wie  ändert  sich  der  Charakter  des  Kegelschnitts,  wenn  eine 
der  gegebenen  Tangenten  um  einen  festen  Pnnkt  gedreht  wird? 

r.  \\'ic  bewegt  sieb  bei  dieser  Drehung  das  Centrum  des  Kegei- 
schuitts  'i 

A.  AtiflOsnng:  Man  fHllc  von  dem  gegebenen  Punkte  (/')  aus 
Senkrechte  auf  dio  Tangenten  und  ziehe  durch  die  drei  Fusspunkto 
derselben  einen  Kreis.  Dieser  Kreis  i^t  dann  der  Ceiitralkreis  <les 
Kegelschnitts,  d.  h.  der  dem  Kegelscliuitte  coucentrischc  Kreis,  welcher 
ihn  in  den  Scheiteln  berührt.  I).;s  Centrum  dessell>en  ist  also  zu- 
gleich Mittelpunkt  des  Kegelschnitts.    Der  2.  Ureuupuukt  liegt  aut 

*)  Bcsnnt:  Conic  Soctiuns  pag.         N  38.  (flir  dIo  Kllipte). 
Stoincr  (Qcifcr.):  png.  63.  «d«!  fwg.  1&6. 


Von 


Herrn  Gustav  Mamke 

in  Leipzig 
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I 

der  VcrbiiuluiigsliiiiL'  des  cTstoii  Brennpunktes  mit  dem  Coutnim.  iu  ^ 
demselben  Abstände  von  letztcrm,  als  der  ersto.   Der  Durchmesser 
des  Ceutralkreises  ist  die  grosse  Axe  des  Kegelschnitts. 

I).  Die  Art  des  Kegelschnitts  ^vird  durch  die  Lage  des  gCj.''U> 
ncu  Punktes  zum  Centraikreis  bedingt,  uutl  /war  ist  derselbe  oiiie 
Ellipse,  wenn  der  gegebene  Punkt  innerhalb  des  Centraikreises,  eine  ' 
Hyperbel,  wenn  der  Punkt  ausserhalb  desselben  lie^'t,  und  eine  Pa-  j 
rabel,  wenn  der  Kreis  zur  Geraden  wird.  Will  man  daher  die  Aen- 
derong  der  Art  des  Kegelschnitts  bei  der  Drehung  der  ciucu  Tan- 
gente untersuchen,  so  braucht  man  nur  die  Lage  des  Punktes  F  zum 
Centraikreise  zu  betrachten. 

In  Fig.  1.  seien  Ali,  BC  und  AC  die  gegebenen  Tangenh^u  und  ' 
F  der  gegebene  Punkt.    Man  fülle  also  von  F  aus  auf  die  Taugtuleü  | 
Senkrechte;  dio  Fusspunkte  dieser  seien  r/,  V  und  W.    Wird  uun 
die  Tangente  BC  um  den  Punkt  J)  gedreht,  so  ändert  hierbei  aach 

V  seine  Lage,  und  da  Wkl.  DVF=  Ii  ist,  so  bewegt  sich  1'  auf  der 
Periph^e  des  Kreises  um  2>F;  die  beiden  andern  Fusspunkte  ü  and 

W  bleiben  fest  liegen.  Verbindet  man  D  mit      dem  Schnlttpoikle  ' 
der  beiden  festen  Tangenten,  und  schneidet  AD  den  Kreis  um  DF 
noch  in       so  ist  UFWGA  ein  Sehnenfllnfeck  mit  AF  als  Durch- 
messer; auss^em  ziehe  man  noch  UW^  so  dass  es  den  Krds  m 
DF  in  E  und  H  schneidet 

Die  Taugente  DB  beginne  ihre  Drehung  als  Durchmesser  d« 
Kreises  um  DF  und  zwar  so,  dass  sich  V  in  der  Richtung  des  ausser-  ' 
halb  des  Kreises  um  AF  befindlichen  Bogens  FG  bewegt  lo  der 
^Anfangslage  liegt  7  in  F,  folglich  geht  der  Kreis  um  ÜVW  durch  F^ 
was  bei  keinem  Kegelschnitte  der  Fall  sein  kann.  Bewegt  Sick 
nun  V  auf  dem  Bogen  FEy  so  bleibt  es  mit  F  noch  auf  derselben  I 
Scito  von  UW,  da  V  aber  aus  dem  Kreise  um  AF  heraustritt,  so 
wird  jetzt  Wkl.  UVW  <  ÜFW.  Wird  also  um  VVW  der  Kreis  ge- 
zogen, so  schlicsst  dieser  den  Punkt  F  ein.  Der  Kegelschnitt  ist 
also,  so  lange  V  auf  dem  Bogen  FE  liegt,  eine  Ellipse.  Kommt  1' 
naeh  /■;,  so  wird  Wkl.  UVW  =^  0^  oder  UWV  ===  '2IL  Das  Ctiitniw 
des  KnMscs  um  f/MT  liegt  aber  dann  im  UnendlichL'n.  Der  Kegel- 
schnitt ist  iu  diesem  Fallo  eine  Parabel  miti*'  als  Breunponkt  uod 
1/ IKK  als  Scheiteltangente. 

Durchläuft  nun  V  den  Bogen  EG,  so  tritt  es  auf  die  andere 

Seite  von  UW,  bleibt  aber  jety.t  immer  noch  ausserhalb  dos  Krei«« 
um  AF,  d.  h.  AVkl.  UVW  ist  jetzt    C  /VI  u;  mithin  auch  Wkl.  | 
UVW-\-UFW  r^2n.     Wenn  man  also  um  UVW  den  Kreis  If  ' 
schreibt,  so  bleibt  F  ausserhalb  desselben.   Der  Kegelsclmitt  ist  abüf 
dauu  ciuo  Hyperbel. 
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Liegt  V  in  so  geben  nach  Constriiction  die  .H  Tangenten  durch 
cineu  Punkt;  dann  ist  aber  kciu  Kcgclscliuitt  möglich. 

V  bewegt  sich  nan  bei  der  DreboDg  der  Tangenten  weiter  auf 
dem  Bogen  GH  nnd  kommt  somit  in  den  Kreis  nm  ÄF  zo  liegen, 
folglich  wird  jetzt  Wkl.  UVW+UFWy-  Iii.  Der  Kreis  nm  IIVW 
sihüesst  also  den  Punkt iu  sich  ein;  der  Kegelschnitt  ist  aber  dauu 
wieder  eine  Ellipse. 

Bei  H  tritt  derselbe  FaU  ein,  wie  bei  £;  WU.  VVW  ist  »  2J;, 
der  Kegelschnitt  ist  also  wieder  eine  Parabel  und  zwar  dieselbe, 
wie  bei 

Durchlänft  nun  V  den  Bogen  HF^  so  tritt  es  wieder  anf  die  an- 
dere Seite  von  XJW\  da  es  aber  immer  noch  innerhalb  des  Kreises 
om  AF  liegt,  so  ist  Wkl.  VVW>  VFW\  F  liegt  also  ansserhalb 
des  Kreises  nm  ÜVW,  Der  Kegelschnitt  ist  also  hier  wiederum  eine 
Hyperbel. 

Es  treteu  also  bei  der  Drehung  der  Tangente  DCB  sämratliche 
Kegelschnitte  auf,  und  zwar  in  geordneter  Reihenfolge,  nftmlich: 

1.  kein  Ki-gdschnitt  (bei  5.  kein  Kcgi'lsclinitt  (bei  G)^ 

2.  Ellipse  (von  F  bis  7J),  6.  Ellipse  (von  G  bis 

3.  Parabel  (bei  K\  7.  Parabel  (bei  //), 

4.  Hyperbel  (von  E  bis  6r),  8.  Hyperbel  (von  H  bis  F), 

Nehmen  die  Fus>punkte  l'  nnd  W  andere  Lagen  zum  Kreis  um 
-DF  ein,  als  in  dem  eben  betrachteten  Falle,  so  treten  die  Kegel- 
schnitte in  ähnlicher  Weise  auf,  nur  ist  ihre  Reihenfolge  dann  oft 
auders,  uud  iu  gewissen  Füllcu  fehlen  ciiizelno  Kegelschnitte. 

C.  Wie  bewegt  sich  bei  dieser  Drehung  das  Centrum  des  Kegel- 
schnitts V  Um  das  Centrum  des  K(\L,'i'lschnitts  zu  linden,  hat  man 
liach  A  vom  gegebeneu  l'unkte  aus  Senkrechte  auf  die  Tangenten  zu 
fälicu  und  zu  den  Verbindiniij^'ilinien  der  Eu^spnnkte  dieser  Mittel- 
seükreclite  zu  ziehen;  der  Schnittpunkt  der  letzteren  ist  der  verlangte 
Mittelpunkt.  Da  nun  aber  bei  der  Drehung  einer  Tangente  die  bei- 
den andern  und  mitliin  auch  die  Fusspunkte  der  Senkrechten  auf 
diese  fest  liegen  bleiben,  so  ist  die  Mittelsenkrcchte  zur  Verbiudungs- 
Unie  der  letzteren  der  geometrische  Ort  fUr  das  Centrum  des  Kegel- 
schnitts. Bewegt  sich  nun  V  auf  dem  Kreis  um  DF  (Fig.  1.),  so 
Verden,  nach  der  Lage  der  Punkte  V  und  W  zu  diesem  Kreise, 
durch  die  Mittelscnkrechten  zu  VV  und  VW  verschiedene  Kegel- 
schnitte cingehtlllt.  Liegt  z.  B.  der  Fusspnokt  XJ  ausserhalb  des 
Kreises  und  W  inncrhalh,  so  entstehen  durch  die  Mittelsenkrechten 

C'l'  und  W'V  eine  Hyperbel  uud  eine  Ellipse.   Diese  beiden  Ke^el- 
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schnitte  liabeu  den  betreffenden  Punkt  l>  oder  W  und  das  Ceutrnm 
des  Kreises  zu  Brcnupunkten  und  den  Radius  {^DF)  zur  grossen  Axe. 

Ks  werde  mm  ziinäclist  der  Füll  betrachtet,  da-ss  die  beiden  Fuss- 
puiikte  r  und  TF  aussi-rlialb  des  Kreises  um  DF  liei,nni.  Es  entstehen 
also  dann  durch  die  Mittclsv'nkrerliten  auf  W  und  M'I'  zwei  Ilyper- 
l)(.'ln.  Nach  der  Lage  der  Mittelsenkrechten  aul  VW  zu  don  zwei 
Ilypcrbeln  können  nun  hier  wieder  3  P'älle  unterschieden  werdea. 
Dieselbe  kann  nämlich  1.  zwei,  2.  einer,  und  3.  keiner  H>i)erbel- 
tiugeuto  parallel  sein,  mid  zwar  jenacbdcm  f/IF  oder  die  Yerlüugernn'» 
hiervon  den  Kreis  am  DF  schneidet,  berührt  oder  ausserhalb  des- 
selben liegt 

Im  \.  Falle  (Fig.  2.),  wenn  also  riF  den  Kreis  in  E  und  // 
schneidet,  ist  die  MitteWenlvrerlite  zu  Ü\V  parallel  deueu  zu  L'A'  und 
J'JI  oder  WK  und  WIL  In  beiden  FiÜlcu  liegt  sie  aber  ausserhalb 
der  betreffenden  Tanpjonten,  sie  kann  also  nur  je  einen  Ast  der  Hy- 
perbeln schneiden.  A::f  dieser  beiden  Hyperbeln  gemeinsamen  Sehne 
können  nun  aber  kci:.  ^  Schnittpunkte  mit  Hyperbcltangenten  liegea, 
mitbin  kann  sich  auch  das  Gentrum  des  Kegelschnitts  nicht  auf  der^ 
selben  befinden.  Das  Gontrum  durchläuft  also  in  diesem  Falle  die 
ganze  Mittelsenkrechte  zu  VW  mit  Ausnahme  der  Hyperbelsehae, 
nnd  zwar  zweimal,  wie  leicht  ersichtlich  ist,  wenn  mau  die  Bewegung 
der  Tangente  BC  verfolgt. 

2.   (Fig.  *].)  Berührt  VW  oder  die  Verlängerung  den  Kreis  m 

DF  va  K  so  geht  dann  die  Mittelsenkrechtc  zu  ?/ir  zwei  Asymptoten 
piirallel;  sie  schneidet  ilalier  beide  IlN  jicrbehi  nur  in  einem  und  dem- 
selben Punkt.  Das  Centruin  durchläuft  also  jetzt  zweimal  das  rin- 
s(dtig  begrenzte  Stuck  der  Mittelscukrcclitcu  zu  UW,  welches  ausser- 
halb der  Hyperbeln  liegt. 

Im  3.  Falle,  wo  also  die  Hittelsenkrechte  zn  UW  keiner  Hy- 

pcrbeltangcntc  parallel  sein  kann  (Fig.  i.),  dur-  hsihiuddet  diese  dann 
beide  Aeste  der  Hyperbeln.  Das  CÄ'utrum  kann  also  in  diesem  Falle 
nur  die  zwisi  lien  den  Ilyperbclusteu  gelegene  Strecke  der  Mittelsciit- 
rechten  zu  6  IF  zweimal  durchiaufcu. 

Die  Schnittpunkte  der  Mittelsenkrechten  zu  UW  mit  einer  d« 

Hyperbeln  sind  als  Schnittpunkte  zweier  Mittelsenkrechten  zu  den 
Verbindungslinien  der  Fusspunkte  (?',  l',  H')  zugleich  Funkte  der 
andern  Hyperbel;  die  Hyperbeln  schneiden  sich  also  auf  der  Mittel- 
senkrerhten  zu  W!'.  Hieraus  LH'bt  der  Lehrsatz  hervor:  Haben  zwei 
Hypeilielii  einen  Ureunpunkt  gemeinsam  und  gleiche  gro.sse  Axen.  so 
gebt  die  Mittelsenkrechtc  zur  Verbindungslinie  der  andern  Urcüii- 
punkto  durch  die  Schnittpunkte  der  Hyperbeln. 
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In  dem  folgeiuien  Falle  seien  die  beiden  festen  Punkte  U  und  W 
innerhalb  des  Kreises  um  DF  gelegen  (Fig.  5.). 

Schneidet  11 W  den  Kreis  wieder  in  E  und  /f,  so  liegt  die  Mittol- 
seukroelite  zu  VW  in  diesem  Falle  zwischen  den  parallelen  Mittel- 
senkrechten  zu  TV7/  uihl  ir/;  oder  Jll  und  UK.  Letztere  sind  aber 
Tangenten  zweier  Ellipsen,  welche  das  Ceutrum  des  Kreises  als  ge- 
meinsamen und  U  oder  W  als  je  zweiten  Brennpunkt  und  den  Ra- 
dius {hDF)  zur  grossen  Axe  habeu.  Die  Mittelscnkrechtc  z\x  UW 
schneidet  also  die  Ellipsen.  Das  Centrom  durchlänft  wieder  diese 
Mittelsenkrechte  zweinul^  mit  Ausnahme  der  EUipseniehne. 

Dlt  üben  für  Hyperbeln  aufgestellte  Satz  gilt  also  auch  idr  zwei 
Ellipsen,  welche  jene  Bedingungen  crfOUen. 

Tritt  endlich  der  Fall  ein,  dass  sich  einer  der  Fusspunkte  ü  und 
W  innerhalb,  der  andere  ausserhall)  des  Kreises  um  DF  befindet,  so 
liegt  dann  die  Mittelsenkreelite  zu  J'W  ausserhalb  zweier  paralleler 
Ellipsen  und  innerhalb  zweier  paralleler  llyi)crbeltangenten,  sie  kann 
also  weder  die  Ellipse  noch  die  Hyperbel  schneiden.  Das  Centrum 
durchläuft  also  dann  die  ganze  Mittelsenkrechte  za  UW  zweimaL 
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XXül. 

Miscellen. 


1. 

Beitrag:  zur  Trigonometrie. 

Gegeben  sei  das  Dreieck  AliC\  dessen  Seiten  AB  =  r,  BC  <?. 
(JA  =  nud  die  Vs  inkcd  b^zeicliiicii  wir  mit  diMii  «jrriot  liisclK'n  13ii<  h- 
staben  der  Ki;kc.  Projiciriii  wir  iiuu  je  zwei  Seiten  des  Dreiecks 
in  die  dritte  Seite,  so  erhalten  wir: 

ftcosy+ccos/J  «  a 

c  cos  a  +  o  cos  y  =  Ä  (1) 
aCOS/3-|-6co8a  =  c 

Diese  GloicbiiTigon  neben  uns  Relationen  an,  (bnen  <lic  Seiten  uml 
^Vinkel  (  ines  l»eliebi.i^en  Dreiecks  genügen  nni>sen,  somit  inthalteu 
sie  die  Auiiüsuug  eines  Dreiecks  aus  drei  Debtimmungsstüclvcu. 

Aas  den  Gleichangen  (1)  könnca  wir  nftmlicli  ableiten:  1)  durch 
Elimination  der  Seiten,  2)  durch  Elimination  einer  Seite  und  des 

gegenüberliegenden  Winkels,  3)  iliuih  Kliminatiun  zweier  Winkel 
neue  Kclationeu,  welelie  nns  in  Oleicbungsforni  die  allgemeinen  ll«'- 
dingnngen  darstellen,  denen  die  Seiten  und  Winkel  jedes  Dreiecks 
geuügeu  müsscu.    Wir  wollen  nuu  diese  Uelatiouen  entwickeln. 

1)  Dio  Elimination  der  Sölten  gibt 

1—1    cosy  cos^  I 
cosy    —1    co80f,  =  0,  (2) 

cosj5    Cosa    — 1  I 

welche  Gleichung  wir  auch  schreiben  können 
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COS*«  +  C08*^-f-^^S7  +  2oosacü8/Jcosy  —  1  Ü 

oder 

(C08y4'<^08«C08|Q*  =  (1— C08V)(1^C08*/I), 


somit 
oder 

d.  h. 


— cos  y  s  C08  «  C08  —  si  nur  sin  jS 

cos  (» — y)  —  C08  («  +  /S>, 

n  =  «+?+y.  (3) 


1>ie  Gleicbiiug  (2)  ^ibt  uns  somit  ilic  allgemeine  Bcdinguugsgleicbuug 
zwischen  den  Winkola  des  Dreiecks,  ullmlich  dass  ihre  Samme  zwei 
Rechte  beträgt 

2)  Die  Elimination  einer  Seite  und  des  gegeuüberliegoudeu  Win- 
kels z.  B.  <?,  y,  oder  c,  cosy  gibt: 


cos«     a  — b  I 

cosi3     b  —a         '=0,  (4) 

— 1     0    acos/J+6cos«  I 

oder  entwickelt  nach  den  Elementen  der  zweiten  Golonuo: 


jCOS/}  — «  ,  ,  1  008«  —b 

I — 1     etco^ß-^-bcio^fi      |— 1     <ico8i5  +  *cos« 

oder  durch  weitere  Ansiühroog 

a^(l — cos«/3)  —  b\i  —  cos««)  =  Ü, 

daher 

a  b 
sin«  siu/3 

Die  Elimination  von  a  vnd  cos«  würde  ergeben 

b  _ 
sin/}  siny' 

somit  ist 

a  h  c 

sin«  "~  siu^  siny 


=  0 


(5) 


wolrlics  lins  den  hokanntiMi  Sinussat/  liefert,  nämlich  durch  (ilrichun.i; 
ausgedrücktL;  allgemeine  Bedingung  z\vi^(  licn  den  Seiten  und  Winkdu 
eines  Dreiecks,  dass  der  grosseren  bcito,  ein  grösserer  Winkel  gegen- 
überliegt. 

3)  Die  Elimination  zweier  Winkel  z.  B.  «,  ß  oder  eoscf,  cosß 
pibt  eine  Relation  zwischen  einem  Winkel  und  den  Seiten  des  Drei- 
ecks, uamlich: 
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a 


-c  I 


oder 


^  0  c  hCQBf — a 
\e  0   4co8y — h 

b  a  0 
0  c  6 
e    0  a 


=«0 


(6) 


coBy  =  0, 


b    a    c  ' 
0    c   a  \  -\- 
c    0  h\ 

aus  welcher  Glcichuug  wir  cosy  bcrccliucii  kuuucu,  iiämlicU: 

h    a  e 


(7) 


cos/  = 


0  e 

c  0 


a 

b 


b  a  0 
0  c  b 
c    0  a 

Entsprecbeud  wflrdcu  wir  dio  Ausdrücke  für  cos«  and  cosß  bckom- 
mon.  Da  nnii 


!0 
e 


a 

c 
0 


e 

a 
b 


=  c(^=^  +  rt-  — c^), 


0 


0 

h  I  =  2ab€ 


a 

c 

\c     0  a 

ist,  80  können  wir  dio  Gleichung  (7)  schreiben  mit  KOrzung  von  e 

—  (J«+a*  -c«)+2aiC08y  •=  0, 

woraus  sicli  ergibt 

=  2a*C08y.  (8) 

Entsprccljcnd  würdcu  wir  bekuiuineu  durcli  Elinüuatiou  von  cos(i, 
cosy,  daim  von  cosy,  cos/3 

b^  =  c«+a8— 2caC08/3  ^^'-^ 

Die  Gleichung  (8)  gibt  uns  den  bekannten  Garnot'schcn  Lehrsatz, 
welcher  uns  in  Gloichungsform  dio  allgemeine  Bedingung  zwischen 
den  Seiten  des  Dreiecks  ausdrückt,  nämlich  dass  die  Summe  zweier 
Seiten  grösser  ist  als  die  dritte  Seite. 

Somit  haben  wir  erkannt,  dass  das  Sj'Stcm  (1)  dio  drei  allgemei- 
nen Bedingungen  zwischen  den  Winkeln  und  Seiten  vh\v<  Dreiecks 
uusdiiuUt,  dass  wir  somit  ans  drei  gegebenen  Stücken  (wegen  (,*)) 
muss  wenigstens  eine  Seite  gegeben  sein)  das  Dreieck  aullösen  d.  i. 
mittelst  CO  oder  dessen  Ableitung  [(M),  (.')).  (8)]  die  übrigen  drei 
Stücke  berechnen  oder  geometi'isch :  aus  drei  iicbtimmuugsstückcu  das 
Dreieck  coustruiieu  können. 


Agram,  März  1878. 


S.  Zahradnik. 
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2. 

Corrcetionsgewiehte* 

Um  bei  feinsten  Gowichtsbcstimniuugcn  die  Wägungsresultate  auf 
den  allein  massgebenden  Fall  der  Wägung  in  einem  von  jeder  schwe- 
ren Materie  freien  lAnum  zu  redueiren,  ist  neben  der  Kenntuiss  der 
AusdebnungsverbtUtuisso  der  Stoffe,  aus  denen  einerseits  die  zu  wä- 
genden Objecto  und  andrerseits  die  in  Gebrauch  genommenen  Ge- 
wichte bestehen,  die  der  Luftscliwerc  erforderlich,  wie  sie  grade  zur 
Zeit  der  Wftgung  stattfieind.  Das  jeweilige  Gewicht  der  atmosphäri- 
schen Luit  in  einem  Raome  lässt  sich  bestimmen  dorch  directes  Ab- 
wiegen, dann  aber  aacb  mit  grösserer  oder  geringerer  Genauigkeit 
durch  Berechnung  aus  den  Angaben  der  die  Zustände  der  Luft  in 
Bezug  auf  Zusammensetzung,  Temperatur  und  Druck  anzeigenden 
luBtmroente.  Ein  drittes  Verfahren,  welches  die  wenigsten  Umstände 
machen  und  dabei  die  siebersten  Resultate  liefern  dürfte,  ist  das  von 
mir  in  Vorschlag  gebrachte  der  indirectcn  Wägung  der  Luft 
mit  Hülfe  der  von  mir  construirtea  uud  für  das  deutsche  Reich  pa- 
teutirteu  Correctiuusgewichtc. 

Meine,  von  mir  so  benannten  Gorrectionsgewichte  sind  2  Gewichte 

¥0U  gleicher  absoluten  Schwere,  aber  verschiedenen,  in  einheitlicher 
Beziehung  zu  einander  stehenden  Volumen  *).  Ist  die  Volumendiffe- 
renz gleich  einem  Liter  und  ihr  Gewicht  im  luftleeren  Räume  je 
2Ü)  g  (die  beim  Patentamto  eingereichte  Zeichnung  stellte  solche  als 
Beispiel  dar),  so  wird  nach  dem  archimedischen  Princip  im  lufterflül- 
ten  Räume  der  grössere  iiörpcr  genau  so  viel  leichter  crschoiueu,  als 
das  Gewicht  des  von  ihm  mehr  als  von  dem  kleineren  Körper  aus 
der  Stelle  gedrängten  Liter  Luft  beträgt  Die  Gewichtsdifferenz  ist 
zugleich  das  augenblickliche  Luftgewicht,  dessen  Kenntniss  zur  Cor- 
nctur  der  Wägungsresultate  eben  erforderlich  ist 

Eine  Correctur  ist  bei  feinen  Wäguugen  aber  bekanntlich  des- 
halb unerlässlich ,  wenn  sie  eine,  der  hohen  Empfindlichkeit  der  zu 
wissenschaftlichen  Untersuchungen  benutzten  analytischen  Wagen  ent- 
sprechende Genauigkeit  haben  sollen,  weil  die  Wägungeu  allemal  zum 
Zwecke  der  Massenbestinmiung  oder  Massenvergjeichung  vorgenommen 
worden,  die  Wage  aber  nur  den  Druck  bestimmen  und  vergleichen 
lAsst,  den  ein  Körper  auf  seine  Unterlage  austtbt  uud  der  durch  den 
Auftrieb  der  Luft  je  nach  der  Dichte  dieser  und  der  Grttese  der 
Körper  mehr  oder  weniger  aufgehoben  wird.  Bei  Stoffen  von  dem- 
selben oder  dem  der  angewandten  Gewichte  nahezu  gleichem  spec. 


*)  Pfttentaiispnieb. 
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Gewichte  wird  der  OewichtsTerloBt  unberflckrichtigt  bleiben  können, 
weil  er  zn  jeder  Zeit  anf  beiden  Seiten  der  Wage  derselbe  sein  wird. 
Bestimmt  man  aber  z.  B.  unter  Anwendung  von  Messinggewichten 
die  Masse  eines  Kilogramm  Wasser,  so  wird  der  Fehler,  falls  man 
den  Lnftanftrieb  ausser  Acht  lässt,  Ober  1  g  betragen  mit  Schwan- 
kungen bis  zu  50  mg  in  ungünstigen  Fällen,  welche  ihre  Ursache  in 
dem  wechselnden  Gewicht  der  Luft  haben. .  Letzteres  Iftsst  sich  in 
jedem  einzelnen  F&llo  f&r  den  Moment  der  Wägung,  aber  wohl  am 
bequemsten  und  zuverlässigsten  durch  meine  Corrcctionsgcwichte 
feststellen. 

Der  grösscio  Körper  meiner  (incssinguen)  Corrcctionsgewichtc 
mit  1  1  Volumcudiffercnz  und  20(J  g  Gewicht,  welcher  in  Form  eines 
umgekehrten,  abgestumpften  Kegels  hohl  anzufertigen  und  des  wecli- 
selnden  Luftdrucks  wej^en,  wie  überhaupt  zu  vorgrösserfer  Wider- 
standsfähigkeit innerlieh  gehörig  zu  versteifen  ist,  und  «h  ^scn  Masse 
bezieheuUich  Höhe,  oberem  und  unterem  Durchmesser  ich  als  13,11 
und  9  cm  angonomnicn  hatte,  findet  bequem  auf  meinen  Wagen  für 
200  g  Plate  und  lässt  deren  Empfindliehlceit  —  0,000  001  der  mittle- 
ren Belastung  —  eine  Ikstimmung  des  Luftgewichts  bis  auf  Zehntel 
Milligramme  zu.  Den  lustnimcntcn,  die  die  Spannung,  die  Tempe- 
ratur, den  Feuchtigkeitsgehalt  der  Luft  angeben,  reihen  sich  meine 
Correctionsgewichto  in  Bezug  auf  das  Gewicht  der  Luft  an,  und 
werden  sie  überall,  wo  dio  Kenntniss  der  Luftschwere  notwendig  ist, 
wie  zur  Correctur  der  Wägungsresultato  dio  besten  Dienste  leisten. 

Die  Figur  zeigt  die  Correctionsgcwiehte  in  \  Grü!>se,  das  hohle 
Gewicht  zur  Hälfte  im  Uurclisclinitt  dai;-'est<'llt.  Sie  sind  von  Mes- 
sing, vergoldet,  je  '2W  g  schwer,  VoliniienditiVrenz  1  1  und  habeu 
die  Fonn  eines  nmt^ekehrten,  ablest mn]>f(en  Kegels,  a  ist  der  Hohl- 
raum, welcher  mit  Biel  uud  Aluuüuium  angefüllt  wird. 

Alfred  Theod.  Heinr.  Verbeok, 
Mechaniker  in  Löbtau-Dresden. 


3. 

Zur  Sumnlrung  der  Beihe 

0  »r 

Diese  Summe  ist  der  Coefticient  von  iu  der  liutwickluug  vou 
e*^  nach  Potenzen  von  t.  Es  ist: 
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0  n!        0  n! 


0  0  nl  ml 


«14.'  1^'  -l'    1"  1'!'"  . 

Setzt  man  ^  -  e'',  so  ist        ^  und 

also 

Ans  der  vorstehenden  Oleichong  orgiebt  sich: 


also 


Uierans: 


Wh 

(: 


=  2e 
=  5« 


'o 


=4140.  otc. 


Kiel,  dcu     Dccbr.  1677.  Ligowski. 
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4. 

Etaie  iwrtielle  BUrerentialffleiebnBf  • 

Eia  Icicbtes  TIübutigsbeiBpiel  fttr  Integration  bietet  folgende  par- 
tielle Differentialgleichung: 

Dividirt  man  durch      so  kommt: 

d       du  du 

Dies  intcgrirt  giebt: 

log  1^  =  ff(u)  du  +  log  '  (x) 

wo  der  letzte  Term  willkUrlkbc  Function  von  x  ist.  Hieraus  erbält 
man: 

oder 

e-//(«)f'«  ^  =  (p'ix) 
und  nach  neuer  Integration: 

R.  Hoppe. 
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XXIV. 

Inedita  Coi)pernicaiia. 

Foriftetzung  von  N.  V. 
Von 

Maximilian  Curtze. 


III.    Weitere  ustronomiselie  Notizen. 

1.  lu  dem  Quartbaii(l<^  der  Universitütsbibliotliek  zu  Upsala  mit 
der  Siguatur  „34,  VII.  ()9"  ist  cuthalteii  der  „Almanacli  noua  i)lu- 
„rinüs  auiiis  veiituris  ||  inseruientia  per  loauuem  Std'ftlerinum  H  lustiu- 
,.gensem  «fe  laeobum  PHaumeu  VI-  [|  mensem  accuratissiiiie  supputata: 
toti  II  fere  Euroi)C  dextro  syderc  impartita.'*  Auf  Blatt  IG",  col.  2 
steht  das  Impressum:  „Opera  aite<i5  impressiöis  ||  miritica  viri  soler- 
.,tis8inii  lo  \]  aunis  Keger  Anno  salu  ji  tis  Christi  domiui  1499  |i  Idibus 
„Kcbruarijs  )ie  K-  ||  phemerides  noue  explcte  1]  atcj^  absolute  suut 
„Vlmc  Ii  Lector  Vale  ||  I.  M.S/'  Derselbe  umfasst  :y2()  IJlatt. Auf 
dem  Titelblattc  dieses  Buches  steht  die  Notiz: 

„Libcr  Biblio thccit^  Varmiensis." 

Es  ist  voller  Bemerkungen  eines  gewissen  Haus  Garschaw,  die 
für  die  Geschichte  des  Domcapitels  von  Ermland  nicht  ohne  Interesse 
sein  dtirfteu       Auf  der  letzten  leeren  Seite  der  Ephemeride  für  das 


1)  Siehe  Hain,  Repe  vtori  um,  No.  15085. 

2)  Einige  dieser  Bemerkungen  seien  hier  reproduciort : 

1320.  Fthruar:  Gernjanus  mcus  Dn's.  M.  rccessit  nbhinc  versus 
Lübeck  die  6  februarii  die  Luna>  post  meridicm  horn 
quasi  prinia.  Gemeint  ist  jedenfalls  Mauritius  Fcrbcr  der  nach- 
malige Bischof. 

1322.  April:  Nata  est  filia  ^ermani  die  IG  manc  hora  circa  quar- 
tam.  Wahrscheinlich  eine  Tochter  des  fpäter  erwähnten  Ebcrhar- 
düs  Ferbcr,  Bruder  des  Bischofs  und  Vater  des  Domherrn  lohannes 
Ferber. 

1322.  Mai:  Cantor  Andreas  ohiit  subitanea   mortc   die   25  ante 

iDcridieni  post  horara  10»".  Die  Person  des  Cantor  Andreas 
war  nicht  möglich  festzustellen. 

1323.  April:  Germanus  mcus  dn^s  Mauriciui  eicctus  in  cpiscopnm 

die  14  aprilis,  die  martis  ante  meridicm  hora  quie 
in  fra  8  et  9. 

1329.  Harz:  Germanus  mens  pic  memorie  obiit  die  5.  martii  die 
Veneris  post  merl'iir  m  infra  horam  7  et  8.  Ebrehardus. 

Teil  LXU.  SS 
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Jahr  1630  stehen  aber  von  Coppemicus  Hand,  welche  sich  von  den 
übrigen  Notizen  deutlich  abhebt,  auch  mit  unbestritten  coppemi- 
canischen  Schriftstacken  im  Ductus  genau  Qbereinslimmt,  folgende 
astronomischo  Notizen  aus  dem  Jahro  1637. 

„Anno  1587.  SeptembrisS.  Mars  iu  linea  recta  capi- 
„tis  Oeminorum  sequens.*' 

,,Eodcm  anno  Octobris  10.  feria  4.  Venus  ot  Saturnus 
„cqualitcr  distabant  ah  cxtrcma  peüe  Lcouis,  Ycuus  pro- 
^  „cedendo,  Saturnus  scquendo." 

„Octobris  12.  mano  Venus  coniuTicta  cum  extrema 
„pede  Leonis  ad  austrum  per  gradas  0.45/^ 

„DioXYI.  mane  coniunctio  Yeneris  et  Saturni  austra- 
„lior  Venus  15  gradns/* 

10      „Vltima  octobris  Venus  prtecessit  stellam  sextam  Vir- 
,,giuis  per  gradum  1  et  plus  parnm  ad  meridiem  tantnm- 

„dem." 

„Nouembris       Mars  antecedens  lineam  rcctam  inter 
„seiitimam  et  octavam  Leonis  per  i  gradus,  distaus  a 
15  »jBasilisco  per  ij  gradus." 

,,Noveinbris  vij  feria  4.  Mars  sequobatur  per  digitum 
„iinum  lineam  rectam  stellarum  sext»?  et  octavse  Leonis 
„distans  a  Basilisco  per  gradus  ij  et  plus." 

„Eodem  Venus  pnecedons  per  0.50  lineam  rectam 
20  „Stellarum  14  et  15  Virginis  die  xi)*" 

„Sequonto  die  13.  mane  Mars  in  linea  recta  stellis  7 
„et  8  Leonis,  eodem  die  Venus  sequens  lineam  rectam 
„14  et  15  Virginis  O.i.« 


I.  Man  |]  ^,  —  Venns  «t  Siitnnius  |)  }  et  ^.  —  4.  Venns  prieeedemio 
Sntnrnus  ||  ^  prcndendo       —  6.  Venns  eoninneta  ||  ^  cOnlcto.  —  7.  Leonis. 

1;^.  —  8.  conianctio  Veneria  et  Satnrni  <^^^'  'Ö.  Vcntis  ||  ^.  — 
Ptellnmll*  —  13.  Murs  I|  .  —  14.  Leonis  |I  f^.  —  16.  MnrsjlJ.  —  17. 
Zwischen  stellarum  und  scxta-  hat  die  Handschrift  das  Wort  IJusl- 
lisci  eingefügt.  —  Zwischen  Zeile  18  n.  19  steht  in  der  Hand- 
schrifl  durchstrichen  nNovembris  XII  ^  scqacns  in  linea  recta  stellam 

7  ft  8  vvas  später  unter  dem  1  3.  aufgeführt  ist,  daher  pusbt 

in  der  folgenden  Zeile  das  Wort  codem  nicht,  sodassamEndc 
noch  die  xij  hinzugefügt  ist.  — 

13*30,  Mai:  Obiit  Da^s  lobannes  Ferber  pi«  neniorio  anno  SO. 

die  17  mall  die  Marlis  post  meridien.  Jobannes  Fcito 
starb  sn  Born. 
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qMoTombris  15  fcria  V.  hora  %^  Luna  seqaobatnr 
^ovem  per  gradns 

2.  Dieselbe  BibUotbek  euthftit  unter  der  Signatur  „W.  IT.  1. 16*" 
das  sebon  von  Prowo  undHipler  crwälmto  Buch:  ^JNSTRVMKNTVM 
II  PRIMI  MOBILIS,  A*  PETRO  APIANO  !l  NVNC  PIUMVM  ET 
INVENTVM  ET  IN  LVCKM  EI>ITVM||  oto.  |!  NORIMHKRGAK 
„APVD  10.  PETRKIV.M  ANNü  MD.  xxxuii. '  ^)  Dasselbe  tragt 
auf  dem  Titel  die  luschrift 

„Liber  Bibliothccie  Varmiensis." 

Am  Fassende  desselben  steht  zugleich  folgende  Dcdication  des 
Rheticns  an  Coppemicns. 

^Clarissimo  viro  D.  Doctori  Nicoiao 
„Copernico,  D.  prseceptori  sno 
„0.  loacbimns  Rbeticns 

Die  in  dem  Bnche  befindiicheu  Kotisen  sind  nicht,  wie  Prowe 

zu  glauben  scheint,  von  Rhctiens,  sondern  von  Coi>i»ernicns.  Grössten- 
teils sind  die  Bemerkungen  ganz  kurzer  Art,  zuweilen  nur  Hinweisunj? 
auf  ciiu'  bestimmte  Stelle  durch  Unterstreichen  einiger  Worte  dis 
Tcites.  Nur  auf  Blatt  c.^*  steht  am  Fussendo  der  Seite  folgende  lau- 
tere Notiz. 

G.  M. 

0    2.  'Si.  b  Uütado 
D.  25.  a  X  G.  Bl. 
^.  27.  89.  /  1 .27.8.  A. 
U.  13.  49.       0.,%.S  D. 
i.  20.  47.  £  0.41. S.D. 
$.  11.  e.  M  1.14.M.A. 
?f.  10.  14.  H    3.21  .M.A. 

SL  9.  12.  £ 


19.  ft.  V.  8.  Vmm  II  Urtpranglieb  ttand  <f«  dici«f  Zeichen 
ist  dnrebftriehcn  nad  «af  dem  RAndo  d*fftr  ^geietit.  —  Sfl.a.v.8. 
■ttllftni«  11  —  Virginii  1|  fl^.  —  II.  «.  t.  8.  lfftn||(f.  itenUII**  — 
tl.  a.  r.  8.  Leonto  ||  ^.  — 

S)  Ueber  du  InatrvmeBlani  priai  nobilit  Apiui*i  tebe  aan 
Kiaiaer,  Gciebieht«  der  Hatbcfliatilc  Bd.  I.  8.  »78— SSI.  SpedeU 
aber  dM  vorllcceiidc  Exeaplar  Prowe,  Mittbellaagea  aaa  8chwedi* 
•eben  Arebiven  ete.  8.  ia.yo.  VL  bei  den  die  Jebnanbl  Atieblleb  IftSS 
Utttett  Mwie  Hipler,  Aasleets  Waraieniie  8.  59 — SO  Aon.  90  ,  der 
aber  hier  nr  ebfcb  reibe,  wai  Prowe  aa  aagefllbrtea  Orte  mitgeteilt  bat. 
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Die  frac^idie  Schrift  enthält  wie  mir  Herr  Professor  Dr.  Brnhns 
in  Leipzig  g&tig  mitgeteilt  hat,  die  Daten  eines  Horoscopes.  Es  ist 
bis  jetzt  leider  nicht  gelungen,  die  verschiedenen  Angaben  fOr  ein 
Jahr  zu  vereinigen ,  wie  doch  für  ein  Horoscop  verlangt  wird.  Viel- 
leicht ist  dasselbe  auf  Ck>ppemicus  selbst  bezQglich,  was  interessant 
genug  wäre  näher  zu  untersuchen.  Hier  haben  wir  klar  und  nett  zum 
ersten  Male  einen  schriftlichen  Beweis,  dass  Coppemicus  auch  die 
Astrologia  iudidaiia  nicht  verschmähet  hat  Einige  astrologisch-medi- 
dnische  Notizen  von  seiner  Hand  habe  ich  ja  schon  früher  in  den 
ReliquisB  Goppemicanse  veröfFentlieht. 

Der  Anfang  dos  Instruiiicntuin  i)riini  mobilis  bildet  bo- 
kamitlieh  eine  Art  Goniumotrio,  bezüglich  Trigonometrie.  Hier  hat 
sieh  Coppernicus  die  einzelnen  auseinandergesetzten  Ojjerationen  auf 
dem  Rande  zu  schDcUerem  Finden  notiert.  So  steht  auf  HItt.  a,"  mit 
Rot  geschrieben:  „circuli  sinn  um.'*  Auf  Bltt.  b''  sehreibt  Cop- 
pernicus zn  den  Worten  „Propone  tibi  tabulam  hic  sequen- 
„tem'*  hinzu  „Prius  posita  est",  nämlich  auf  den  vorhergehenden 
Seiten;  ebendaselbst  Zeile  5  verbessert  er  „O  grad.  22  minut*'  am 
Rande  in  „0  grad.  3  4  minut".  Auf  Bitt.  c^*'  steht  untereinander 
zu  Zeile  7 — 8:  ,,1.  Ex  arcu  sin  um";  zu  Zeile  15:  „2,  Ex  sinu 
„arcum";  zu  Zeile  22:  „3.  Ex  arcu  siuum  vcrsum"  und  auf  dem 
andern  Rande  „Sinus  versus''.  Zu  Zeile  26:  ,,1.  Ex  sinu  versii 
„arcum".  Zu  Zeile  31:  5.  Arcus  propositus  chürda\"  Auch 
sonst  finden  sich  noch  hic  und  da  ähnliche  Bemerkungen.  In  dem- 
selben Buche  ist  auch  zuerst  ediert  dio  Astronomia  Gebri  filii 
Alfla.  Dieser  Teil  des  Bandes  ist  paginiert,  nud  hier  finden  sich  die 
Bemerkungen  häufiger.  Besonders  hat  Coppernicus  sich  alle  diejeni- 
gen Stellen  notiert,  in  welchen  Geber  gegen  Ptolonicens  und  dessen 
Theorie  ankämpft,  da  sie  ihm  natürlich  ungemein  anmuten  mussten. 
Gleich  unter  dem  Titel,  unter  die  Worte  GEBRI  FILU  AFLA  steht 
die  Notiz: 

„Egrogii  caiamniatoris  Ptolomaii" 

Seite  2,  Zeile  26  steht  auf  dem  Raudo  „Cur  Ptolomaeus  erra- 
„vcrit";  ebenso  sind  auf  Seite  3  die  Worte:  Et  errauit  in  in- 
ventione  ...  capituli  8  tract.  l>.  unterstrichen,  auf  dem  Rande 

steht  „?  et  $";  Seite  Uu  zu  den  Worten  „Et  u'stimauit  Pto- 
„lomcus  quod"  fügt  er  hinzu  „Reprehcndit  Ptolomieum'';  Seite 
112 — 113  sind  dio  beiden  letzten  Zeilon  und  dio  erste  unterstricheu 

und  auf  Seite  113  hinzugefügt:  ,Jjongitudines  longioros  $  et  $ 
,4uxta  Ptolomeum"  und  Seite  117,  Zeile  3:  „Longitudo  Ion« 
„gior  iuxta  6 Ohrum."  Auf  Seite  1.  Zeile  18  v.  u.  steht  auf  dem 
Bande  geschrieben:  „fignra  sector/*  Die  figura  sector  bildet 
bekanntlich  bei  den  Arabern  den  Mittelpunkt  der  gesammten  q^seri* 


Digitized  by  Google 


CurtxMi  Intdiia  CoppemiaMO, 


341 


sehen  Astronomie  resp.  Trigonometrie.  Auf  Seite  2,  Zeile  20 — 21 
steht  ,.Dc  ccutro  a- 411  an  Iis  tri  um  superiorum'*,  ebenso  Seite 
68,  Zeile  3 — t  v.  u.  Proportioues  trium  corporum.  Seite  Ol 
hat  Coppemicus  die  Worte  „Agrinus  a'ut  considcrauit"  unter- 
strichen. Ebenso  sind  Seite  d'6  Zcilo  5  u.  6.  v.  u.  die  Worte  „<fe 
^^eqnitur  ex  illo  iterum  ...  100.  aunis  pars  vna**  unter- 
Urichen.  Seite  104  steht  zu  Zeile  13  hinzagefttgt:  „Golligit  ex 
ndiversitato  aspectus  Yenorem  et  Mercurinm  esse  snpra 
„Solem*^  UDd  Zeile  26  setzt  er  hinzu  „Talis  debet  esse**.  Aof 
Seite  105  sind  Zeile  8—9  ond  die  drei  letzten  Zeilen  unterstrichen 
dazu  auf  dem  Rande:  „Mercurius  et  Yenus  supra  Solem'* 
Seite  116  Zeile5  v.u.  setzt  er  hinzu  „Motus  diuersitatis  Mer- 
^curii'*;  Seite  117  Zeile  20  ändert  Coppemicus  16  partes  &  10 
am  Rande  in  „26.  HJ*',  daneben  steht  „De  tribus  superioribus'' ; 
endlich  steht  Seite  123  Zeile  1  auf  dem  liande  „Eccentricitates 
„triam  superiorura." 

Angebunden  ist  „Yitellionis  Mathematici  doctissimi 
>jnsQi  Snrtxfj9  etc.  libri  X.  Norimbergie,  Petrejus 
„MDXXXV.^-  ^)  Auf  Bltt.  2Ü7%  dem  letzten  des  Buches,  steht  oben 
auf  dem  recbten  liaude: 

f^adinm  rectum  sen  perpendicularem  non  dicnnt  nec 
nfrangi  nec  reflecti  nisi  per  eamdem  lineam'S  ^) 

'  Unter  dem  Impressum  liest  man  Folgendes: 

..In  Carthaginc  urbe  Guomon  ratiouem  habet  ad 
^»quatoris  umbram  eam,  quam  b abent  undecim  ad  Septem. 
„Pliuius.  In  Mauritanea  lequinoctii  die  media,  umbili- 
ncas  quem  gnomonem  vocant  septem  pedes  longus,  um- 
„bram  non  amplius  quatnor  pedes  longam  reddit  In  5 
nArabia  et  Perside  umbilicus  aequinoctio  triginta  quin- 


3.  Fliaiufl.    In  Mauritanea  ||  Plinius  in  Mauritanea.  — 

4)  TTeber  tlic>cs  Werk  sehe  mnn  die  Abhandlung  dm  Verfassers  -Sur 
»l'o  r  t  h  o;_' r  a  {>  h  e  du  iioni  et  la  }>atrie  de  Witelo  (Vitellion)  im 
Fcbruiir- Hefte  187  1  dts  Btillettino  Boiicompiigni;  über,  die  vorliegende 
Aoignbc  specicll  S.  2U — 21.  des  Scparatabzu^rrs. 

5)  Dies  düiftc  eine  Reminisccnz  aus  der  rorapcctiva  Communis  des 
Johannes  Prkkhnm  sein,  welche  ibm  bandechrifilicb  zur  Dispositiun  stand. 
Sidie  später  unter  6. 

6)  Die  roo  Coppemicus  excerpierte  Still  '  des  Plinitts  fiodet  fich  in  der 
Hiatocia  KaUralia  lib.  II,  cap.  LXXIL 
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„que  pedum  umbram  viginti  quatuor  pedes  longam  facit 
,Jnfra  de  Bhodo  et  Cypro  insnlis  gnomonis  oentum  uu- 
„ciiP  umbram  septnaginta  Septem  unciarum  faciunt  Et 
„de  Lydia  gnomoni  an  ins  et  vigiuti  pedum  rospondent 
5  „umbrte  septcmdecim  pedum.  Yictruvius^)  (!)  Gnomon 
Jftomffi  novem  partium  umbram  octo  habet,  Alexandriae 
nStilus  partes  habens  quinque  umbram  mittit  partium 
„trium,  Athenis  quatuor  umbram  tres  habet/' 

2.  Hinter  gnomoDis  steht  im  Mscp.  noch  ein  durchgestrichc* 
ucs  contum. 

Auf  dem  hiuteru  Deckel  steht,  später  durchstricheu,  folgende 
mathematische  Notiz: 

,J)imetientem  sphserie  invenire.  Describo  in  super- 
„ficie  eins  duas  circulos  sose  contangentes  officio  cir- 
„ciuL  Deinde  ex  tribus  linois,  hoc  est  qu»  a  polo  utri- 
„usque  circuli  et  distantia  polorum  constitue  triaugnlum. 
5  „A  terminis  earum,  hoc  est  a  centris  circulorum  perpen- 
.„diculares  ducto  cuncurrunt  in  contrum  sphterie,  a  quo 
„ad  superficiem  oius  est  rccta  linca  quae  ad  contactum 
„illorum  circulorum/'^) 

2.  circulos  II  circului.  —  3.  Hinter  lioc  est  stnnd  zncmt  noch  cx  eis 
q.  —  FQr  n  polo  stand  u  rsprilnglich  cx  ceatro*  —  4.  F&r  polorum 
taud  uriprUnglich  centroj^ 

Endlich  liegt  in  diesem  Uaude  ein  Lesezeichen,  auf  welchem  sich 
folgende  Betrachtung  des  C'oppernieus  aus  seinem  höchsten  Lehens- 
alter findet;  ich  sage  aus  seinem  höchsten  Lebensalter,  da  das  frag- 
liche Buch,  dem  sie  entstammt,  ihm  frtihestcns  im  Jahre  1542  zuge- 
kommen ist,  nachdem  Klieticus  in  Nürnberg  behufs  Herausgabe  der 
Kevoltttiones  eingetroffen  war.   Die  Bemerkung  lautet: 


7)  Die  Stelle  «m  ▼itraviot  Hebt  de  A  rcbiteetvra  UK  IX  eup.  VIII 
(8.  985  der  Aoagsbe  Ton  Rom  nnd  MaUer>8trflblng).  Von  Viftraviui  itend 
Goppernicu  eioe  der  ältesten  Handschriften  so  Gebote,  der  tob  Rose  mit  L 
beseichnete  Codex  Leidensis  (Voss)  88.  Derselbe  eus  dem  Harle!«* 
nas  H  abgcsebrieben  stammt  ans  dem  X.  Jahrhundert  nnd  gehörte  seit  I8SI 
Johannes  Dantiscns,  der  ihn  von  Sebastianns  Sperantius,  Bisehof  von  Brixen 
som  Qesehenk  erhalten  hatte.  Die  Hnndschrift  trigt,  wie  alle  BAcher  ans  der 
Vranenbarger  Bibliothek,  die  Inschrift:  «Liber  Bihliothecie  Varmi* 
ensis.* 

8)  Die  Nolis  ist,  wie  schon  bemerkt,  durchstrichen,  jedenfalls  weil  sich 
Coppernicus  von  der  Falschheit  derselben  ftberxeogt  hatte ,  die  sowohl  Ihr  die 
nrsprflnglicheo  Lesarten  als  fikr  die  spitem  Correcturen  erident  ist. 
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,,Vita  bi'L'vis,  sensus  cbcs,  uegli'ient ic  tori»or,  i-t  inu- 
j.tilcs  occupatio  lies  nos  paucula  sein'  ixTiiiit  tunt.  Kt 
„aliquoti  (.'US  scita  i'xcutct  ab  auinio  i»or  tciiii»üruin  lap- 
vsuin  traudatrix  seien tiüe  et  iuioiica  memorite  pneceps  ub- 
„livio/*'')  6 

:V    Der  Foliant  V.  50'*  dcrs.H)cu  lübliulliik  cuthiilt  die 

^Vcl•k(  ili  s  Pliilius,  Vciietiis,  Mariiius   SaraccMius  1187**^). 
In  dicsciu  liaudc  steht  auf  dem  ersten  leeren  Blatte  geschrieben 

,^um  mei  Casparis  Salionis  Cervimonlani*^ 

Auf  Bltt  2*  steht  am  Kopfende  gcflcbrieben: 

Liber  Dibliotbecie  Varmiensis.*^ 

Derselbe  ist  voller  Bemerknogen  von  Coppemicns  Uand,  welcbo 
von  der  des  Caspar  Salio  vdlUg  verscbieden  ist;  von  letzterer  findet 
sich  flberhanpt  nnr  die  Notiz  anf  Bltt.  1«  im  Bache  vor.  Die  Be- 
merkungen des  Coppemicns  sind  grösstenteils  solche,  welche  ein 
schnelles  Auffinden  eiiiiT  Stelle  erleichtern  sollen ,  indem  er  den  In- 
halt derselben  auf  dorn  Rande  durch  ein  Wort  ausdruckt  So  steht 
beispielsweise  zu  Buch  XVIII,  Cap.  XXV:  ,,Dy gestio  Sydorum  in 
„noctcs  et  dies**  anf  dem  Rande  „Ortns  et  occasns  duo  modi**, 
80  zu  demselben  Capitel  auf  der  andern  Seite  „Fidiculas  occasna^, 
so  zu  Cap.  XXXI  desselben  Buches  ,,Spica  Virginis.**  Im  liber 
XXXIII,  Cap.  VIII.  schreibt  er  auf  den  Rand  ,,Alexander  Hag- 
naus", später  ,.Poriclcm*'  noch  woit(»r  uuten  „xerxo  Ttjjvoff**, 
und  ähuli'^bo  Notizoii  überall  im  lUicho  vc!*stroat.  Auf  Dltt.  aii**  bat 
er  ain  Fuss-jiulc  lolu't'iidc  Stollo  aus  Ciicro  sieb  aimnnorkt,  die  Stelle, 
welche  er  \ou  diesem  iu  sciuer  Widmun^j  au  i'apst  Taul  III  erwähnt: 

„Apud  Ciccronem  libro  socuu(l<t  a  ccadomicarum  qua*- 
^stionuni  Nicetus  Syracusius,  ut  ait  1' hcoplirastus,  cip- 
..lum,  Sol<Mn,  I.unani,  stiilas,  '^upera  (lriii(|no  omnia  Stare 
„consot.  no(|ut'  i)r;»'ter  terra  m  rem  ullani  in  niuudo  mo- 
,,veri.  l^u.\'  tum  eirea  a\em  se  summa  celeritate  eon- 
..vertat  et  torciueat  eadem  cftiei  omnia,  qn.T  si  staute 
„terra  ca*lum  luuverctur,  atque  hoc  ctiam  riatoncm  iu 


9)  DieM  Motit  dOrfto  eine  Hcminitccni  «at  Thomms  von  Aqoin  tein,  der, 
wie  mir  Tlcrr  Prof.  Hifier  mitteilte,  einen  Shnlichen  AuMpnicb  enthllL 

10)  llniu,  Ucpcrturiu  tn  bibliogr.  Nu.  13U96. 
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„Timao   dicore  quidam  arbitrautur  sed  p&alo  obscu- 
I.  Vor  in  Timiso  sUht  dnrchstricheii  dicere.  — 

4.  Bis  jetzt  ist  von  einer  BeobachtUDg  eines  Cometen  dorch 
Coppernicns  nichts  bekannt  geworden;  diese  Himmelskörper  finden 
sich  kaum  andentangsweise  in  den  Revolutiones  erwähnt  Um  so 
interessanter  ist  eine  Stelle  ans  einem  ziemlich  seltenen  Bncho,  die 
ich  hier  in  extenso  mitteilen  werde,  nm  daran  einige  Bemerkungen 
zn  knttpfen.  Das  Werk  hat  den  Titel :  „DE  REPLTBUCA,  TITA, 
„MO-  I  ribus,  gcstis,  fama,  religione,  sanctltate:  U  Imperatoris,  Cae» 
„saris,  Angasti,  Quinti,  Caroli,  BCazlmi,  Monardi»,  D  Libri  septom  || 
„etc*  II  Script!,  anthore  Önliehno  Zenoearo  k  Bcanyvenbargo  etc.  etc.  ü 
„GANDAVI,  (I  Excudcbat  Gislonus  Manilius  Tipographus,*  fl  Anno  Do- 
„miui,  1559/'  uud  besteht  aus  2  Bltt.  und  304  Seiteu  in  folio.  In 
diesem  Bande  findet  sich  von  Seite  193,  Zeilo  21  bis  Seite  194,  Zeile 
24  Folgeudes: 

„Tertins  Cometa.'^ 

„Tertius  C'onicta  aiiparuit  ineuse  Iiiuio,  die  deciuia 
„octava  anno  vitie  Ca'saris  trigosiino  tertio.  Ac  esse 
„uosccbatur  in  tertio  gradu,  (xuarto  miuuto  gemiuoram/^ 

5  „Et  hic  Gometa  conträ  signornm  ordinem:  et  enm  qni 
„dicitnr  in  cobIo  Solls  a])i)arero  motus,  progredien*s:  ac 
„ob  vicinitatem  Poli  arctici  nnnqnara  occidere,  ant  oc- 
„cumbere  visns  est.  Polo  enim  ita  fnit  propinquus,  ut 
„Horizontem  conti ii^cro  noqnirct  Comet»  semita  Ion- 

10  ,)gissimo  ab  eclyptica  circa  Arictis  principinm  fercba- 
„tnr,  atquc  illic  scxagiuta  i^rradibus  intcgris  ab  eclyptica 
„destitit:  (j ui  1  ocu s  vonter  Dracoiiis  tum  erat.  Acsisccuu- 
„dum  signorum  ordiucin  motus  fuissct:  iuitium  Caucri 
„Caput:  et  Capricorui  iuitium  cauda  Dracouis  esse  debu- 

15  „erat." 

„Uinc  magna  inter  VratislaTiensem  Copernionm:  et 
„Ingolstadiensem  Appiannm,  et  Hyeronimam  Scalam,  et 


11)  Die  Stelle  steht  )>c\  Cicci  o,  Quacstioncs  A c ad c mi c a>  prio- 
res, lib.  II,  cap.  39.  Der  Wortlaut  stimmt  bis  auf  den  Namcti  Nioctus  mit 
dem  hier  vun  Cop{ieruicus  oiticrtcn  übrrcin.  Die  neueren  Texte  haben  für 
Nicetus  das  Richtige  Hikctas  .substituiert. 

12)  Die  oiiizijrc  Stdio  ist  De  r c volutiouiba«  Lib.  I,  C«p.  VlU  (Seit« 
22,  Zeile  21—24  der  bacularausgabe). 
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„Cardanum  Medio lanensem,  et  Gemmam  Frysium  fait 
„decertatio:  qnod  contra  signorum  ordinem  a  Geminis 
„(abi  initio  apparnit  Cometa)  non  in  Cancrnm  progres- 
„stts:  sed  in  Tanrnm,  et  Tersns  Arietem  Cometa  sit  re- 
„grestnt:  quem  tarnen  (8i  quemqnam  alinm)  Becnndum  5 
„signorum  ordinem  moneri  oportebat:  remotiornm  scili- 
„cet  a  terra  qnam  alins  fnistet:  longiseime  enim  a  Sole 
„aberat^ 

„Neqno  poterant  hmc  conveniro  cum  Ptolcmsei  tra- 
„ditionibns  centesimo  centiloqnii  aphorismo  definion-  10 
„tii:  Cometas  undeeim  sigDis  a  Solo  distare,  cnm  hie 
„Cometa  in  Qeminis,  et  Tanro  Sol  in  Leone  fnitie  hoc 
„tempore  sit  demonstratna.*^ 

,^tt  igitar  alins  Innarls  spher»  raptns,  quam  opi- 
„nati  snnt  mortales«  ac  si  rotam  illins  ctelnm,  atqne  ter- 
^as,  impetn  ardentis  ocnli  sni,  eollnstrantis,  et  rotantis 
„fignli  eonsiderassent:  Beo  hec  non  hominibns  per* 
nlnstranda  fnisse  censnissent  Habet  antem  tcllns  simi- 
„militndinem  qnandam  cnm  prlmo  mobili/* 

i^nnquam  magis  Cnsaris  animns  ad  bellum  Turcis  20 
„Inferendum  fuerat  inflammatus,  quam  boc  anno,  ac 
,,propterea  omnem  moyebat  lapidem,  nt  foßdoro  in  Italia 
„renovato,  Europa  tuta  esso  posset,  et  quieta  a  bellis 
„civilibus.  Sed  cum  resC^saris  in^Africa  anno  trlgesimo 
'  „quinto  letatis  suv:  et  biennio  ante  in  Grscia  focliciter  25 
„gcste:  similes  eventus  in  Asia,  et  Syria  portendere 
„videbantur:  esse  ab  boe  laudatissimo  vietoriarum  sua- 
,,rum  cursu,  (oiccto  per  bestes  Carolo  Sabando  e  Sabau. 
„di«  sue,  Allobrofumque  dominatu)  rovocatus  est'^ 

„Tam  antom  graviter,  et  acerbe  illum  G«sar  casum  90 
„tulit,  ttt  nisi  restituto  illo  in  pristinam  dignitatem, 
„pacem  cbristianornm  Regnm  dcspcraret^ 

Nach  (Um  eben  mitgeteilten  Passus  i>t  es  siclier,  das??  Coppcr- 
lücus  deu  l'ouieteu  des  .lalires  l'Ci.'i  booha» lit«'t  hat;  er  soll  tiher  die 
KrklärmiK  des  rhu'noinoiis  mit  Aitiaii,  (reinma  Frisius,  Hieronymus 
Seala  und  Cardan  in  Streit  gekoimnen  sein.  Dass  Apian  und  Gemnia 
Frisius  den  Cometcn  beobaehtct  haben,  war  bekannt-,  aus  den  Be- 
obachtungen Apian's,  die  leider  nur  vom  18 — 25.  Juni  sich  erstrecken, 
bat  Olbcrs  versucht,  dio  Elemente  desselben  su  beiecbnen,  ohne  je- 
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doch  ein  bin  reichend  sicheres  Resultat  zu  t  rlangon  ^•').  Die  Bcobarii- 
tungeu  deb  CoiiixTuicus  scheiueii  uuwicdcrbiiiiglicli  verloren,  ditjtui- 
geu  Cardan's  und  Scala's  (birl'tt  n  voniussicbtlicli  sich  wieder  tiudeu 
lassen  unil  dabei  vielleicht  eine  weitere  Spur  der  L>eobachtungeu  oder 
Bctrachtungeu  des  Coppernicns.  Am  LM.  Juni  stand  der  Coinet  bü, 
dass  er  das  Schwert  bildete,  welches  Persens  in  der  rechten  Hand  hält. 
Dass  C<)j)])ernicns  das  Argument  gegen  die  ptolonneischo  Ansicht, 
welches  unser  \'erfas>er  anftihrt,  gern  sich  zu  eigen  gemacht  habeu 
wird,  ist  wohl  anzunehmen.  Ausser  zu  Gemma  Frisius  wareu  Be- 
ziehungen des  Coppernicus  zu  irgend  einem  andern  der  genannten 
Beobachter  bisher  nicht  bekannt ;  ob  Zenocarus  als  Autorität  genü^'t, 
eine  solche  für  gesichert  anzuuehmeu,  mag  ich  nicht  entscheiden. 
Jedenfalls  sollte  die  vorliegende  Stelle  dazu  veranlassen,  dass  solche 
Forscher,  denen  die  Werke  der  betreffenden  Autoreu  zugänglich  sind, 
in  Bezug  auf  derartige  Verbindungen  weiten^  Untersuchungen  ver- 
anstalteten. Selbst  ein  absolut  negatives  Resultat  wäre  bei  dieser 
Frage  von  Nutzeu. 

Dass  Coppernicus  hier  Wratislaviensis  gcuannt  wird»  dürfte 
auf  einer  cinfiirJien  Verwechselung  bemhcu,  obgleich  es  feststeht,  und 
zwar  durch  zwei  gesonderte  Documeute,  (eins  in  Upsala,  edirt  durch 
Hipler^^),  eins  in  Ferrara,  odirt  durch  Fürst  Boncompagni^^),  dass 
Coppomicns  auch  den  Titel  eines  Scholasticus  ecclesise  San* 
ctie  Crncis  Yratislaviensis  führte.  (Beiläufig  gesagt,  war  das 
upsalenscr  Documeut  der  eigentliche  Zweck  der  in  Auftrage  des 
Fürsten  Boncompagui  von  mir  unternommenen  Reise.) 

5.  Die  Domhibliothek  zu  Fraueuburg  besitzt  einen  Foliobaud 


13)  Die  von  Olbors;  bcroilinrtcn  Klotncnle  dos  Cunictcn  si.i*!  l'olironde : 
Durchgang'  durch  d  a  ü  l'ciilicl:  Jiiüi  14,  21»«  20'  46"  Pariser  Zeil; 
Länge  des  rciihcls:  217"  40';  Länge  ilcs  a  u  f  .s  l  c  i  gc  n  d  e  n  Knoten: 
299«  19';  Neigung  und  Lauf:  28»  14'  D;  KIciasto  Entfernung: 
0,8268604. 

14)  Siehe  Oben  Seile  110—111. 

!.■>)  So  ist  licuoruings  ciuo  für  Coi'pernicus  wichtige  Fra{;('.  die  über  eeincn 
Aufcnlholt  in  Tadua,  dnrcli  die  findliclicn  Forschungen  ilch  Pntf.  Antonit» 
Favaro  (liulletino  B  o  n  c o  m  ji  n  <;  n  i  1877)  ebenfalls  nc;^Mliv  b.Mtitwi-riet 
worden.  Dieses  uegative  licbultat  ist  für  die  Frage  nach  der  Nutionalitüt  des 
Cnppcrnicas  von  wcscntliclistcr  Bedcutun;;. 

Ifi)  Hiplcr,  Kojiernikus  und  Luther  S.  45,  Anm.  97. 

1 7 )  T r i  p  1  i  c e  o  ni  a  g  i  o  a  1 1  a  S  a  n  t  i  t  ii  d  i  1* a p a ,  P i  o  I X  n  cl  s u  o 
üuibileo  episcopnlc  ete.  Koma,  Tipografia  dclla  Phoc  1877 
S.  201.  (I  n  t  u  r  n  ü  n  d  u  n  d  o  c  n  in  c  n  t  o  i  n  c  d  i  t  o  r  u  1  a  t  i  v  o  a  N  i  o  c u  1  ü 
Copernico.    Nota  di  Ji.  ii  uucompagni.) 
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mit  der  Signatur  ^VlI.  Ba.  7945''^^).  Derselbe  nm&sst  folgende 
I>nicke  respective  Handschriften: 

1.  Tabulie  Ecclypsium  Magistri  Gcorgii  Peurbacbii 
Tabalse  Primi  mobilis  lobannis  de  Monto  regio  etc. 
Yienn»  Austri»  1514       Das  erste  BlaU  fehlt 

2.  Tabiilir  lobannis  Blan  cbiui -'^)  Ilandscbrift  \i»n  57  Bltt 
Am  Endo:  „Tabule  lobannis  blantini  (I)  per  nie  Martiuuni  De  Grod- 
„zyszko  Artium  bac<jalaareo  in  scala  omniuni  arcium  Cracoviensi 
,^amina  cum  diligentia  diebus  cauicularibus  Anno  partus  virginei 
„152a." 

3.  „lohauuis  Arcbiepiscopi  Cantuariensis  perspectiua  communis 
„per  P.  L.  Gauricum  Neapolitanum  Emeudatu."  Am  Ende:  „Opus 
„perspc<:tiuc  lobannis  Arcbiepiscopi  Cautuarieusis  finem  sumpsit  feria 
,^xta  infra  solines  octauas  Circunicisionis  Douünid  bora  prima 
„noctia  per  me  Martinttm  de  Grodzyszko*'  etc.  etc.  ,^no  virginei 
npartos  1522/' 

In  diesem  Bande  sind  viele  Nutatc  von  der  Hand  des  Martiuus 
de  Grodzyszko,  nur  auf  der  Rückseite  des  vordem  Deckels  stcbt  von 
einer  von  dieser  verschiedenen  Hand,  und  zwar  der  des  Coppernicus, 
die  Abbildang  ehior  Mondfinsteniiss  mit  folgender  Ueberschrift: 


18)  Durch  Hemi  Domvictr  Dr«  Woelkj  auf  den  Band  anfmerkMoi  ge- 
macht, wflmehle  ieb  desielheii  lingcre  Zeit  einieheo  la  dttrfen.  Dareh  dM 
WoblwoUen  dee  Domlupilels  warde  mir  diesei  gfttlgst  geitettet,  wm  ieh  hier 
ergebenst  dankend  anerkenne.  Der  Band  besteht  I.  au  8  Vortdltleni,  be* 
aeiehBct  A,  B.  —  2.  am  €9  mit  Tinte  bezeichneten  und  XIX  gcseiehnelen 
Blatt  sowie  9S  beaeichnetcn  Seiten,  welche  die  Tabnlac  ecclipsinm  elc 
enthalten.  —  3.  ans  einem  leeren  Blatte;  —  4.  aof  7&  mit  Tinte  bezeichneten 
Blattern.  Die  letztem  handtchriAlicbes  enthaltend.  —  Der  Band  ist  im  Jahre 
15S9  gelmnden  worden. 

19)  Eine  genaue  Beichreibnng  dca  Baches  sehe  man  bei  Klitner,  Ge* 
tchichte  der  Mathematik  II,  996—535. 

tO)  Johannes  Bianebial  war  nm  1458  Lehrer  der  Astronomie  m  Ferrara. 
Seine  Tabnlarnm  Canonea  enehicacn  so  Venedig  1459,  ebendasdbst  1596 
nad  BaiBe«  1559.  Sie  bilden  eine  Ueberarbeitnng  der  alphonaioischen  Tafeln 
auf  Befehl  des  Kaiaera  Friedrich  III  aoagefllhrt. 

91)  Es  ist  dies  die  Optik  des  Johuuncs  Pckkhara  ron  Cantcrbury  in  der 
commentierten  Aus^^'ube  des  Lucas  Gauricus,  die  mnn  sofort  an  dem  lct7.teii 
Satze  und  seinem  Beweise  erkennen  kann.  Sie  war  ungemein  rcrbreitcl  und 
wardc  fast  an  allen  Universitäten  den  Vorlesungen  zu  Grunde  gelegt.  Wenn 
W  in  einem  Vorlesungsvcrzeichniss  hcisst,  es  solle  gelesen  werden  Perspective 
lÜmnnnii,  so  ist  stets  die  Torliegende  gemeint. 

\ 


Digitized  by  Google 


348 


Curtz€:  Inediia  Copptrnieami» 


„HsBC  cffiguracio  cclipais  Lnnaris  adaptatur  Anno 
,,Christi  1525  curreuto  qaarta  dio  Julii.  A.pparebit  super 
^eridiano  Cracovionsi  21  grada  Capricorni.  Hora  9, 
„iiiinuti8  4S  principium, Medium  vcro  hora  10,  Minatis 45, 
„finis  vero  hora  11,  minuto  42.  Dnracio  vero  eins  erit 
„ana  hora,  minuta  öl,  secnnda  56/^ 

L)ai  iintor  die  Figur  auf  Taf.  YIII.,  dieselbe  ist  bei  uiir  etwa  um 
die  Hälfte  verkltiuert. 

In  diesem  Baude  sind  nodi  einige  solcher  Abbildungen.  Die- 
selben unterscheiden  sich  aber  uninittclhar  von  dieser  durch  schlech- 
tere Ausführung  und  vor  allen  durch  falsche  Orthofiraidiie.  So  schreiben 
sie  sänmitlich  statt  Occidens,  Octidens,  Origens  statt  ürieus 
u.  Aehnliches.  Man  könnte  aucli  die  mit  sehr  kleiner  Schrift  zu  der 
Perspectiva  des  Joliannes  Pekkham  gemachten  Anmerkungen  2tx}r 
Hand  auf  Cuiipcrnicns  zurückführen,  doch  scheint  uns  hier  der  Ductus 
der  Schrift  nicht  völlig  dem  des  (\ij>])('rnicus  zu  entsprochen,  obwohl 
die  üben  (Seite  341)  aus  Vitellio  angemerkte  Itandnote  des  Copper- 
uicus  aus  der  Perspective  des  Pekkham  geschöpft  zu  soiu  scheint 

6.  Wenn  auch  nicht  Co])pcrnicus  selbst  gehörig,  so  doch  für  ihn 
von  hohem  Interesse  ist  der  liaud  .,Q. q.  III.  2.  06."  der  Bibliothek 
zu  Upsala.  Derselbe  enthält,  \\\v  schon  Prowe  und  nach  ihm  Ili])- 
1er  -•')  mitteilen,  das  Exemplar  der  Kcvolutioiies  d(^s  Coppernicus, 
welches  Kheticus  dem  Domherrn  Goarg  Donner  zum  Geschenk  ge- 
macht hatte.  Dasselbe  kam  aus  dessen  Nachlass  an  die  Jesuiten  in 
Braunsberg,  denn  auf  dem  Titel  steht  geschrieben: 

„Collegij  Bransbergensis  Socictatis  Jesu** 

Ursprttnglich  soUte  es  jedenfiiills  der  Dombibliothek  angehören.  Wenig- 
stens steht  auf  der  Rflckseite  des  letzten  Blattes,  welches  die  Errata 
enthftlt: 

„Liber  V.  Caplf  Eceli^  WarmienV 
Kttdlich  auf  dem  hintern  Deckel: 

„Bibliotheca  Upsalicusis/' 
Am  Fassende  des  Titelblattes  steht  von  Rheticus  geschrieben: 


22)  Prowe,  Mitteilungen  S.  14 — 15. 

83)  Hipler,  Aoalecta  Warmiensia,  S.  &7.  Aom.  46. 
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„Renerendo  D.  Oeorgio 

„donder  Ganoiiico  Varmiensi 

,^mico  svo  loaehimiiB  Rheticns  tf.  tf.^) 

Bonner  hat,  was  Prowc  entgangen  ist.  auf  dem  Titel  die  Wort© 
ORBi™  COELESTIVM  mit  rot<»r  Tinte  durchstrichen,  sowie  die 
osiandersclie  Vorrede  „De  Hypothesibus  huius  operis"  und  den 
lirief  des  Cardinal  Schuulnrg.  Jedenfalls  weil  er  diese  Sachen  ent- 
weder als  nicht  zu  der  Ausgabe  zugehörig  angesehen  wissen  wollte, 
odor  weil  sie  nicht  von  Coppernicus  herrührten.  Es  liegt  darin  eine 
Ikstiitigung  der  Angabe,  dass  Coppernicus  sein  Werk  mit  De  Ue- 
vi)l utionibus  zu  betiteln  die  Absicht  hatte,  und  die  Worte  orbi- 
um  coelestium  ihm  von  anderer  Seite  hinein  corrigiert  sind.  Die 
Stelle  „sicut  Lysidis  ad  II ypi>arohuni  epistola*'  hat  Donner 
uutcrstrichi  u  und  am  Kando  ist  durch  ein  Kreuz  darauf  aufmerksam 
gemacht.  Wir  wissen  jetzt,  dass  der  ursprüngliche  Text  der  Kevolu- 
tioneu  diesen  Brie/'  \()listiindig  (Mithielt-''),  was  jedenfalls  Donner  ge- 
nau bekannt  war.  Das  Caj».  VIII des  ersten  Buches  „Solutio 
„dictarum  rationum,  et  eorum  insuffientia''  ist  durch  eine 
an  den  Kand  gemalte  Hand  ausgezeichnet,  ebenso  der  Passus  des- 
selben Capitels  „sed  nou  niodica  quoque  pars  aeris,  et  (jua«- 
„cumijue  oodem  modo  terra*  cognatiouem  habent?-')  In 
Cap.  VIIII  sind  die  Worte  „Kquidem  existimo,  gravitatem 
,^on  aliud  esse,  quam  appctent iam  quandam  naturalem**) 
mit  Hleistift  unterstrichen.  Endlich  ist  Bltt  21>»  Zeile  10  -28  von 
dem  Worte  Ptolemipus  an  Ms  scrttp  28**)  mit  Bleistift  am  Bande 
angestnchen.  Das  Exemplar  ist  oini  von  den  mit  dem  £rrata-iüatte 
Tenehenen. 

7.  Ich  will  hier  noch  ein  Bnch  erwfthnen  das  Astronomischen 
Inhaltes  ist  nnd  aus  Franenhurg  stammt,  ivSe  die  Einseichnong  Li  her 
Bihliothec»  Yarmiensis  bezeugt  Es  enthält  das  „Kalendarinm 
magistri  loaanis  |  de  monteregio  viri  peritistimi  o.  0.  n.  J.  In  der 
Bibliothek  hat  es  die  Nnmmer  ^33.  YIII.  3.  217.*'  Es  ist  votter 
Bemerlnmgen,  die  aber  snm  grOssten  Teil  mit  Yertanschnng  der  Bach- 
staben geschrieben  sind,  so  dass  sie  ohne  grosse  Mtthe  nidit  zm  ent- 
siffeni  sein  durften.  Coppemicns  kann  der  Band  nicht  gehOrt  haben, 


14)  Frowc  n.  n.  O.  liat  fllteblich  I)«»niicr  für  doUilcr  gele&en. 

85)  Siehe  die  S^pculnrnusgatx?  S.  35  —  36  Anm. 

SS)  8.  Sl  a.  ff.  dar  öacal«nii«gabe. 

17)  S.  t».  Zea«  IS^I7  ebendMcIlMt. 

SS)  8.  S4.  Zeile  tft— te  der  8«eialara«gibe. 

M)  EbcndiMlbtt  Bach  U.  Cep.  II,  8.  7e.  Zdle  18  hie  nn  Ende  des 
Cepitels. 
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deun  der  Besitzer  war  zwar  1500  mit  Coi)periiicus  in  Uoni,  wie  die 
Notiz  zu  der  dort  auch  von  letzteren»  beobachteten  Mondtinsteruiss 
zeigt,  aber  auch  1538  in  dieser  Stadt,  wo  er  wieder  die  neobachlung 
einer  Mondtiusterniss  anführt.  Da  aus  einigen  Bemerkungen  sich  er- 
giebt,  dass  der  Besitzer  verheiratet  oder  nach  römischer  Auffassung 
ConcubiDarius  war,  aber  gleiclizeitig  Domherr,  da  ferner  Alexander 
Sculteti  um  1540  sicher  in  Rom  war,  so  dürfte  wohl  dieser  intime 
Freund  des  Coppernicus  der  Besitzer  des  Buches  gewesen  sein.  In 
dorn  Buche  liegt  ein  in  Form  eines  Billet-doux  zusammengefalteter 
Zettel,  welcher  in  einer  bekannten  von  vier  zu  je  zwei  parallelen 
Geraden,  die  sich  rechtwinklig  durchkreuzen,  hergenommenen  Chiffer- 
scbrift  geschrieben  Folgendes  enthält: 

„Aue  Maria  gracia  plcna,  dominus 
„tecum.   Bcncdi  cta  tu  es  mulierum 
„et  benedictus  fructus  uentris 
„tui  Ihesus  Cristus  aracu. 
„0  Maria  mater  pia  mater  miseri 
„cordio  ora  pro  nobis  Maria 

„II  in  rieh  Caste" 

R.  P. 

Ob  dahinter  nicht  doch  ein  Liebesbrief  steckt? 


lY.   Mathematische  Notizen. 

1.  An  erster  Stelle  mögen  hier  zwei  Gutachten  stehen,  welche 
Coppernicus  auf  Requisition  des  Domcapitels,  wie  es  scheint,  gefertigt 
hat').  Im  Jahre  1531  wurden  von  Seiten  des  Bischofs  und  des  Ca- 
pitels  neue  Bestimmungen  für  Handwerker  etc.  entworfen  und  durch 
den  Druck  veröffentlicht.  Diese  gedruckten  Verordnungen  finden  sich 
nun  in  einem  Sammelbando  der  Universitätsbibliothek  zu  Upsala  ohne 
jede  Signatur,  dem  wir  später  noch  einige  Notizen  zu  entnehmen  ha- 


1)  In  dem  Spicilegium  Copcrnicnnum  Hiplcr«  steht  in  den  Regcsta  Copor- 
niciina  unter  Nr.  88  zum  Jnhre  1531  die  Nutiz  „N.  Coppernic  „nuncias 
capituli  in  Allenitcin^S  was  ni<>glichor  Weise,  da  es  sich  hier  auch 
um  allcnsteiner  Angelegenheiten  houdclt,  mit  unserer  Tatfiache  im  Zusammen- 
hange steht. 
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bon  worden  -).  l^nmittelbar  liintcr  dit  seii  und  ott'oiibar  zu  ilineu  ge- 
hörig stohon  folgoude  zwei  zusainmeugcliöri^o  Piecou,  die  von  einer 
nud  dorselbeu,  aber  nicht  Coppcruicus  Uand  bezeichoet  sind  mit 

,,Aiithoro  d.  Nic^  Coppernic  Canco'  Warmieir^^ 

und 

„Panis  coqneudi  ratio 
„Doctoris  Nicolai  Coppernic" 

Es  scheint,  als  ob  die  erste  Piece  den  Herren  Tom  Capitel  nicht  Ycr- 
Btandlich  genug  gewesen  sei,  nnd  er  deshalb  za  nfthercr  Erlftntemng 
die  zweite  hinzngofflgt  habe.  Während  das  erste  Stack  Reinschrift 
za  aein  scheint,  ist  das  zweite  sicherlich  nnr  ein  schnell  hiugeworfeDes 

mit  den  schwierigsten  Abkürzungen  geschriebeucs  Coucept,  dessen 
Keinschrift  verloren  gegangen  ist. 

iu.6a  1.  I2atio  panaria  Allensteinensis  aecnndnin  preda  1 

framentomm  tritici  et  siliginis. 

Kx  modio  uno  ntriusque  frunicnti  facta  examinatione  diligenti  et 
metrcta  dedacta  provcuiunt  pauam  librse  G7  ferc.  Cum  vero  soleaut 


4.  libra:  l|  % 

9)  Der  betreffende  Codex  ist  ein  Bsod  in  4^  von  in  SomniA  117  Bltt, 
welche  nicht  in  alter  Zeit  gebunden  sind,  sondern  einen  neueren  Einband  tra- 
gen. I>er  mir,  als  ich  die  Handschrift  m  Gesicht  bekam,  lästerst  knapp  in* 
gemessenen  Zeit  halber,  war  es  mir  unmöglich  eine  aasflihrlicbo  Nachricht  ftber 
simmtliclie  in  derselben  enthaltene  Stflelce  sn  machen;  ich  will  hier  aher  wenig- 
stens einige  erwihnen,  damit  die  Wichtigkeit  derselben  besser  henrortritt.  Die 
ndschr.  beginnt  mit  einem  Briefe  des  Kardinal  H.  Ant.  Amulins  an  den  Kar- 
dinal (Hofins)  Ton  Ermland  d.  d.  Rom»  V.^Idos  Kovcmbris  [ISSS],  es  folgt 
ein  Brief  des  Papstes  Paul  IV.  an  Amnlius  d.  d.  15.  Juni  1664,  dann  ein 
Brief  des  AnmUns  an  den  Papst  d.  d.  Rom»  VI.  Idus  Sept.  M.D.IiXy.  An 
vierter  Stolle  ist  eino  Erklftnmg  in  dentschor 'Sprache  der  Prftlatcn  nnd  Dom- 
herren sowie  des  gesammtcn  Capitels  so  Ermland  in  Betreif  der  von  Achatins 
von  der  Trenk  hinterlasscncn  Erbschaft  d.  d.  Praoenburg  8.  Januar  1566, 
daran  reiht  sich  eino  zweite  Erldftmng  ähnlichen  Inhalts  aber  ohne  Datum. 
Dsnn  kommen  die  beiden  Stflcko  aber  die  Tagfahrt  sn  Heilsberg  am  SS.  Sept. 
1526  und  die  Landesordnung  von  15S8,  über  welche  noch  spiter  sn  berichten 
ist,  diesen  reiht  sich  an  eine  Transactio  peenliaris  de  fogitivls  rns- 
ticis  inter  Manrieinm  Ep^'m  et  Oap^^lm  Warmiensem  faeta  Anno 
1530  (l  Seite).  Nach  längerem  Zwischenraum  folgt  dann  die  Ratio  pana- 
ria nnd  wieder  nach  einigem  Zwischenranm  die  Abhandlung  de  panis  pri- 
marii  losebroth  rationc,  und  dann  noch  eine  grosse  Zahl  weiterer  Sachen 
aus  Hosios  Zeit.  SftmmtHche  oben  nachgewiesene  Sachen,  mit  Ausnahme  der 
Landesordnnng  waren  Herrn  ProL  Hipler  sn  Brannsberg  anf  meine  deslallsige 
Anfrage  unbekannt. 
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frumenta  ante  i)isturam  a  lolio  et  zizaoUs  pungari,  quo  panis  exeat 
niüdior  et  purior,  placait  adhuc  Qnain  libram  dcmorc  pra  pailga- 
mcntia  hniasmodi,  ut  remaaeant  panum  libne  66  ad  minimam  ex  mo- 
dio  uno.  Expensi  prsetorea  commanes  nmi  ß  Q  ^  ^  nenipc  panificis 

5  consnctnjn  prcciam  ß  4,  pro  vcctara  ß  1,  pro  aale  et  fecibus  ß  1, 
pro  cribratione  ^  4.  At  quonlam  -forfures  et  pnrgamenta  expensas 
panificU  compensaro  »nfficiunt,  dnmmodo  pro  modio  aemi  Aufarum 
veniant  immiitabUiter  ß  6:  reaidet  iddrco  eadem  Semper  ratio  predi 
frumentt  ad  panem  proventnm,  ut  verbi  gratia,  qnando  fimmentam 

10  omitur  pro  ß  33,  appendent  6  panee  obolares  libraa  3,  qnando  voro 
predum  faerit  ß  22,  appendere  debobunt  6  panea  libras  3^  et  aic  de 
cetoria,  proat  in  anbiecto  Canone  incipiente  a  9  et  aneto  per  8. 

BlU.M/1 


15 


Prccium 
frumeuti 
iu  modio 

Sex  obolarum 
panam  pondna 

1 

Piecium  \ 
ti'uuicati 
in  modio 

Sex  obolamm 
panum  pondna 

Solidi 

% 

Scpl. 

Süliili 

Scpl.  _ 

9 

12 

7 

5 
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36 
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54 
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loi 

27 
30 

2 
3 

n 

57 
60 

1 
1 

4t 

33 

2 
1 

0 

io 

1 

1 

2| 

0 

IL   De  pauis  prinuiiii  lojcbrot^  consueti  •  bklaü 

iBvestiganda  ratioiie. 

Primo  appendatar  modius  siligiuis  pur»  ot  huius  anni  et  conai- 
30  dcretur,  quot  libras  siliginia  capiat  modius  unns. 

Item  d  latitudo  ot  profunditas  cniuslibet  modii  in  Heilaberg^ 
AUenatein  et  nbilibet  capiator,  poterit  unina  ad  altemm  compara- 
tione  facta  aatia  exacte  percipi,  quanta  dt  differentia  ipaomm  modio- 
mm,  quominna  primnm  etiam  ad  hoc  sufficiat 


1.  ante  II  anti.  '  S.  ]{brtiii||V.  —  a.  botaraiodi  ||  hnio).  —  UbriD{|S.<^ 
10.  19^11 19f  —  97.  eootnetilloraetit.      80.  libras  jjV- 
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Et  quia  fariua,  qn;»-  tit  cx  modio  siliginis  laiituiu  fere  pi'iidat, 
quantum  suiini  fniinciituni,  ret  ipe  iutitur  iariiia'  liiiiusniotli  quantiirii 
vis  ad  poiuiiis.  (]Uü'  par  bursiiin  fariiiariam  cribrotiir  modo  conuenicuti 
et  furfurcs  qui  reniausermit  ai>]»oiidaiitur,  (|uoruTn  ])ondus  quantum 
fuerit  rcliquuin  farinai  discretie  etiam  indicabit,  Kt  si  quempiam  uon  ^> 
pigeat,  licebit  iteram  ntrumqae  tantummodo  cxamiuari,  si  ambo  prias 
fuiux  discretse  pondns  rcstituant.  IIoc  ideo  iiat,  ut  discamas,  qnaii- 
tnm  consneTerit  ex  modio  siliginis  furfaram  secerni. 

Quo  doprehenso  rccipe  farinae  uti  cribrata*  quantumvis  ad  pon- 
dns, (iant  inde  panes  lofebvot^,  nee  rcfert  multum,  siut  vel  paaes  10 
magni  vel  parvi,  dummodo  rarsas  panis  inde  ex  farina  provenieus 
appendantur  nototnrque,  quot  colligat  Ubras  (ofebrotl). 

Ita  tiat  iu  Hcilsborg,  in  Allcnstcia  et  aliubi,  si  placct,  et  qujo 
repcrta  fuerint  et  cxeuatia  comportentur  et  comparentur.    £x  bis 
enim  absqne  scrnpulo  ad  vernm  instamquo  panis  precinm  et  pondas  15 
peireoitnr. 

Circa  triticum  etiam  ratio  adbibeatur,  qua'  de  siligine  sui)enus 
ofit  rxposita.  Iu  (juibiis  (niiuibus  cxacta  tiat  triitinatio  uoii  cum  an^i- 
{^iag,  ut  soleut  mcrcatorcs,  quoniam  nou  mercaturam  scd  certum 
modnm  inqoirimns.  20 

2.  racipe||9(.  —  11.  (bimmodo  )|  Duo.  ^  12.  liUra»  lofcbrotlft  ||  !£  SOf. — 
1 S.  preeiom  ot  poodiu  ||  pri/  et  pondus. 

Bio  rfteite  Darlegung  ist  offenbar  dazu  gemaclit  nm  den  ersten 
Satz  der  ersten  zu  erliiuteru :  ,,Kx  modio  uno  utrius(jue  fru- 
menti  faeta  examinatioiic  diligenti  ot  metreta  ih-ducta 
prnveninnt  i)anum  libra'  r»7  t%M*e.'*  Co])])!  rnivus  zeigt  el)en,  in 
welciiur  Weise  er  die  ^peeiellen  Angaben  srincs  Gulacliteiis  grl'uncbMi 
bat.  Die  rnt«'rscheidung  von  siligo  uud  triticum  dürfte  wobl  die 
von  weissem  uud  buut^m  Weizen  sein,  wenigstens  hiess  im  Altertum 
siligo  derjenige  Weizen,  welcber  sich  durch  seine  Weisse  auszeich- 
nete. Die  libra  ist  von  Goppemicus  in  48  scrnpuli  geteilt,  wie 
ein  Nachrechnen  seines  Canon  nnmittelbar  crgiebt. 

Was  den  Ansdmck  lofebrot^  betrifft,  so  muss  man  beachten, 
dass  in  Ostpreossen  noch  vor  kurzem  die  B&cker  in  zwei  Classen 
zerfielen,  in  Festbftcker  (gewöhnlich  nach  ostpreussischer  Aus- 
sprache Fastbäcker  genannt)  und  in  J.osbäckcr.  Die  ersten 
durften  nur  Schwarzbrod,  die  andern  nur  Weissbrod  backen.  Lose- 
broth  ist  also,  da  es  sieb  um  Weizenbrod  haudclt,  der  vou  Copper- 
nicus  richtig  gewiihlto  Ausdruck. 

TtnLxn.  SS 
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Die  llinwcisuug,  dass  das  Wägen  jjonau  goselicheii  müsse,  nicht 
nach  Alt  der  Kriinier,  ist  in  d()])i)elter  Weise  interessant;  einmal  zeigt 
sie  uns  CopiKruicus  als  genauen  Mathematiker,  der  cxacte  Ijecbacli- 
tuugen  für  unningänglich  hält;  andererseits  lässt  sie  ihn  als  Deutschen 
erkennen.  Würde  wohl  ein  Pole  sich  des  dcu tscheu  Wortes  zur 
uähereu  Krläuteruug  bedieut  habeu? 

2.  Schon  Prowe*)  hat  auf  den  Band  mit  der  Signatur  „W.  III.  «• 
128.'*  der  Universitätsbibliothek  zu  Upsala  aufmerksam  gemacht, 
welcher  von  Rhcticus  dem  Coppernicus  geschenkt  wurde.  Derselbe 
enthält:  I.  ETKAEIJOTI  2T0IXEISIN  BIBA.  lET.,  \\  EKTSIN 
BESlNOi  ETNl  OTZmNW  Eig  tov  avrov  t  ngarov,  i^/y»/fia- 
Ttov  rigöy.kff  ßißk.  6'.  \\  Adiecta  pnefatiunonla  in  qua  de  discipliuis,  i| 
MiithenuUicis  nünniliil.  '  (Drkrz.)  HASILKAK  APVD  lOAN.  HEU- 
VAGIVM  ANNO  fl  M.D.x.\.\iii.  MENSE  SKl'TKMimi  Blatt,  2t-8 
u.  115  S.  fol.)  »).  —  II.  DOCTISSLMI  VIKI  ET  MA  I  ilE- ,!  niati- 
caruin  disciplinaruni  exiniij :  i»rofessüris  jl  lUANNlS  DE  KE-  ]  GIO 
MONTE  DE  TiaANGVLIS  OMNI- !  MODIS  L115KI  QVINQVE;  ü 
etc.  etc.  !!  Norimbcrga»  in  u'dibus  lo.  Petrei.  ]  ANNO  ClIHISTI  H 
M.D.xxxiii. '»)  Das  zweite  Werk  hat  Prowe  übersehen,  ebenso  die 
handschriftliehen  Noten,  welche  im  ersten  Werke  dnreli  Cojtpernicus 
dem  (  oinmentare  des  Proklos  hinzugcfiigt  sind.  Oberhalb  des  Drucker- 
zcichcus  auf  dem  Titel  des  Eukleidcs  steht  die  Kutiz 

„Liber  Bibliothece  VarmienBis.'' 

Am  Fussende  desselben  ferner  die  Dedication; 

„Clariasimo:  yiro  D.  Doctori 
„Nicoiao  Cnpernico.  D. 
„pr»ceptori  sno.  6.  Joachimns  d.  d.^) 


.T)  Prowp  II.  n.  0.  S.  14.  Nr.  VII;  die  Bemerkung  es  seien  in  dem  Bunde 
gu-  keine  Irnndsehriftlidu-n  Noten  voihnnden,  ist  jedcjeli,  wie  wir  glcirli  sehen 
werden,  irrig.  Iii[der  a.  a.  O.  S.  59.  Anni.  79.  wiederholt  l'rowes  Anj^nhc 
und  identificiert  die.ses  Exemplar  des  Eukleii'e.s  mit  dem  in  dem  Visit:iti<>n>- 
rcccss  vom  22.  Sept.  1598  über  die  Bihliothck  7,u  Fnuienhurjj  nnf;j;(  fahT ti  n 
Eue  Ii  des  in  nigro  eorio.  ]);is  ist  entschieden  ein  Irrtum.  Das  fragliche 
Exemplar  ist  in  w ei. «iß es  Leder  gcbnnden. 

4)  Efl  ist  dies  die  cibte  grieehi.sehc  Ausgabe  des  Kukleidcs;  für  IVoklos 
war  sie  bis  vor  kurzem  die  einzig  existierende. 

5)  Auch  dieses  ist  die  erste  Ausgabe  dieser  Scliiift  K>  ;:inmontan's.  eine 
«weite  erschien,  von  Santheeh  besorgt,  zu  Basel  1568,  oder  wie  andere  wcdlcn, 
1561,  wo«,  da  sie  ohne  Jahreszahl  erschienen  ist,  schwer  xu  eutscheiUen  sciu 
dürfte. 

6)  Prowe  bat  fälschlich  Copernico  statt  Cupern ico  drucken  lassen. 
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Zum  EokleidoB  aind  keine  Bemerkungen  gemacht,  wohl  aber  zum 
ProklOB. 

Seite  13  (ed.  Fr.')  S.  41,  Z.  9—10)  ist  Zeile  26  an  den  Band 
geschrieben  „Ktfietßtog  %al  '^nv^^  ebendaeelbBt  Zdle  28  (ed.  Fr. 
S.  41,  Z.  13)  ist  das  Wort  ^Tliutiot^  rot  unterstrichen  und  eben- 
falls rot  nochmals  am  Rande  notiert;  neben  Zeile  31  (ed.  Fr.  Z.  17) 
steht  ebenso  „ae2i|Ai}dif$".  —  Auf  Seite  19  (ed.  Fr.  S.  64,  Z.  17—18) 
sind  die  Worte  „lcy<{|i<y  SUn  na^'  Atyvmiovg  ttT^cÜs^art  nuntov 
7]  ytankttqta^^  unterstrichen;  auf  derselben  Seite  sind  in  der  letzten 
ZeUe  (ed.  Fr.  8.  58,  Z.  6—7)  die  Worte  „ov  noiv  dl  xovtmv  vea>- 
TiQog  icuv  E^nltÜfis"^  unterstrichen  und  am  Bande  steht  geschrie- 
ben „Enclides*'.  —  Seite  29,  Zeile  31  (ed.  Fr.  S.  106,  Z.  26)  steht 
auf  dem  Bande  wiederholt:  „Icftivo;  t»  nltmvog  mv^atog^,  — 
Seite  30,  ZeUe  7  ?.  u.  (ed.  Vr,  S.  110,  Z.  10)  schreibt  er  auf  dem 
Bande  /^«hm^  cvdfi«.  —  In  der  Ausgabe  des  Oiynaeus  fehlen  beim 
Proklos  die  Figuren  vollst&ndig.  Einige  derselben  hat  Goppemicus 
ergänzt,  so  zu  Seite  53  (ed.  Fr.  S.  188)  die  Fig.  2.  u.  3.  (s.  Taf.), 
und  auf  derselben  Seite  weiter  unten  (ed.  Fr.  S.  190  Fig.  1)  die  Fig.  4.  — 
Zu  Seite  62  (ed.  Fr.  S.  227)  ferner  die  Fig.  5.  —  Auf  Seite  (VI,  Zeile  18 
(ed.  Fr.  S.  Z.  18  ff.)  steht  auf  diMu  Hauilc  iiotitrt:  ..7iioif.ieToog, 
Eußadog".  —  Seite  »^5,  Zeile  18  v.  u.  (ed.  Fr.  S.  241,  /.  VJ)  luit 
Copperuieus  /u  dem  Worte  Kannog  auf  dein  lüiude  liinzugefügt 
,,vti  l  i  tas'*.  —  Seite  fu  i>t  aut  di  in  liaiidf  die  Fig.  »J.  liin/ugeftJgt 
(e<l.  Fr.  S.  2r.i).  Auf  Seite  73  liat  ("uitpornicus  zu  dem  Nameu 
des  Ntxoiitj6i}g  (ed.  Fr.  S.  272,  Z.  'A  u.  tf.)  auf  dem  Rande  hinzu- 
gefugt: ,,tj  Tcjv  yovitüv  rojwi/'",  offeiil»ar  im  Znsammenhange  mit  der 
über  Nikomedev  son  mir  aus  dem  Eukleides  des  Campauus  verotient- 
lichten  Notiz  des  (  oppernicu^.  —  Zu  Seite  7i',  Zeile  12  (ed.  Fr, 
S.  2G9,  Z.  4  ff.)  steht  auf  dem  Rande  J<ffirjg  ytovia''.  —  Seite  8«), 
Zeile  2r>  (ed.  Fr.  S.  lioi.  Z  21)  steht  zu  den  Worten  „fv  ri  twv 
y£a)fif H)iX(ji'"  auf  dem  Rande  „nooiüfia  ri"\  —  Seite  81,  Zeile  12 
(eü.  Fr.  S.  2()r>,  Z.  l  tf.)  M-hreibt  er  hinzu:  .,(^u;e  repleant  i)la- 
nnm*\  endlich  steht  Seiti'  1<>*.»  nehen  Zeile  i")  -s  (»mI.  Fr.  JS,  42ü, 
Z.  2  ff.)  auf  dem  iUuUc:  ^^nagaßolii,  vJitQßoktt,  tkku^;i£'\ 

Was  den  zweiten  Teil  dos  Bandes«  dio  Trigonometrie  des  Begio*  . 
montan,  betrifft,  so  illustriert  sie  dio  Behauptung  des  Bheticus,  dass 
Coppemicus  seine  Trigonometrie  ohne  Kenntniss  von  der  regiomon- 
tan*schen  zu  haben,  ausgearbeitet  habe.  Erst  Bhetieus  hat  von  Nürn- 
berg aus  seinem  Lehrer  dieselbe  zugänglich  gemacht,  und  wenn 


7)  Es  ist  gemeint  dio  Ausgabe:  Prodi  Diadocbi  in  primnni  Eq* 
c  1  i  (1  i  s  F,  1  0  ni  0  n  tft  r  u  ui  libruui  c  o  tu  in  c  n  i  u  r  ii.  Kx  rccognitiuno  Oo- 
dofredi  iTriedlciii.   Lipsi«,  Teabner.  1873.  ViU,  507  S.  6». 
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Domonico  Berti  in  seinaii  Copemico  »)  das  Gegenteil  als  richtig 
behauptet»  fiissend  aof  einigen  Randbemerkungen  Galilei's  zu  der  Tri- 
gonometrie des  Coppemicus,  so  hat  er  ans  ihnen  etwas  herausgelesen, 
was  sio  gar  nicht  beweisen  woUen,  und  wozu  ihn  nicht  einmal  die 
Bemerkungen  des  Herrn  E.  Beltrami »)  zu  diesen  Kotizen  ein  Becht 
geben.  Was  uns  Bheticns  von  den  Studien  des  Coppemicus  mitteilt, 
hat  sich  bis  jetzt  noch  stets  als  authentisch  gezeigt,  da  es  eben  allein 
auf  der  yiva  vox  des  Coppemicus  beruht,  und  es  ist  schlechterdings 
unerfindlich,  weshalb  man  diese  indireet  ttborkommeue  Erklärung  dos 
Coppemicus  für  unrichtig  annehmen  soU,  die  Erkläraug  eines  Mannes, 
dessen  Wahrheitsliebe  über  jeden  Zweifel  erhaben  ist. 

3.    Irh  will  auch  hier  noch,  obwolil  sie  nicht  diroct  von  Copper- 
nicus  stammen,  vnuizc  Harnisch i-iften  erwähnen,  welche  ich  in  üpsaUi 
und  in  der  Konij^liciien  nibliutiick  zu  Kopenhagen  aufgefunden  habe. 
Die  erste  dürfte  mit  Sicherheit  als  von  Coppemicus  benutzt  bezeichnet 
werden  k^innen.    Sie  ist  entiialten  in  einem  Bande  der  üniversitftts- 
bibliotlick  /u  ri.sala  mit  der  Signatur  „Qq.  III.  2.  97.",  der  zuerst 
in  seinen  alteren  Teilen  den  Franciscanem  in  Braunsberg  gehörte 
und  mit  deren  Bibliothek  1505  an  die  eben  nach  Ermland  berufenen 
Jesuiten  kam  ">).    im  Jahre  1551,  in  welchem  das  erste  Stack  des 
Bandes  gedruckt  ist,  existierten  die  Franciscaner  in  Braunsberg  nicht 
mehr,  und  es  muss  also  erst  durch  die  Jesuiten  der  Band,  SO  wie  er 
jetzt  zusammengesetzt  ist,  gebunden  sein.  Derselbe  enthfllt  1.  „Rudi- 
menta  Matlicmatica  Sebastiani  IMunsteri,  Basilese  1561/*    Auf  dem 
Titel  desselben  steht  „CoUegij  Brunsbergon"  Soc.  Jesu." — 
2.  Pergamenthandschrift  von  42  Bltt  um&ssend  den  Almanach 
Prophatij  Juda>i  cditum  1302.   Die  Schrift  ist  die  des  XIV. 
Jahrhunderts.   Auf  der  Rückseite  des  letzten  Blattes  steht:  „Ppm* 
minor  i  brüsberg" Diese  Handschrift  dürfte  Coppemicus  be- 
nutzt haben.   Er  erwähnt  des  Prophatius  Judftus  in  Buch  lU,  Cap.  II 
am  Endo  (S.  162  der  Säcularausgabe)  und  ibid.  Cap.  VI  ungcAhr  in 
der  Mitte  (8.  171  der  Säcularausgabe).   An  beiden  SteUen  wird  an- 
uogeben,  dass  Prophaüus  die  Schiefe  der  Ekliptik  zu  22»  32'  gefunden 
habe;  genau  diesen  Wert  giebt  die  Handschrift  zu  Upsala  ftlr  diese 


8)  Domenico  Ticrti,   Copcrnicn   c   lo   viccnd.0   doli  tlstema 
Copcrnicano  in  Italin.    Koma  187  6,  S.  46^48. 

9)  Berti,  a.  a.  O.,  S.  233  —  241. 

10)  Hipler,  Analecta  Warmiensia,  S.  68. 

U)  Ueber  den  Almanach  Prophatii  Jadnt  sehe  man  Stein- 
■  chncidcr.  Prophatii  Judisi  Montepeisnlanl  (a.  1800),  Pro«- 
minm  in  Almanach  adhiic  incditam  ete.  (Bnllettino  Boneom- 
pagni  1876.  October.  S.  S9&— SU.) 
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Constante  an;  ein  ziemlich  concladenter  Beweis  ffXr  nnsere  Annahme. 

—  3.  „Opuscnlnm  de  sphcra  mundi  lohaimis  de  sacrobnsto  etc." 
Am  Eudc:  ..Fuit  exciissum  hoc  opusculiim  in  Alma  Complukiisi  Viii- 
„versitato  Anno  Doniiiii  Millcsinio  (luingentcsinio  vigcsimo  sexto.  Die 
..vero  dcciniaquinta  DtTcmbris.  Apud  ^lichaclrni  de  Egiiia.  E  re- 
,,Kione  Diui  Engcnij  cnmoranteni :  vlii  vcnuiuiantnr."  —  4.  „Tcxtiis 
l)c  Spbera  loaunis  de  Sa«  roltosco  etc.*'  Am  Ende:  „Impressum  Pa- 
risiis  in  ofticina  Uerici  Stcphani  e  regiouc  Scbole  decretorü  sita. 
Anno  Christi  sidenim  conditoris  1516.  Decima  die  Maij." 

Eine  zweite  Handschrift  derselben  Bibliothek  mit  der  Signatur: 
„ManvBcripta  Mathem.  Nr.  11*'  enthält  anf  Bltt.  1—57,  die  in 
Fdioformat  sind: 

„GEORGII  JOACTIIMI  RHETTCI 

„doctrina  trian;^'iil  o  runi  additis  i|budä 
,,in  lücis  explicationibus  SMA"'*) 
(d.  Ii.  Sobastiani  Micjii  Argcntüratcnsis). 

Bltt.  r>K^85  in  Quarte  euthalti  n  dann  eine  Umarbeitung  derselben 
Haudsclirift  von  demselben  Bearbeiter,  und  weiter  folgen  noch  zehn 
weitere  Handschriften  schwedischer  Mathematiker  z.  T.  in  schwedi- 
scher  Sprache.  Als  Handschrift  eines  Buches  von  Rheticus,  das  dieser 
selbst  auf  Coppernicus  zurflckftthrt,  dürfte  dieselbe  wohl  Erwähnung 
an  dieser  Stelle  verdienen.  Ans  demselben  Grunde  fflhre  ich  hier 
noch  die  OrigiDalhandschrift  des  Canon  Tri angulorum  des  Pi- 
tiscns  an,  welcher  die  rheticus'schen  trigonometrischen  Arbeiten  end- 
lich zu  Ende  führte.  Dieses  i\Ianns(  ript  ist  auf  Papier,  52  Bltt.  mit 
4  Vor-  und  einem  Nachblatte  zusammen  gebunden.  Es  befindet  sich 
iu  der  Kuuigl.  Bibliotiiek  zu  Kopenhagen  mit  der  Signatur  „ül.  Kgl. 
Saml.  ^'r.  2bü  lol."  '-^j   Jüie  Handsclirift  hat  den  Titel: 


12)  Es  ist  mir  nicht  bekannt,  dass  diese  doctrina  triaugulorom  ediert 
ist;  wohl  ist  der  canon  doctrinie  trianguloram  herausgegeben,  aber  kdne 
dieeer  AusgAben  hat  etwa  eine  Einleitung,  ih  der  die  doctrina  triangulo- 
ram auseinandergesetzt  wird,  sondern  nur  in  dem  Opus  Palatinam  die 
Darlegung,  i»  welcher  Art  der  Canon  berechnet  ist.  Dadurch  wflrde  sich  der 
Wen  obiger  Htadeehrüt  bedeutend  erhöhen.  Der  Canon  triangnlorum 
befindet  sich  nicht  etwa  handschriftlich  bei  diesem  Manuscripto. 

13)  Der  Zugang  zu  der  Kuuigl.  liihliuthrk  r.u  Kupeiihntren  wurde  mir 
darch  Hirrii  F.  Ii.  Friis  vermittelt,  den  Ixkiuiutcii  ircrjuisgobcr  der  Briefe 
Tyeho  Hrahe's.  Lei<lcr  ist  diese  grosse  Bihliutliek  au  Iland.selniften  im  l'aehe 
der  MiUhcinatik .  Tliysik  und  Astronomie,  mit  Ausnahme  der  tychomischen 
M.'xnai>crij.te,  sehr  Btiefmüttcrlicli  bedaeht.  Die  l'niversitälfibihliothek  beiit/,t  in 
'lir^cm  Fache  faht  gar  niehts.  Die  freundliche  Zuvorkommenheit  des  Herrn 
Friis,  sowie  iler  Herren  Beaaitm  der  dortigen  Bibliotheken  erlaube  ich  uiir 
hier  ergebcnst  dankend  anzuerkennen. 
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„sories  et  ratio  100000  00000  00000 

.,8ui)putata  est. 

„Primum  ad  singula  fi  scrupola  2'^'^  jl  mox  ad  siugula  i  prima 

„W.  J.  CoyeC 

Auf  dem  crstcu  Yorblatt  verso  steht  von  anderer  Hand  geschrieben: 


Ucbcr  die  Tätigkeit  des  Copperuicus  als  Arzt  ist  ans  bis  jetzt 
nur  Weniges  bekannt  geworden.  Wir  haben  ein  Reoept  desselben 
durch  Prowo  kennen  gelernt  wir  wissen,  dass  er  zu  dem  kranken 
Y.  Knhnhcim  nach  Königsberg  bemfcn  wurde,  nnd  dass  er  als  Leib- 
arzt der  Bischöfe  von  Ermland  grössenteils  da  s^nen  Anfienthalt  batto, 
wo  diese  ihre  Residenz  hielten').  Ucber  seine  Tätigkeit  als  Arzt 
kann  auch  ich  Weiteres  nicht  beibringen,  dag^n  ist  es  mir  gehackt 
in  Upsala  eine  Falle  von  medidnischen  Recepten  zu  entdecken,  welche 
von  ihm  in  verschiedene  Bflcher,  die  ihm  teils  selbst  gehörten,  teils 
fOr  ihn  als  Leibarzt  des  Bisehofs  angeschafft  waren,  eingezeichnet 
aind.  Aus  ihnen  können  vielleicht  Medidner  von  Fach  weitere  Schlosse 
auf  die  medidnischen  Kenntnisse  des  Coppernicus  ziehen.  Vielleicht 
findet  sich  Jemand,  welcher  diese  sicher  nicht  schledit  lohnende  Arbeit 
anf  Grand  dieser  ersten  Yeröffiantlichang  za  unternehmen  geneigt  ist 
IHe  Coppemicus-Forschung  wttrde  ihm  in  hohem  Masse  zu  Danke 
verpflichtet  sein. 


1)  Pro  WC,  Mittheilungen.   Tafel  II. 

8)  Man  sehe  darflber  P r o  w c ,  Copornicn«  in  soinen  Bexiehnngen 
sa  dem  Herzog  Albrccht.  Thorn  1855.  und  Hipler,  Nikolant 
Kopernikuf  und  Martin  Luther.  Brannaberg  1869. 


finc  est  Viva  manus,  manus  hsec  est  vera  Pitisd 
„Has  scripsit  Ganones  imperiosa  manus. 

„In  labere  requies.^ 


y.   Coppernicus  als  Arzt. 
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1.  Im  Besitze  des  Coppornicas befand  sich  ein  Werk,  jetzt 
mit  der  Signatur  ,,35.  YII.  4.*'  der  Universitätsbibliothek  zn  Upsala 
gehörig,  mit  dem  Titel:  „Practica  valesci  de  tharanta  |  quo  alias 
philoninm  dicitar/'  Dasselbe  besteht  ans  4  nnbezeichneten  und  3G0 
von  I— CCCLX  bezeichneten  Blftttem.  Am  Ende  steht:  „Predaris- 
„simO  op**  valesci  de  tharäta  rencrödissi  |i  iiii  injjfri  iiccur)  artis  medi- 
„cine  doctoris  fainosis  II  simi.  l''iint  IdicitiT  Iniirssuni  lugd'.  p  Johä- 
.,uem  F  treelisel  alemanU.  Anno  m"»r  saliit'  Millcsiniu  <iuadringütcsinio 
..nonagt'sinio  Dio  voro  <l«M  inio  |  iiouo  nicnsis  niaij.  Amen."  *)  Dar- 
unter das  Druckr  r/oiclicu,  Auf  der  Kückscite  des  vordem  Deckels 
steht  untereinander 

,,D  Fabiani'' 
„Nicolai  Coppcrnicj" 
„In  tes^to  fabiauo  Emerich  assignatus^^ 

Davon  ist  die  erste  Zeile  Autograidj  des  Fabian  Emorich,  die  zweite 
Autograph  des  Copperniens .  die  dritte  von  einer  dritten  Person  ge- 
schrieben. Wenn  I'rowe  l)ehauptet  die  erste  und  dritte  Zeile  seien 
von  einer  Hand,  so  irrt  er,  ebenso  (hirin,  dass  er  die  zweite  Zeile 
für  einen  si)äteren  Zusatz  erklärt.  Si*'  ist  jjanz  unzweil'elliaft  von 
Cuppcnücus  selbst  geschrieben.  Am  oberu  Kando  von  Bltt.  2*  steht 
die  Notiz 

„Collegij  Brnsbergensis  Societatis  Jesu.*^ 

Auf  Bltt.  1*,  dem  Titclblatte,  hat  Copperuicus  Folgeudes  geschrieben; 

Contra  dissentoriam.  Flores  garioflorum  pulveratas  mitte  1 
in  vinum  mbmm  calefactum,  bibe  ad  noctem  nnnm  haostnm  et  mano. 

Semen  fonicnli,  sileris  montani,  camodreos, 
radice  celidonis  an  Sü 

Semen  apii^  aut  petroselini,  piperis,  dnamomi,  aniseos  5 

masticis,  spids  M.  an*  3i 

Isopi,  abrotani,  polii,  calamSnti,  origani,  semen 

aneti,  luniperi  an*  3  s. 

Et  zuccaris  quantumvis 

Fiat  pulvis  et  sumatur  cum  paue  tusto  vespere,  10 


1.  Flores  ||  fl.  —  3.  Semen  fftoiciili,  sileris  ||  Se»  fen  sil*.  —  5.  wt  petro- 
Mlioi||aa  petrq).  —  aniseos  ||  aaieos.  —  10.  Fiat||f». 

S)  Zuerst  ist  auf  dasselbe  von  Prowe  anfmerksam  gemacht  worden.  Man 
sehe  dessen Mittheilnngen  S.  18,  dann  üipler's  Analecta  Warmiensia 
8.  57.  Anm.  46. 

4)  Hain,  Bepertorinm  Nr.  15850.  Derselbe  Ahrt  im  Gänsen  4  vor 
1500  erschienene  Ausgaben  des  Baches  anf. 
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manc  et  meridic.  Hic  pulvis  non  solom  Visum 
clariiicat  etiamsi  pene  fuerit  amissus,  sed  et 
stomachum  oonfortat  et  purgat,  lapidcm  frangit, 
opilaciouem  epatis  et  splonis  solvit  et  onmem 
5         veutositatem  expellit. 

Kx  TliesauroEuoüymiPliiliatriEogero  autorc  coUectum. 

Bepleto  vase  distillatorio  foliis  agrimoni»,  verben©,  feuiculi, 
ruthae,  utjrino*thaB(I)  et  le\'i8tici  superaspcrgc  aliquaDtulum  vini  albi 
et  dari  et  vasis  lutatis  distiUa.  Hic  liquor  tumorein  palpebrarum  ex 
lOfrigore  iam  reprimit,  lippitudincm  desiccat,  lachrimas  intcicii)it,  xisuin 
clarificit,  maculas  frangit.  Quod  si  efficatiorem  voluoris  j.ro  fraii- 
gendis  maculis  addo  folia  gillinici  et  morsus  gallMe  (auagallicis)  cui 
flores  rabri. 

Potest  ctiani  c  fjpüiculo  elici  aqua  ad  yasis  cas*  (!?)  Nam  ex 
15  radicibus  et  foliis  üeniciili  in  aqua  decoctis  liquor  collectus  ia  pdui, 
super  aquam  illam  aiihiic  buUiontem  posita  in  phiala  servatur  et 
quotidic  maue  et  yespcri  gutU  una  in  angulo  oculi  pooitur  ad  pwe- 
dictas  causas  communi  oxperimento. 

Item  ut  maculam  iVangiis  myrrliain  et  aloun  trita,  cum  praiOictis 
20aqui8  miscc  et  colati  li.pioris  gnttaiu  inano  et  scro  in  utroque  angulo 
oculi  ponc.    Item  aipia  de  ll.uibus  si)iii;,^  alba>  et  salice  destiUata 
pneunctiouem,  calores  et  ruborem  oculonim  removet,  lachrimas  de 
oadcm  causa  iutcrruuipit  et  maculas  de  cadem  caussa  frangit. 

Auf  BItt.  1^  folgt  dann : 

ronveuicneius  est  luhriticare  veiitrem  per  inferins  cum  distiii 
25  vel  siippositorio  quam  i»er  superius  cum  medicina,  quin  omnis  medi- 
cina  laxativa  quautumeumque  levis  debilitat  membra  nobiUa  et  proprio 
stumachum  (  t  .  pur,  propter  quod  omnilarie  sunt  ovitand»,  nisi  quando 
rcquiritur  alioi  um  meiubronim  cvacuacio  vel  vonarum.  Item  conetur 
sauitatis  oustos  omni  die  ventris  lubricitatem  dcbitam  servare,  quin 
30  m  hoc  e^t  maximum  juvamentum  pra^servans  a  malis  passionibus  et 
proprio  soda  pulsativa,  voragine,  stothonoma,  febribns  putridis, 
apostomatibtts,  membrorum  interiorum  ydropisi  et  colica. 

Item  fei  porci  vel  bovis  .  um  oleo  bulitum  paruuq,ui-  et  ab  um- 
bihco  superius  iuuuctum  vomitum  procurat,  ab  uiubiUco  vcro  inferius 
3ö  secessum. 


7.  tenicuH  II  fei.  -  8.  Icvi.tici  |1  lavi.tici.  -  13.  rubri  |1  ruber .  -  16.  so- 
per  II  «i  qj.  _  2S.  nembrorttm  |1  membro! 
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Suppositorium  ita  facito.  Farinin  sili^inis  vcl  ordei  avcnaRvc, 
quantunivis  salis  communis  et  mellis  (inantuin  sufticit  iucorporentur 
pro  duobus  suppositoriis  addito  \oro  lol  ultt-rius  animalis  bovis,  caprse 
vol  porci  vol  vituli,  et  si  vis  acuere  addito  aliquid  de  aloe. 

Bltt  2  und  3  enthalten  die  Tabnla  des  Bandea.  Hier  hat  Cop- 
pernictts  am  Rande  zum  schnelleren  Auffinden  sich  angemerkt,  wo  die 
einzohien  Hitfunittel  gegen  Krankheiten  der  einseinen  Körperteile 
beginnen.  So  liest  man  der  Reibe  nach:  „oenlornm,  Anres, 
Nares,  Lingua,  Dentes,  Guttur,  Cor,  Stomachus,  Epar, 
Spien,  Renes,  genitales,  Matrix,  gutta,  febres,  pesti- 
lencia,  Apostemium'S  dazu  auf  ßltt.  2»  die  allgemeine  Hemer* 
kuDg  auf  dem  uutcru  Kaiide  „De  iutestiuorum  morbis/* 

Bltt  4  ist  unbedruckt;  auf  der  Vorderseite  desselben  steht  Nach- 
folgendes: 

^  radicis  apii  fjeuiculi  au"  J  s.  1 
capiilosvn  Horum  buglossir  roß  aif  3^ 
pass.  ^  s.  mirab.  sndorum  cmbli  itrinorura 
au  5i  agaricis  sauai  au  Jiy  curticis  i5iy  artcuiisü 

9(  corticis  istius  Jiy  yero  3?  dysimte  3iü  masticis  3  b.  5 

Psiiotbram. 
9^  uvas  amidi  an  ^i,  auripigmenti  S*  s> 
calds  vivsB  SiU  md. 


9c  byosquiami  5-  s.  infuudc  iu  acctum  per  diem  et  uoctcm  et 
siccatie  gutt»  hcder»     s.  sevi  ovüü     s.  misco  et  aromatisa. 


1^  vitcllos  V,  albumiua  vig  CüiU|uassato  et  vcsicie  oleo  livi  coufri- 
caUfi  indito  etc. 


Aliud. 


9t  pulvoris  prsedicti  319  sapouis  SiU       SiU-  s. 
vol  Sxxviy. 

A 1  i  u  d. 


10 


Do  OVIS  mirabilc. 


15 


9t  salis  nitri  seu  petri  %j  \ 
ainminis  scissi  ff  j  ) 


hat  aqua  fortis. 


Endlich  steht  auf  der  ROckseite  des  letzten  (360)  Blattes: 
IX  graua  onlci  Cadout  5i>  octo  5  fadunt  5 


20 


1.  Ptibithnioi  Ii  psilotyr.  —  2.  «tu  ||  wom.      S.  hyotquiMiii  ||  hynitq. 
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Ad  conservacionein  dentinm  et  contra  eorom  dolorem. 

9fpiretri  8cafizag'o(?)  piperis  5^  5' 
Bomen  apii,  balaustiie,  capsulie  glandium  mastids 
coruu  tauri  usti,  coralli  riibri  iisti  aiT  5!  s. 
5  flonim  rosaruin  3i  aliimiiiis.  zuccari  3  s. 

exhiis  Hat  pulvis  snbtilis  ut  alcoul,  ([ui 
postniodum  cum  inolle  puro  iucurporetur,  Hat  per 
modum  liuiuieuti,  sed  prius  mol  hcno  depuretur 
ab  eius  immundiciis,  tarn  gingivas  coufrica  et  expuc. 

10  Pro  mittcuda  urina. 

9f  seniiuis  cuuimuuis  aniygdalorum  frigidorum  a  corticihus  cx- 
corticatorum  au*  5  s.,  Hat  ex  eis  lac  socuuduin  artcm  cuui  a-quis 
din  relic«3  (I)  diesolvendo,  tiant  duo  liaustas,  quUibct  sit  mi- 
nor S 

15  Contra  lapidem. 

9r  philipendnli  3  s.,  cibebe,  rorismarini  an  herb»  comerii  ss 
fiat  pnlTiB. 

Unguontum  quando  distortum  aliquod  membram. 

ly  mirtilaginis,  spilii,  fsenugrseci  an  3  ij  farinae  malvamm  radids 
20         et  cnm  decoccione  flomm  camomillse  fiat  cmplastram;  in  forta- 
uentnm  addator  terre  sigillatse  S  i  et  boli  armenid  i  L%, 

MfXavot()riiov 
a  Kvmvov  Ako7jg  Mskavov  oivov 

2.  Die  Universitätsbibliothek  zn  Upsala  besitzt  dn  anderes  Bndi 
in  Folio  mit  Signatur  „31.  Y.  4.  144.^^  Dasselbe  enthält  an  erster 

Stelle  die 

„Cirurgia  uiagistri  Petri  de  largelata'' 

von  im  Ganzen  132  Bltt,  wovon  das  letzte  leer  ist.  Am  £ndo  steht 
dnfach 

„Venetys.  1499.  die.  12.  Scptembris'*  ^) 
Angebunden  ist 

„Opus  paudcctarum  Matthci  silvatid 
„cum  Siniüue  ianucnse  et  cü  quotatio- 
„nib*^  auctoritatu  Pliuij  galicui  2  alio- 
„rum  auctorü  iu  locis  suis.^ 


3.  capsaltB  (I  cnpule.  —  11.  scminis  commnidi  mmjgdaloniai  ||  8e*i  aaj  B«t. 

—  31.  boli  nrmenici  ||  bo  sr. 

B)  Hftin,  Beportoriam  Nr.  1639,  welcher  aber  das  leiste  leere  Blatt 
nicht  kennt.  —  Aoch  Ton  dieser  Schrift  existieren  5  Drucke  vor  l&OO. 
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mit  dem  Dnickvermerk: 

Iniprcssuni  Vouetijs  mädatu  i  t-xpesis  Nobilis  Vi- 
„ri  Dni  Octauiani  Scoti  Ciuis  Modot  ticiisis.  quiuto 
„Idus  Martias.   i49b.    Per  Bonetuai  Locatellum 
,3ergomcii8eiu." 

im  Ganzeo  182  Bltt   Auf  dem  Titelblatte  des  enton  Stücket  steht 
von  Coppernieiis  Hand: 

„Pro  bibliothecai  Kpali  iu  arco  üeilsbcrgk^* 
diranter  von  anderer  Hand: 

„Libor  Bibliothecüe  Yarmieusis'^ 

Auf  der  leeren  Rfickseito  des  vorletzten  Blattes  dieses  ersten  Stückes 
(dem  131  des  ganzen  Bandes)  bat  Coppemicns  Folgeudes  geschrieben: 

Item  Saccus  gaU»  qnercetinaB  valet  ad  fistnlas  et  alcera  eo  ab-  1 
hita. 

Item  viscam  de  pomo  arbore  tereio  in  cerevisia  coqnc  et  ea  co- 
lata  cam  pastn  potato,  valet  contra  podagram. 

Coutra  paralisim  bonusG)  corporis  5 
9(  salivam,  mtam,  caskorenm,  decoqae  in  vino  et  da  bibere. 

Contra  colicani  et  yliacam 

9c  suocuin  siisijuiami,  acotam  et  l'ariiiamy  miöco  et  appUca  ad  lo- 
com  dolentem 

Contra  dissenteriam  10 

9  garioflomm  pniveris  satis,  mitte  in  vinnm  rnbrom  calidum,  bibe 
ad  [noctem]  nnnm  hanstnm  et  mane 

Am  lUudo  steht  dazu:  vide  corollarium  in  pandecta. 

Contra  ))estera 

5t  camfora^  3^353' ^  diptaminis  3  ^ zuccaris  oandi  j^iiij,  fiat  pul- 
vis, <|ui  di'bot  rei'ipi  post  infectioni  iii  ant(^  doimiiu  lidiu  ni  cum  15 
viuu  bouo  ad  poudus  tioreui.  Provocat  äudorea  et  curat 


1.  qttMrediM II V^'^B^  —  IS.  noetea  itt  Conieetnr.  —  15.  demnactio- 
ntm  I)  deoNuiekMMB. 

6)  Hain,  Kepcrtor  i  ii  tu  Nr.  15302.    Davon  II  Augaben  vor  150U. 

7)  Dioii  ist  dasselbe  Rccopt,  welches  üben  als  crEtes  ans  dem  Valetiut 
tl r  T  h  a  r  i  n t  a  mitgotcilt  ist.  Aus  der  obigen  fMraog  ul  das  Wort  noctem, 
aU  ausgdaMcu,  oiogeffigt  worden. 
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Alii  pulvcres  sal vificantos. 
9f  boli  armcuici  5  ij;  cmamomi  ^  s; 
zcduarii  5ij;  radicis  tormeutillse,  diptamiuis,  szaiidalorum  ru- 
broruni  an  3ü;  rasoram  ebornm  ferri  an  5i;  spodii,  anthemii 
5  acctosi  an        corticis  citri,  margaritarum  aü  51;  smaragdi, 

iacinti  rubri,  zai)hiri  an  9i;  os  de  cordc  ccrvi  3i-,  carabe,  corna 
nnicorn!,  ooralli  rubri,  auri,  argenti  tabularnm  aü  ^i;  Zaccaria 

lib  B  vel  qaantam,  qni  utitnr  lam  inferri  snb  pondere  nnios 
floreni  nngarici;  contra  rnborem  fnrie  (!) 

10  9^  c'''"U>li<'i'''^"^  alibauum,  inuram(I);  pulvcrisantur  et  mittantur  in 
aquam  ras;it  cMiin  suh  cfiuali  poudere  et  liuiatur  rubor.  Ad  ttl- 
cera  vaiet  iarina  tritici  cum  melie  mixta  emplastrata. 

Auf  der  Küclcseite  des  lety.teii  Blattes  des  «^'auzeu  Bandes  C^i4)  stellt 
von  Coppernicus  noch  Folgendes  verzcicbuct: 

Pillulae  imperiales  Arnoldi  de  Villa  Nova'), 

qnae  possnnt  accipi  omni  tempore  siuc  prieparatione  praecedonti,  dieta 
vel  custodia,  mane  et  sero,  ante  cibum  vel  post  absquo  syrupo  per 
quomeumque  honiiiiem  samiia  vel  intirinuin.    ^'alent  in  omni  niatciia 

5  digerenda  et  quacuiiKiue  egritudiiie,  ediicentfs  sine  lasioin'  (|iii4uid 
supertluum,  iiivi-niunt  et  eonfortant  inenibra  i)rincii)alia  et  debilia, 
la^tieiam  adduccntes  n  tardant  caiios,  (]ui  ex  eorruiitis  humoribus  pro- 
deunt,  consolidaut  quidquid  dilaieratuiu  est  mordicativis  salsis  Immo- 
ribus,  virtutem  visivani  supra  omuia  prucuraiit,  stoinachum  pra'i)ouuiit 

10  et  couservaut,  cutarriim  comiiescuiit,  tussiin  sedaiit.  anginas  et  oinnia 
faucium  et  oris  vicia  toUuut,  t'uinositateni  stoinachi  Luhiemit,  stoto- 
uomam  repellnut,  iutellcctuin  augcut,  nervös  roborant  et  vcgetant, 


9.  boli  armenid  |1  bD  ar.  —  4.  ferri  ||  fe'i. 

8)  Auch  dieses  Rccept  ist  schon  lAnger  als  eoppcrnicunis«  h  bekannt.  P^s 
ist  mit  dem  von  Frowe,  Mittheilungen,  Taf- IL  edierten  identisch.  Dio 
Abwcichtingen  des  Prowe'schon  Textes  sind:  Zeile  tonncntilI;i'  radicis.  — 
sandaloruni.  —  4.  cras  für  fe'i.  —  S.  von  vel  (luantnin  liest  Prowe 
vcl  qi'  I  fe  puluis,  es  fehlt  also  au  dieser  Stelle  der  ganze  Schluss. 

9)  Von  Arnoldus  de  Villa  Nova  kiMim-ii  wir  n\\  Brcviarinm  practicir 
mcdicina^.  das  vor  1  5(i()  drei  Auliagen  erlebte,  ein  Siteculum  n)  od  i  ei  n  a^, 

■  ein  De  arte  cognoscendi  veneria,  ein  De  viitntibus  her])aruiD, 
ein  Libcr  de  vinis,  (bis  auch  vielfach  in  deutscher  Sprache  j;odruckt  ist. 
einen  Tractatus  de  aijua-  vit;e  sirapliei  et  composito,  endlich  ein 
Kegimcn  Sani  tat  is.  Welches  der  beiden  ersten  Bücher,  denti  von  diesen 
kann  wohl  nur  die  Rede  sein,  Cuppcrnicus  excerpiert  hat,  konnte  ich  nicht 
enUchddeii. 
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dentes  a  pntredine  costodinnt,  Talent  contra  epidimiam,  contra  scabiem 
artelicam  et  podagram,  dormire  facinnt,  corpora  lapsa,  ne  egritodines 
inddant,  prsserrant,  otramqne  colicam  com  flecmate  trabunt,  leviter 
pargant.  Qni  demnm  vnlt  porgari  per  bas  pillalas,  snmat  prima  die 
iroam,  secnnda  duas,  tercia  die  tres  etc^  tisqne  ad  Septem  Tel  quan-  5 
tum  recipienü  vidobitur  expcdire.   Quarum  compositio  ita  so  babet 


reubarbari  ad  pondus  omniom  pne- 
dictomm,  aloes  snccus  ad  pondus 
totins  snpradictae.  Omnia  confi- 
ciantur  com  s}  rupo  violarnm  vel  10 
rosamm  et  couserventur  in  massa 
Ulla  et  cum  uti  volucris  fae  pillulas 
ad  füi'uiaui  ciceris  vcl  pisi. 


aü  3i 


9c  amomi 
anisi 

Gardamomi 

33 

Cinaniorai 

Zoduurii 
Masticis 
•      Kncis  iiuiscc 

Gariotiorum      /       **'  15 
Croci 
Cubebi 

Liquoris  aloes 
Torbith  boni 

Mannte  |  20 

Agaricis 
Seme 

Quinquc  granamm  mirobellamm. 

3.  Weiter  besitzt  die  nämliche  Bibliothek  einen  Band  in  fol. 
mit  der  Signatar  „31.  V.  4. 142/'  Derselbe  enthält  den  Dmclc  betitelt: 

,,Ortus  Sauitatis 
„De  herbis  2  plautis 
„De  animalibus  et  reptilibus 
„De  Auibus  i  volatilibus 
„De  Piscibus  i  natatUibus  bus 
Lapidibns  t  in  terre  venis  uascSti 
,J)e  Vrinis  t  eamm  speciebus 
„Tabula  medidnalis  Cum  directorio 
„Generali  per  omnes  tractatus.^ 

ohne  Ort  und  Jahr,   lieber  deu  Titel  steht 

„Liber  Bibliothec«  Yarmiensis'' 

Vorgebunden  sind  vier  Schmutzblätter.  Auf  der  Rückseite  des  Deckels, 


10)  Wahncbeinlieh  Haie,  Bepertorinin  Nr.  894»,  obiroU  der  Titel 
meht  TAUig  gcoan  ttimint.  Der  Hortni  SftnitatiB  ist  eins  der  vielfachst 
sofiBelegteii  medleinischen  Compendiea, 
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den  Voraetzblättern  I«"-*,  2^  sowie  anf  Bltt  aj'  steht  tob  CopiMr- 
nicus  Haod  Folgendes  geschrieben: 

Rückseite  des    Colica      berme  fucQ 
Deckels.        Dissoria  falbe  piff^c 

Lytargia  (etifit  inet^un 
Apoplexia  ber  flocht 
&  Epilepsia  bie  faQfnbc  fud^ 

Periplenmonia  e^n  geftoer 
Ißff  bcr  liingc  viulo  oritur  ptisis 
Spasmus  i)ev  fi'amp[f. 

SKannell 
Ingfer 
NoUkcn 
Auiiis 

(Feukelsött 
Gartenkoinniol 
Puderscuis  iiü  i^gl 

IFlores  Caniümillarum 
Sumitatos  Absiuthii 
Folia  Menthae  crisp» 
Rose  Lnbec 
Kalve  radices  mediiini  Ma 
Senuna  liny  / 
Saccus  foliorum  Salicis  ma 
Oleom  Rosarnm  pro  gl 
StupmcU  Mam 

Bltt.  1«. 

25  Razes  In  secretis  mediclnse.  Qni  ex  consnetndine  quater  in  anno 
minni  consveveront:  cum  ad  quadraginta  annos  pervenerint  ter 
In  anno  minuantor^  et  com  ad  sexaginta  bis,  et  com  ad  septua- 
ginta  semel,  et  post  hasc  a  minnitione  caveant  Senes  yero  post 
annos  sexaginta  a  minuitiono  capitalis  vena»  cavoant^  neqne  qoi 

30  septuagiut^  quiuquc  Labeaut  annos  nünuautur  voua  basilica. 
Häc  ille. 


Item.  Estas  ver  dextras,  autumnas  hyemsque  sinistras 

Qoatttor  hec  membra:  cephe.  cor.  pes.  epar  vacnanda 
Ter.  cor.  epar.  estas:  ordo  seqnens  reliqnas. 


nyn  f^gl 
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Item  Polipodium  Engclsuss  adder  Stcynlackeritzc  gesotou  mit  Auijs 
vnde  fencliol  vnde  kumell  itzlicbs  gleich vil  yn  eynn  pfuut  waa- 
sen  vnde  dass  getnmcken  mftcht  dm  Bauch  reine  Vnde  treibet 
So  mit  anss  Till  böser  feactikeyt. 

Item  Cransscmntze  pnlner  yngenomen  Mit  milcb  yortreibt  die  spol-  5 
worme.    Menta  gesotbenn  vnde  do  mitte  gebeet  dass  zcuss- 
wolIcDii  gemacht  benympt  die  Swolst  behendirlich.  Item  die 

stii  ue  gestrii  lien  mit  dem  Safft  benympt  dass  henbt  we.  Der 
Safft  getrunckcn  mit  honigwasscr  gcuauth  Mulsa  stillet  dass 
sauseu  yu  deu  orcu. 

Item  Muscatcn  gostossenii  viido  uemiscliet  mit  lurbcr  vnde  die  gonucz 
mit  weyn  machet  wol  liarncii.  Item  dor  Samen  von  grasse  mit 
wyn  gonuczet  machet  harnen.  Item  der  Samen  von  Melonenn 
Machet  wol  hamenn  vnde  reiniget  die  lenden  vnde  Nyrenn. 

Item  kresse  Samen  gekanet  yn  dem  Munde  vnde  gehalten  vnder  der  I& 
Zcungen  benympt  ir  die  lemde  vnd  machet  widderrmb  reden. 
Kasturtium  kresso  alleyn  gegessen  ist  nicht  gutt,  wen  sie  myn- 
nert  die  krafft  dess  menschen  vnde  machet  bosse  fenchtong, 
went  ess  wechsett  gern  von  feuchter  erden  vnd  seiden  yn  der 
Sonne. 


Item  Marubium   eyn  kraut  genant  Gotisvorgessenn  ist  gutt   Zcu  ^ 
braucbtiiu  Vor  die  Pastileutz  die  blatter  adder  den  safft  mit 
eynem  tachelen  genetz  vnde  darumb  geslagen.   Item  der  Saflf 
von  Marubium  gemischet  mit  bomöli  vnde  den  yn  dy  oren  ge- 
tan vortreibet  iren  grosszenn  smertzen  warhafftich. 

Item  wer  der  starkenn  sucht  warttenn  ist  adder  sie  hett  alss  dann  ist  25 
Apoplexia,  der  side  ater  nesselnn  mit  weyn  vnnd  trincke  den 
dick  iss  vorgetth  ym.  Item  Wer  nut  nett  zcu  stul  gynge  Alsso 
dasB  er  alleczeit  gelust  bette  vnnd  doch  nicht  schaffen  mochte, 
Btitu       der  nucze  mirra  mit  kcsse  bmo  er  genesset  zcahant  |  . 

Podragra  (1) 

Item  die  bme  der  ynne  ruhen  gesotten  seyn  gestrichenn  vff  wethun  30 
der  gelider,  alss  vff  Podagram  ist  fast  gutt 

Item  wenn  die  Such  adder  gicht  am  dem  leibe  druck  wo  dass  were 

der  iicme  Castorium  dass  ist  bebergoil  vnde  side  den  yn  weyn 
vnnd  scbmerc  sieb  au  der  selbigen  stat  ess  billfft  an  zweifeil. 
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Item  Pofle;  frisch  gestossemi  ynde  vff  dy  sach  Podagra  genant  bSft 
balde.  tto.« 


Baute. 

Item  Sorapio  der  meiftter  spricht  dass  die  bletter  tob  raute  gegessean 
5         mit  figen  vimd  weiss  nuss  bODemen  den  giffUgen  Tnde  tottliches 
schaden  der  Pestüentz  vnde  ist  das  aller  gewisthe  Presemathrnm 
dass  man  haben  magk. 


Item  Ruta  gesoten  mit  essig  vimd  den  genuczt  boiiyinpt  das  we  der 
brüst  vnnd  vortreibet  diu  liubt  Midi'  ist  gutt  dene  die  tyneu 
10         kurtzenu  odum  hau  vudo  heih  t  dass  geswcT  vft'  der  luni^fii  gi*- 
iiant  Poripleunioum  du  vou  dt^oi  meiiscliüu  eutstt'Ct  vuiid  her- 
kompt  die  darre. 

Item  dass  Saff  vou  ruten  gelosscu  yn  dy  nasse  locher  benympt  das 
blatten.  Widdervmb  dass  Saff  von  atemesseln  machet  blnttea. 


15  Item  Trefflich  ist  mte  vor  Toi*gifft.  Also  Serapio  Von  dem  wesd 
wen  sio  sich  mit  der  slangenn  beisset  szo  isset  tfastda  raten 
Sso  mag  ir  dy  Shinge  keinn  gifit  acnfogenn. 

Item  Raten  gesoten  yn  öle  vnde  dass  warm  yn  die  oren  geiossea 
vertreibet  die  worme  dor  ynne. 


20  Item  RuttMi  Sati"  mit  Lossen  (V)  ole  gemiscet  vnd  mit  ossig  vund  dass 
heubt  do  oiitte  gestriclieu  beuympt  dass  lieubtes  \ve. 


Vrtica  nesselenn. 

\im\  Nesselen  Samen  ist  gutt  calculosis.    Dyaseorides  spricht  Nes- 
selenn gosotenn  vnu  die  gestosseuu  vnd  usseu  vü'  deu  bauch 
25         geleit  weichet  yu. 

Item  Nesselcun  gesoten  vndo  die  haut  do  mitte  gewaschen  heilet  den 
bossen  grind. 


Item  der  Samen  gestossen  vndo  gemischet  mit  honig  vnde  also  ge- 
nacz  mit  wyn  benympt  den  alten  hast  vnnd  raamel  dy  brost  in 
30  warheit. 


item  der  Same  gepuluert  vnd  gestrawet  yn  deu  schaden  Cancer  ge 
naut  vortreibet  deu  zcuhaut 
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Item  eyter  nesseln  bleter  in  öic  gesoten  heilet  wanden  von  dem 
debenden  fannde  geblssenn  zcuhaut 


Item  welcher  nicht  vcle  gehorenn  mag  der  s/al  der  selbigen  nesseln 
wurtzelen  yn  weyn  adder  yu  wasser  syedeu  vnde  das  triucken 
CSS  hilf  yn  behende.  5 


Jtem  ator  Nesseln  gestossen  unt  salcz  vnde  mit  eiger  totorn  vnd  mit 
honer  Sinalcz  gemenget  vnde  yn  den  sweis  bade  die  haut  do 
mit  bostrichenu  zwe  adder  mall  vortreibet  dass  Jacken  vnnd  . 
nide  batt. 


Polcgiam  polley.  10 

Item  wer  sieb  am  leybe  krymert  der  siede  polley  mit  wasser  vnnd 
wascbe  sieb  mit  dem  warmen  wasser  iss  vorget  ym  vnde  wirt 
dama  nicbt  radigk. 

Item  Polley  gepulnert  vnde  dy  zcrae  do  mitte  gereben  vortreibet  alle  - 
smertzen  do  von.  I^ 


Item  i^jiloy  mit  honig  vnde  salcz  gemist  hilif  den  iamen  vnnd  zcu- 
brocheu  gelydern  do  uff  geleit. 


Item  Polley  gosotcu  yn  weyn  ist  gutt  genncz  Widder  den  suoppen 
vnde  Widder  den  floss  dess  beabtes. 

£ndliGb  findet  sich  auf  Blatt  a4^  Folgendes: 

Item  Sueramp  samc  geuuczet  vortreibet  die  spolworme  vnde  ist  auch  20 
gut  vor  Yorgifft  besunder  vor  das  beiseun  der  vorgititigeun 
thire. 

Convenit  Acetosa  calido  stomacho  item  iecuri  cordi.  excitat 
appetitmn  romedendi.   Item  Saccus  immissus  auribus  pellit  tu* 
morem  bie  gefmolft  Item  Saccos  valet  contra  floxnm  sanguinis  25 
alio  nomine  dissenteria.  Nota  qaod  aqna  acetosa  mixta  Teriaco 
valet  maximnm  contra  pestem. 

4  Koch  ein  Buch  der  Universit&tsbibliothek  zu  Upsala  ist,  wenn 
ancb  nur  dnreb  einzelne  Worte  als  Randnoten,  dnrcb  Coi)i)emicaB 
Hand  ausgezeichnet.  Ks  ist  dies  der  Band  mit  Signatur  „31.  Y.  3, 
140."  Dieser  Band  enthält; 

1.   j^ETRVS  ü  DE  1  MONTAGANA^S  Am  Endo  (Bltt  148*)  „liu- 
TtauiL  a4 
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„pressiim  Uenetijs  per  loaunem  i  Gregoriu  i|  de  Gregorys  fratres. 
„Auuu  düüiiui.   M.  ccccc.  die  ||  xxviy.  Marlis.*' 

2.  „Practica  loSonis  aaglici  pbysici  darissimi  ab  |  opis  preststia 
„Rosa  medidne  nQcapata/'  Am  Esde  Papie  1492.  die.  24.  lannarQ. 
,f  Ii  loSneBantonias  birreta  Ipressioni.^*  ^ 

3.  „Practica  Aiitouij  Guaiucrij  papiensis  ||  doctoris  preclarissimi/* 
Am  Ende:   „Iinprcssuj  opus  niandato  2  expensis  Nobilis  viri  Dui  || 
„Octauiani  Scoti  ciuis  Moda'ticsis.   i496.   16*^.  Kaleu.  jj  Martias.  Per 
„Bouetu  Locateilu  Bergomensem.'' 

Auf  dem  ersten  Blatte  des  Montagana  steht  geschrieben: 

„Liber  V. 
„Capli  Var 
„mren." 

llic  und  da  kurze  Noten  auf  den  Inhalt  aufmerksam  machend  von 
Coppernicus  Hand.  Unter  das  Druckerzcicheu  auf  dem  letzten  Blatte 
des  Guaincrius  hat  er  z.  B.  geschrieben: 

„Signum  pestinm  magnnm  dominum  babet  in  prnsia." 


Tl.  Einig«  nene  Daten  Ittr  das  lieben 
des  Coppeniiena. 

Der  Güte  des  Herrn  Domvicar  Dr.  Wuelky  zu  Frauenburg  ver- 
danke icli  die  Mitleilunj,'  zweier  Aetenstücke,  welche  er  im  culmer 
Di(i'cesanarchi\e  entdeckt  hat.  Von  ihnen  ist  mir  erlaubt  worden, 
dasjenige  mitzuteilen,  was  specieli  Coppernicus  betrifft 

Im  ersten  ActenstQcke  transsumicrt  und  beglaubigt  Georg  von 
Delan,  Domcantor,  General-Vicar  und  Oflicial  von  Ermland,  yierzcbu 
die  Besitzungen  des  Culmer  Bistums  betreffende  Urkunden.  Franen- 
bui'g  1514,  October  7. 

Am  Scblnsso  des  Actonstttcka  hcisst  es: 

.,Acta  sunt  hcc  Warmie  in  presentia  venerabilium 
„dv)minorum   Audree   de  Cletz   custodis,  doctoro 


11)  Dieaei  Bach  habe  ich  bei  Hain  Tcigeblich  gesucht. 
M)  Hain,  Ileportoriam,  No.  1108.    Aot  seiner  Descbreibong  folgte 
den  dem  Exemplare  der  npsalenser  Bibliothek  Blatt  1  —  4  fehlen. 

18)  Uttiii  Nü.  8099. 
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„Nicoiao  Goppernig,  canonicis  (1)  ecclesio  War« 
^iensis,  in  edibus  consuete  nostre  rcsidentie,  die 
„septima  Octobris  Anno  domini  M.     declmo  qnarto/^ 

Im  zweiten  Docuuieute  transsuiiiiert  derselbe  Georg  von  Dehiu, 
Domeautor  und  Geueral-Vicar  und  OfHcial  von  Erniland ,  auf  Bitten 
des  Philipp  Uolkener,  Kanzlers  des  Bischofs  Johannes  von  Culm,  1. 
die  Schenkangsurkundc  des  Königs  Alexander  über  Culm,  Papaa  und 
Altbans  an  den  Bischof  von  Culm  vom  26.  Mai  1505  und  2.  die  Ur- 
konde  SigiamnndB  I  vom  19.  M&rz  1507,  worin  er  die  £inkQnfte  ^on 
Papan  und  Althaos  dem  B.  Kicolaiis  reserviert.  Franenbnrg  1614, 
October  7. 

Am  Schlüsse  heisst  es  in  dem  Documente: 

^cta  snnt  bec  Wärmte  in  prosentia  venerabilinm 
„dominornm  Andree  de  Cletz  cnstodia,  doctore 
f^icolao  Goppernig  canonico  ecclesie  Warmiensis 
,,in  edibu9  consnete  nostre  residentfe,  die  septima 
,,Octobris  Anno  domini  Millesiroo  quingentesimo 
„decimo  quarto. 

In  dem  schon  frttber  benutzten  Mannscriptbande  der  Universit&ts- 
bibliothek  zn  Upsala,  in  welchem  sich  die  Gutachten  des  Coppemicns 
Aber  den  Prds  des  Bredes  befinden,  sind  noch  zwei  Stocke  (No.  6 

u.  7.  des  Bandes),  welche  ebenfiills  zwei  neue  Daten  fflr  das  Leben 
des  Copperuicus  bieteu.    Das  erste  unifasst  10  Blatt  und  ist  betitelt: 

„Artikel  in  gemeyuer  Tagfart 
„zu  Heilsberg  am  xxij  tage  Sep- 
„tembris  Im  jar  1526  berot- 
„schlagt  bewilliget  vnd  ym  gantzen 
„Bischoffthnm  Ermhind  ynhelligllch 
„  vnd  veste  zcu  halten 
„beschlossen.^^ 

Dasselbe  beginnt  folgendermassen : 

„Nachdem  wir  Mauritius  von  Gotts  guaden  Bischof,  Johannes 
„Ferber  Dechan,  Tidemannus  gise  Custos,  Johannes  Sculteti 
„Archidiacon,  Albertus  Biscboff,  Nicolaus  Coppernic  Thumhern 
„vnd  ganz  Gapitel  der  kircben  zcn  £rmland  vormerkt  etc.  etc. 

Aaf  der  Rückseite  des  letzten  Blattes  steht  als  Art  von  Adresse 

„Ve'*.  Ca^«.  eccFie  Varmfen." 


1}  Hiervon  befindet  lieh  ein  abgekftnter  Abdruck  ebenfalls  in  dem  obigen 
UuBieripte.  Eine  tebr  ipite  Ab«chrift  im  Bisehftflichen  Arehire  *n  Fmoenbarg. 

»4* 
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riiinittelbar  darauf  folgt  eine  Piece  welche  auf  der  ersteu  Seite  be- 
titelt ist: 

„LandBordenang  des  Herczogtliumbs  vud  Bisschoftambs 

bartenstein  beschlosseu/^ 

Auf  der  Rückseite  dieses  ersten  Blattes  beginnt  das  Actenstfick,  wel- 
ches 21  Blatt  nmfasst,  in  folgender  Weise: 

.Xandsordcnung  Zcwischeu  dem  Erwirdigon  in  aot  liorreu  ]\Iau- 
„ricien  Bischöfe,  seinem  Wirdigcii  tapitel  zcu  Ernihiut ,  vnd  dem 
„dftrchlauchtigeu  hochgcbornen  fursten  viul  hrrmi  Albrecht  Murggrafeu 
„zcu  Brandouburg  vnd  herzcogo  in  Prcusson  jca  Im  Jaie  M.  D.  x 
„xviij  Montags  nach  visitationis  Marie  zcu  Bartenstein,  vfgericht,  be- 
,«sdiIoszen,  bewilliget  vnd  vorglicbeu.'* 

„Wir  Mauricins  von  gots  gnath  bischolF,  Jofaan  Ferber  dechan, 

,,Tideinannu8  gise  eustos,  Albertus  Bischoff,  Nicolaus  Coppemic  Bhnm- 
„herrenn  vnd  ganz  Capitel  etc.  etc." 

Hier  eine  ZusammensteUong  der  neuen  Daten  welche  sich  für  die 
Regosta  Goppernicana,  wie  sieHipler  in  seinem  Spicileginm 
Copernicanum*)  gesammelt  hat,  ans  nnsem  Untersuchungen  so- 
wohl in  den  „Reliqniie  Copernican»  als  diesen  „Inedita  Gop- 
pernicana** ergeben  haben.  Ich  gebe  dabei  den  einzelneu  Daten 
die  nach  Hiplers  Zusammenstellung  ihnen  zukommenden  Nnmmera  in 
Klammem  unter  Beifügung  von  Indicos: 

1  .')00  1(7]).  1500  auuu  com pleto.  Astronomische  Beobachtungen. 
(R.  (J.  ö.  aoj. 

1Ö41  2.  (26i).  1514.  7.  October  unterzeichnet  „Nicolaus  Goppernig 
canonicus  ecdesie  Warmiensis**  zu  Ftauenburg  zwei  durch  Georg  von 
Belau  ausgestellte  Urkunden.  (I.  G.  S.  371). 

1525  (tVj^)-  15  25.  4.  Juli  beobachtet  Goppemicus  eine  Mond- 
finstemiss zu  Frauenburg.  (I.  G.  S.  348). 

1526  '1.  (70,).  1;'>2G.  22.  Sept(;mber.  „Nicolans  Coiipernic  Thuni- 
herr''  ist  bei  gemeiner  Tagfarht  zu  Ueilsberg  zugegen.  (1.  C.  S.  371). 

1528  5.  (76i).  1528.  Dienstag  nach  Yisitations  Mario (7.  Juli) 
„Nicolaus  Gopperaic  Dhumherr**  nimmt  Thcil  an  der  Berathnng  der 
Landesordnnng  dos  Herzogthums  Preussen  nnd  Bisthums  Ernüand  za 
Bartenstein.  (I.  G.  S.372). 

1531  6-  (^i)-  ^''^'H.  Coppernicus  giebt  seine  Gutachten  über  die 
Brodtaxe  zu  Alleustcin,  Heilsberg  etc.  (I.  C.  S.  352—353). 

S)  a.  a.  0.  Seite  265—292. 
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7.  (97i).  1532.  beobachtet  Copperniciu  das  Apogäum  derVenns.  1532 
(K.  C.  S.  29). 

8.  (09,).  1.^)3 3.  Juli  und  August  beobachtet  Coppornicas  den  1533 
grosson  Cometcu  des  geDumteii  Jabree.  (L  C.  8.  344—345). 

9.  (992).  l.')3  3.  (!twa.  CopjKrnicus  schreibt  seinen  Conimen- 
tariolus  ilc  Ii yput  hesibus  motuuiu  cielostium  a  se  consti- 
tutia.    (I.  C.  S.  117— llö). 

10.  (II61).  1537.  8.  September.  Astronomische  Beobachtang  1537 
zn  Franenborg.  (I.  C.  8.  338). 

11.  (117,).   1  537.  1 0.  0  c  to b  er.  Astronomische  Beobachtnugen 
zu  Fraucnburg.  (1.  C.  S.  338). 

12.  (11 7^).  1537.  12.  Oetober.  Astronomische  Beobachtungen 
zu  Franenburg,  (I.  C.  S.  338). 

13.  (1179).  ir>3  7.  10.  Oetober.  Astronomische  Beobachtung 
zu  Frauenburg.  (I.  C.  S.  338). 

14.  (117,).    1537.  31.  Oetober.   Astruuumischo  Bcobachtuug 
zu  Fraucuburg.   (1.  C.  S.  338). 

15.  (II75).  1537.  3.  November.   Astronomische  Beobachtung 
zu  Frauenburg.  (I.  G.  S.  338). 

10.  (117,;).    15  37.  7.  November.   Astruuouiisciio  Beobachtuug 
zu  Fraucuboig.  (1.  C.  b.  338). 

17.  (118,).  1537.  12.  November.  Astronomische  Beobachtoug 

zu  Frauenburg.   (I.  C.  8.  338). 

18.  (118t)-  1537.  1 3.  N  0  vom  bc r.  Astronomische  Beobachtung 
zu  Frauenburg.  (I.  C.  8.  338). 

19.  (11*^:).    1 5 :5  7.  1  5.  November.  Astr(»aoiuischc  Beobachtung 
zu  Fraucubuj-g.   (I.  C.  S.  :i39). 

Es  sind  also  19  neue  Daten  ftlr  die  (beschichte  des  Coppemicus 
gegeben  worden.  Die  Beobachtungen  ans  1537  ftttten  in  eine  für 
(Coppemicus  wichtige  Zeit,  in  die  nämlich,  wo  es  sich  um  die  Wahl 
des  Dantiscns  zum  Bischöfe  von  Ermland  handelte,  und  Coppemicus 
selbst  auf  der  Wahlliste  stand. 
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XXV. 

Ueber  ebene  Stromciirven  von  demselben  elektro- 
magnetischen PotentiaL 

Von 

Anton  Wastmath, 

k.  k«  a.  o.  Uiiiverfiit&ts  Professor  in  Czernowitz. 


Das  elektromagucüsche  Potential  eines  Stromes  von  der  Stärke 
Eins  ist  bekauutlich  der  körperliche  Winkel,  unter  dem  vom  ange- 
zogenen Punkte  aus  der  Strom  erscheint.  Zieht  man  somit  auf  der 
Obertl&cbe  eines  Kegels,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  magnetischen 
Punkte  zusammenfällt,  eine  Reihe  von  Reschlosscnen  Stroracurven, 
die  alle  Lagen  der  dcu  Kegel  erzeugenden  Geraden  durchschneiden 
d.  i.  vollständig  um  den  Kogel  hernmgeheu,  so  sieht  man  von  der 
Mitte  aus  alle  diese  ('urvcn  unter  denselben  Winkel  d.  h.  alle  diese 
Cnrvon  besitzen  dasselbe  elektromagnetische  Potential.  Das  Gleiche 
tritt  oitt,  wenn  auf  der  Oberfl&cho  des  Kogels  eine  Reihe  von  Cnrven 
gezogen  werden,  die  wohl  geschlossen  sind,  aber  nm  den  Kegel  nicht 
hemmgehen;  auch  jetzt  haben  Alle  das  gleiche  Potential,  nftndich  Null. 

In  beiden  Fällen  überzeugt  man  sich  hMclit,  dass  trotz  der  Gleich- 
heit des  Potentials  die  einwirkenden  Kräfte  im  Allgemeinen  verschie- 
(i(  n  sein  werden.  Da  nämlich  letztere  als  dir  DilTerentialquutientcu 
des  Potentials  nach  irgend  einer  Pichtunj,'  genommen  auftreten,  so 
hat  mau  einfach  dem  magnetischen  Punkt  irgend  eine  unendlich  kleine 
Vcrrtlckuug  in  dieser  Kichtung  zu  erteilen  und  für  jede  Stromcurvo 
die  Zunahme  dos  körperlichon  Winkels  (auf  die  Einheit  der  Ver- 
rtickung  reducirt)  zu  bestimmen,  wodurch  eben  die  Kraft  nach  dieser 
Richtung  hin  gegeben  ist.   Selbstverständlich  b&tte  man  anch,  statt 
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den  magnetischeii  Paukt  za  bewegen,  diesen  Pankt  festhalten  nnd 
daftr  die  Stromcorven  in  entgegengesetzter  Richtung  Torschieben  kön- 
nen. Immer  wird  man,  wie  erwähnt,  finden,  dass  trotz  der  Gleichheit 
des  Potentials  die  Krftfto  im  Allgemeinon  doch  vcrschic«lcn  sind, 
wenn  aach  zwischen  diesen  Kräften  seihst  Relationen  l)eßtelien  wcr- 
ileii.  Solche  IJe/iehuiiL^eii  nun  zwischen  ilen  clektronia^netisiheH 
Kräften  von  Stronuur\en  <,'leiciien  Potentials  ant/.ulösen,  hesonders 
dann,  wenn  die  Stronieurvcn  selhbt  in  gewisser  Ahhängiulceit  von  ein- 
ander sind,  das  soll  dio  Autgabo  der  vorlicgeudcii  Abhandlung  sein. 

Zu  dem  Ende  werden  zunächst  die  gewöhnlichen  Formeln  für 
die  elektroinagnctischeu  Con)]tonenten  eines  geschlossem-n  liaiiiues 
mittelst  Polanoordinaten  passend  transforiiiirt  nnd  daran  ansclilies- 
send  ganz  allgemein  die  Schnitte  von  ähnlichen  Fhiclu'n  hchandell. 
Es  zeigt  sich,  dass  die  Wirkungen  der  so  entstandenen  Stromeurveu 
im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Achnlichkcit  stehen  und  sämmtlicho 
Kesultirenden  dieselbe  Richtung  haben.  Gestützt  darauf  wird  eine 
B^el  angegeben,  einen  Strom  durch  einen  zweiten,  ähnlich  gelegenen, 
von  anderer  Stromstärke  in  seiner  Wirkung  auf  das  Gentrnm  zn  er- 
setzen. 

Im  zweiten  Teile  werden  ausschliesslich  ebene  Schnitte  eines 
sonst  beliebigen,  geschlossenen  Kegels  betrachtet  und  die  elektro- 
magnetischen ('(»niponenten  irgend  eines  solchen  Schnittes  als  al<- 
häugig  von  fünf  Coiistanten  des  Kegels  und  als  lineare  Functionen 
der  Kichtungscosinussf  des  Perpendikels  auf  irgend  eine  Kl)ene  dar- 
gestellt. Es  wird  ferner  bewiesen,  dass  es  iu  jedem  Kegel  drei  auf 
einander  senkrecht  stehen»le  Lagen  der  schneidenden  Ebene  gibt,  für 
welche  die  Resultirendo  auf  der  Ebene  des  Stromes  senkrecht  steht, 
und  dass  diese  drei  Fälle  (Uanptschnitte)  dem  Maximum  oder  Mini- 
nram  der  ResnlÜrenden  entsprechen.  Weiter  wird  gezeigt,  dass  sich 
Jeder  ebene  Schnitt  in  seiner  elektromagnetischen  Wirkung  anf  den 
Scheitel  des  Kegels  durch  die  entsprechenden  drei  Hanptschnitte  er- 
setzen lasse,  falls  letztere  von  Intensitäten  durchflössen  gedacht  wer- 
den, die  gleich  sind  den  Cosinussen  jener  (spitzen)  Winkel,  welche  der 
erwähnte  ebene  Schnitt  mit  den  drei  Hanptschnitten  einschliesst. 
Dadurch  sind  die  Wirkungen  versi  hiedener  Schnitle  leicht  vergleich- 
bar gemacht.  Die  Analogie  der  aufg«^>>tellten  Sätz»;  mit  hekann((Mi 
geometrischen  Untersuchungen  ist  unverkennbar.  In  der  Tat  wird 
uuu  weiter  bewiesen,  dass  sich  die  Bestimmung  der  WirkuiiLf«  n  sämmt- 
licber  ebenen  Schnitte  mit  gleicher  Entfernung  vom  Scheitel  auf  die 
Constraction  eines  gewissen  Ellipsoids  (Ceutralellipsoids)  um  den 
Scheitel  als  Mittelpunkt  zurückführen  lasse.  Der  rcciproko  Wert 
iigend  eines  Radius-Vcctors  dieses  Ellipsoids  ist  nämlich  proportional 
der  Resulttronden  jenes  Schnittes,  der  senkrecht  auf  diesen  Radius- 
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Vector  gefBbrt  wurde.  Die  Grosse  und  Lage  der  Ilauptaxcn  des 
Centralellipsoids  sind  durch  eine  kubische  Gleichung  mit  drei  reellen 
Wimelii  gegeben.  Durch  die  angegebene  Constniction  wird  das  Pro- 
blem ein  geometrisches  und  lassen  sich  daraus  mit  Leichtigkeit  .die 
oben  erwähnten  Sätze  sowie  vieles  Andere  ableiten. 

Im  dritten  Toüe  werden  ebene  Schnitte  einer  Pyramide  betrach- 
tet, die  elektromagnetischen  Kräfte  direct  abgeleitet  und  Ihre  Ud»er- 
einstimmnng  mit  den  allgemeinen  Gleichungen  gezeigt. 


Wir  lassen  den  Mittelpunkt  eines  beliebigen,  einfach  geschlosse- 
nen Kegels  mit  dem  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordiuaten- 
^tems  znsammenfollen,  versetzen  auch  dorthin  den  magnetischen 
Punkt  von  der  Masse  Eins  und  legen  überdies  den  Kegel  so,  dass 
er  um  die  Aze  der  »  herumgeht.  Zieht  man  nun  auf  der  Ohertläche 
des  Kegels  eine  geschlossene  Curve,  die  ebenfalls  ganz  um  die  x  Axc 
hemmgeht  und  sind  a-,  t  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  dieser  Curve  und  /•  die  Entfernung  des  Pimktcs  vom  Ur- 
sprung, so  sind  die  elektromagnetischen  Compoiieuten  Yy  Z  m 
Bezug  auf  den  Ursprung  bekanntlich  gegeben  durch:  * 

—  zdy 


■/ 


Ffthrt  man  nun  mittelst  der  Relationen: 

X  =  rcost^ 

y  ^  rsin^coscD 
« rsin^sin« 
Polarcoordinaten  ein,  so  erhält  man: 


In 


^  =  —f  \  (sin»  g£  +  Sinkens  ^coso>)d»  (i) 


0 


Z  —  (cosw  1^  —  sin^cosV'sintt^dtt 
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Die  GlcichoDg  des  Kegels  liefert  y\}  als  Function  von  co,  wählend  uns 
die  Gleichnng  der  Fläche,  durch  deren  Schnitt  dio  Stromcnrvo  eut- 
standen  ist,  dns  entsprechende  r  giebt  Wird  ein  und  dieselbe  Fläche 
mehrmali  getroffen,  so  sind  dem  r  eben  verschiedene  Werte  beizulQgen. 

Lassen  wir  nun  den  Kogel  von  zwei  ähnlichen  Flächen  ge- 
schnitten werden,  so  dass  also  die  Cuordiiiateu  des  einen  Punktes 
zu  denen  des  entsprechenden  zweiten  Punktes  in  dem  coustanton 
Verhältnisse  \:k  stehen,  so  verhalten  sich  die  zugehörigen  r  ebenso 
und  wie  uns  ein  Blick  auf  die  Formeln  (1)  lehrt,  stehen  somit  auch 
die  elektromagnetischen  Kräfte,  die  von  zwei  ähnlichen  Curven  glei- 
chen Potentials  ausgeübt  werden,  in  dem  angcgebetten  aber  umgo- 
kehrten  Yerhältnisae  d.  h.  es  gilt: 


wenn  R  vnd      die  Resnltürenden  beieichnen. 

Zugleich  hat  man  für  die  Richtnngscosinasse  von  R  oud  R^ : 


wodurch  also  ausgesprochen  wird,  dass  die  Ilesultireuden  ahidicher 
Stromcurven  dieselbe  Richtung  haben.  Fasst  mau  Beides  zusammen, 
so  ergibt  sich  der  Satz; 

Wird  ein  Kegel  von  zwei  oder  nehrBren  ähnlichen 
Flächen  geschnitten,  so  stehen  die  elektromagnetischen 
Kräfte  der  entstandenen  Stromcnrven  (in  Bezug  anf  den 
Scheitel  des  Kegels)  in  dem  nmgekehrlen  Aehnlichkelts- 
vcrhältnisse  und  die  Resultirenden  haben  tämmtlieh 
dieselbe  Richtung. 

Beispiele  hierin  liefern  die  Schnitte  paralleler  Ebenen,  concen- 
trischer  Kogeln  etc. 

Wie  unschwer  einzusehen,  gilt  tlirs,K  (^-set/  auch  dann  noch, 
wenn  »He  StromcurNcn  nicht  um  den  Kegel  herumgehen,  sondern  auf 
seiner  OberÜädie  liegen;  es  ändern  sich  eben  die  Integrationsgrenzen. 

Von  diesem  Satze  lässt  sich  eine  einfache  Anwendung  geben. 
Soll  nämlich  die  zweite,  ähnliche  Slromcurve  dieselbe  Wirkung  auf 
das  Aehnlichkeitscentrum  wie  die  erste  ausüben,  so  braucht  man  nur 
dariu,  ila  die  Kräfte  den  Stromstiirkeu  direct  proj^ortional  sind,  die 
Intensität  ^  mal  grosser  zu  nehmen,  wenn  1;^  das  Aehnlichkcitb- 
vcrhältniss  bedeutet 


XiX^  —  YiT^  —  ZiZ^  —  RiR^  —  *:1 


X  X,  Y  _  \\ 
R~  Ri     R~  R^ 


nnd 


Z  Zy 

R"^  Ry 
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IT. 

Wir  wollen  nun  ausschliesslich  ebeuc  Schnitte  behandeln  und 
schreiben  deshalb  die  Gleichung  irgend  einer  £beDO  in  der  Normal- 
form: 

WO  also  q  das  vom.  Ursprange  anf  die  Ebene  gef&llte  Perpendikel 
^  ßy  f  dessen  Richtnngscosinasso  bedenten.  Prftckt  man  nun 
y,  M  dorch  die  obigen  Polarcoordinaten  ans,  so  findet  man: 

^  =  ^  (a  cos  + cos»  H~  sin  ^  sin  o>) 

und  dies  ist  der  Wert  fttr  ^»  den  wir  in  die  Gleichungen  (1)  ein- 
zusetzen haben.  Man  erhält  so  die  JE;  Z  als  lineare  Functionen 
von  den  Bichtungscosinussen  er,  ß,  y  d.  h.  es  ist: 

qY^aA^  +  ßB,-}-yC,  (2) 

worin  die  neun  Grössen  A^/i^...C^  nur  von  der  Natur  des  Ke- 
gels abhängen'*';  und  folgende  Werte  haben: 

*)  Wird  «in  dnfiwh  geschlMwiivr  Kegel  durch  eine  nicht  durch  seinen 
Mittelpunkt  gehende  Bbene  geschnitten,  so  werden  die  erscugcuden  Geraden 
entweder  «uf  der  einen  oder  der  anderen  KegelbAlfto  aber  nur  einmal  tou  der 
Ebene  getroffen.  Liegt  die  Scbnittfigur  gaus  auf  der  einen  KcgelhAlllei  ao  er- 
seheint ihr  Patential  als  eine  geschlossene,  gaiui  um  die  x  Axe  herumgebende 
Figur,  deren  BegrensungscurTe  sich  nicht  selbst  schneidet.  Es  ist  also  hier 
nach  o»  von  0  bis  2n  au  Integriren.  Dosselbe  tritt  auch  ein,  wenn  die  Schnitl- 
figar  tnm  Teile  anf  der  swcitcn  Kcgclhalftc  liegt.  Letzterer  Schnitt  kann  nlm- 
lich  in  seiner  Wirkung  anf  den  Mittelpunkt  stets  durch  einen  entspiochcndcn 
Stromleiter  auf  der  ersten  Kegelliälfto  ct\<ot7,t  werden,  so  dass  sein  Potential 
susammen  mit  dem  des  ersten  eine  Fläche  Viwi  <lcr  vorigen  Form  gibt.  Was 
über  die  Grenzen  für  dns  Potential  gesagt  wurde,  gilt  natürlich  anch  von  den 
KriLften  nls  den  Dorivirtcn. 

Gchflren  schliebslich  zu  einem  und  detnsilltcii  ot  uuluerc  »/>  (ciiie  ungt  rudo 
Anzahl)  i//,  j  • .  •  >/ >i(  + 1 1  ^'i^d  die  Grenzen  für  if/i  0  y;, . ..  y^it-f  i,  und  der 
Ausdruck  für  du«  Putcntiul  wird: 

K= ^y^"" J^^vn'^dtp  =  2»— [cos  V^i  — CÜSVJ  +  CO8V/3  —  ...)8a) 

0  0 
und  ebenso  werden  die  Aubdrücko  für  A',  Yy  ...  hus  rachrercn  Gliedern 

bestehen  i  so  ist  s.  B. 

^1= ^ [sin^i^ — siu^j^+...)cosw6M  u.  s.  w. 
Auch  erhellt,  dass  die  üluicbangen  (4)  richtig  bleiben. 
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2«  27t  27f 


8^  2;k 


B^^—  P un^  sin»  00809  ^do)— y^in*i/;co8^co8*«öai 


0  0 

2;r  27r 


C,«— — riii#»8Ui*i»|^ö«i--^ )m^^C06^8in«008»d»  (3) 


8«  ftt 


0  0 

2;r  93f 


—  ii]i^0O8'»|~d«9— y^in'^  008^  sind»  costtdfli 


Wie  man  sioh  leicht  überzeugt,  bestehen  zwischen  diesen  nenn 
Grössen  folgende  Yier  Relationen: 

=  c\ 

Ci  =  J9a  W 

So  hat  mau  z.  B. 


2;r  t» 


^1- 


2;r  2;r  2;r 

rin^co8c»do-|~8infl0  8in^|  — sin^costtdio  —  0 


da  if»  nnd  «  nach  einem  ToUstaadigen  Umlanf  wieder  denselben  Wert 
annehmen. 

Mit  Hilfe  der  Formeln  (2)  uud  (4)  liudet  mau  eudiich  die  Rcbul- 
tireude  R  durch  die  Gleichung: 
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worin  die  Werte  von  au...0^|  g^ben  sind  durch: 

«22  -i- A./ 4- 13,^  +  C,^  (6) 

Die  Richtuügscosiuussc  der  Rcbultircudeu  sind  durcli  1,.  und 

n  Ii 

^  dargestellt  nnd  sind  selbstverstftndlich  nnabbängig  vou  q. 

Hieran  reibt  sich  die  Beantwortung  der  Frage,  wann  die  Rcsul- 
tirendo  auf  der  zugehörigen  Ebene  senkrocht  stehe?  Dieso  Bedingung 
wird  durch  folgende  drei  Gleichungen  ausgedrOckt: 

X^R«y    Y^Rß  und  Z'^  lly  (7) 

oder 

X     Y  z 
ß  y 

zwei  Gleichungen,  die  scheinbar  auf  eine  Endgleichung  vom  vierten 
Grade  fahren.  Kimmt  man  für  a,  /  Kngclcoordinaten  und  wendet 
man  das  gewöhnliche  Eliminationsverfahrou  au,  so  geUngt  man  nach 
etwas  umständlicher  Rechnung  ,  zu  einer  Gleichung  dritten  Grades, 
die  also  mindestens  eine  reelle  Wurzel  hat  Es  lässt  sich  indes 
leicht  zeigen,  dass  man  es  hier  stets  mit  drei  reellen  Wurzeln  zu 
tun  hat,  wenn  man  nur  statt  drei,  vier  Unbekannte  er,  ß^  y  und  qR 
einführt  Die  Gleichungen  (7)  lassen  sich  nämlich  schreiben: 

u{A,-qR)+ßn,  -\^y(\  =0 

woraus  also  folgt,  dass  die  Determinante  d 

A^-^qR,       B^,  6i 

sein  muss,  wozu  iiot  li  die  Rodinuiiii^':  Aj-{- Ji.j-{- ('.^  ~  u  gehört. 
Diese  kubisclie  Gleiiliuii^:  li;it  nun  bckauiitlit  h  sU  ts  drei  roollc  Werte 
für  ({It,,  somit  gibt  es  aiu  h  stets  drei  Werte  für  a,  ß,  y  d.  h.  es  gibt 
stt'ts  drei  Lagen  der  scbneiiU-ndeii  Kbeno  (drei  Ilaiiptscliuitte) ,  für 
weichte  die  Kesultireiide  auf  der  Kbeuo  des  Stromes  senkrecht  steht. 
Zugleieli  ist  liinn  ir)i'  iid  bukauut,  dass  diese  drei  Lagen  auf  ciuauder 
senkrecht  stehen  mUssen. 
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Zu  demselben  Ziele  wären  wir  gelangt,  wenn  wir  die  Frage  nach 
dem  Maximum  oder  Minimum  der  Resultireiiden  Ii  für  vorscliicdeiK' 
ff,  ß,  y  beantwortet  hätten.  Mit  Rücksicht  auf  die  Bediuguugsgleichuug 
a^-\-ß^-\-y-  —  1  =  0  liaben  wir  nämlich,  wenn  A'eine  Grösse  bedeutet, 
die  sich  nachträglicii  gleich  q^B^  herausstellt,  die  Fauctiou  V 

m  einem  Maxinram  oder  Mimmiim  za  machen,  wodurch  wir  Ahnlich 
wie  oben  finden,  dass  die  Determinante  D 

^  =  1   «it,       «M-^»  -0  (9) 

'     «131  «M»  — ^ 

Sein  muss.  Diese  Bedingung  D  =  0  kommt  nun  auf  die  früher  auf- 
gestellte /f  =  0  zurück.  Man  tindet  nämlich  leicht,  dass  die  Deter- 
minante D  dargestellt  wird  als  Vroduct  von  zwei  Determinanten  durch: 


von  denou  die  erste  Determinante  eben  /I  ist  und  die  zweite  aus 
der  ersten  durch  die  Aenderung  des  Zeichens  von  qR  hervorgeht. 
W&re  diese  zweite  Determinante  für  sich  gleich  Null,  so  hicsso  dies 
jenen  Fall  ins  Auge  fassen«  in  dem  die  Richtungscosinussc  er,  /?,  / 
negativ  wären  nnd  somit  auch  q  die  entgegengesetzte  Bichtnng  hätte. 

Will  man  die  Determinante  D  vermeiden,  so  kann  man  die  Func- 
tion f7=  Jt^^r^i+Z*  — Ä'(ß-'+^H-y^— 1)  in  Bezug  auf  ihr  Maxi- 
mnm  oder  Minimum  untersuchen,  die  Diffcrentialquotienteu  der  Com- 
ponenten  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (2)  ausdrücken,  k  =  bestim- 
men, wodurch  man  schliesslich  wieder  auf  ^  »  0  gefttbrt  wird. 

Es  ist  somit,  wenn  ^vir  Alles  zusammenfassen,  folgender  Satz 
bewiesen:  In  jedem  geschlossenen  Kegel  gibt  es  stets  drei 
auf  einander  senkrecht  stehende  Lagen  der  schneiden- 
den Ebene,  fflr  welche  die  Resultirendc  auf  der  Ebene 
des  Stromes  senkrecht  steht,  und  fallen  diese  drei  Fälle 
mit  der  Frage  nach  dem  Maximum  oder  Minimum  der 
Betnltirenden  zusammen. 

Wir  wollen  die  so  bestimmten  Schnitte  —  Hauptschnitte  und  die 
Richtungen  der  zugehörigen  Perpendikel  —  Uauptrichtungen  nennen. 

Sind  <jUi,  qli^  und  qR^^  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung  =  0, 
so  findet  man  wegen -ai+-ös+Q=Ö  die  Relation  i;i+/2j+^^»  =  ^> 
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wodurch  ein  Anlialtspiiiikt  wegen  des  Zeichens  der  Resultireuden 
gegeben  ist 

Um  nun  auch  die  Schnitte  einer  zweiten  Ebene  in  gidchem  Ab- 
stände q  vom  Scheitel  zu  betrachten,  seien  i,  ^  und  v  die  Richtangs- 
cosinussc  des  Perpendikels  auf  diese  zweite  Ebene  und  X\  und 
Z'  die  elektromagnetischen  Componenten  in  Bezug  auf  den  Mittel- 
punkt des  Kegel,  so  dass  also: 

qX'  ^  A^i  +  fi/^i  +  vC; 

and  qZ*  '^Kh+v^C^+vC^ 

ist.  Bedeuten  aber  ö,,  d^,  dg  die  Richtuugscosinusse  des  Perpendikels 
in  Bezog  auf  die  eben  bestimmten  Uauptrichtungeo,  so  wird 

sein,  wenn  die  verschiedenen  Wert0  von  a,  /},  ]f,  die  Bichtangsoosi- 
nusse  für  die  nnzelnen  Haaptrichtungen  darstellen.  Da  nun  be- 
kanntlich: 

«j  A  Iti 
H  ßt  r% 
«8  h  n 

ist,  so  erhftlt  man: 


-  +  1 


1  —  Mi+«A+«rs^ 

welche  Relationen  man  auch  unmittelbar  h&tte  niederschreiben  kön- 
nen. Mit  diesen  Werten  fBr  A,  fi,  v  ergeben  sich  die  Componenten: 

q  1"  =  d,(«,/^, + -1-      + yX',) 

die  verächiedeneu  a,  ^,  y  genügen  aber  deu  nenn  Gleichungen: 
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wo  also  JlTi,  Fj,  die  Componenten  des  12^|,  J^T^Z^  die  des  i^« 
u.  a.  w.  bedeuten. 

Man  erliiüt  somit: 

r=5,r,+d,r,+53r3  (10) 

80  dass  also  die.Componenten  irgend  eines  Schnittes  als 
linearo  Functionen  der  Componenten  der  Haaptschnitte 
erscheinen. 

Mit  Hilfe  des  im  ersten  Teile  über  ähnliche  Curven  Gesagten 
sowie  des  eben  aufgestellten  Gesetzes  ist  es  somit  immer  möglich, 
sobald  die  Componontea  für  die  drei  Hauptschnitte  bestimmt  sind, 
die  drei  Componenten  irgend  eines  beliebigen  ebenen  Schnittes  zu  er- 
mitteln. 

Da  ferner: 

a.  8.  w.  ist,  iiudet  mau  schliesslich  für  die  Kesultirende  R*i 

R*^  =  ^i^lix'  +  öi'-ß«*+  V^*  (11) 

denkt  mau  sicli  also  statt  der  Intensitäten  Eins  in  den  betreffenden 
Uauptschnitten  der  Reihe  nach  die  Stromstärken  d|,  6^  und  so 
ersetzen  jetzt  die  Hauptscbuittc  den  erwähnten  ebenen  Schnitt  mit  der 
Resaltirenden  R\  oder  es  folgt  der  Satz: 

Jeder  ebene  Schnitt  lässt  sich  in  seiner  elektromag- 
netischen Wirkung  auf  das  Ceutrum  des  Kegels  durch  die 
drei  in  gleicher  Entfernung  liegenden  Hauptschnitte  er- 
setzen, falls  nur  letztere  von  Intensitäten  durchflössen 
gedacht  werden,  die  gleich  sind  den  Richtungscosinus- 
sen des  Perpendikels  auf  die  Ebene  in  Bezug  auf  die 
Hanptrichtungen. 

Haben  wir  somit  ausser  den  drei  Hauptrichtungen  noch  weitere 
drei  auf  einander  senkrecht  stehende  Bichtungen,  deren  Richtnngs- 
cosinusse  in  Bezug  auf  die  Hauptrichtungen  respective:  d|d^,  i^Vs« 
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^xt-iti  sein  mögen,  so  siud  die  zugebürigeii  Resultirenden  R\  Jt"  und 
Ii'"  bestimmt  durch: 

woraus  durch  Addition: 

d.h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Reaultirenden  je  dreier 
auf  einander  senlsrocht  stehender  Schnitte  (von  gleicher 
Entfernung  q)  ist  constant 

So  Hessen  sich  nun  auch  eine  Reihe  von  Sätzen  ableiten,  zn 
denen  man  indes  auf  geometrischen  Wege  viel  schneller  gelangt 
Multiplicirt  man  nämlich  die  Gleichung  (5)  mit  p^,  wo  Q  eine  Linie 
bedeutet,  die  vom  Centmm  ausgehend  in  ihrer  Kichtang  mit  q  zu* 
sammeufällt  und  nennt  17,  (  die  Coordinaten  des  Endpunlttes 
dieser  Linie,  so  dass  ^  =  ^«9  ^  »  p/^«  t     QY  ^^^t  ^  mrd: 

die  Gleichung  eines  Ellipsoids,  wenn  noch  9*,^Jt*  —  1  d.  I. 

genommen  wird.  Wie  bei  den  Untersnchungen  über  die  Trägheits- 
momente möge  auch  dieses  Ellipsoid  den  Namen:  Centralellipsoid 
führen.   Dann  folgt  der  Satz: 

Um  den  Scheitel  des  Kegels  als  Mittelpunkt  Usst 
sich  somit  ein  Ellipsoid  (Centralellipsoid)  constrniren 
von  der  Art,  dass  der  reciproke  Wert  irgend  eines  Ba- 
dius-Vectors  das  Product  aus  der  Entfernung  q  in  die 
Resultirende  eines  in  dieser  Distanz  gefflhrten  Schnit- 
tes darstellt. 

Hat  Q  ein  Maximum  oder  Minimum,  so  findet  bei  /?  dass  Um- 
.  gekehrte  statt;  man  findet  somit  die  drei  Halbaxcn  des  CentralcUip- 
soids  sowie  ihre  Lage  durch  Lösung  der  Gleichungen  (8)  und  (7). 
Wir  haben  somit  im  Allgemeinen  ein  Maximum,  ein  Minimum  und 
dnen  mittleren  Wert  fflr  die  fiesnltirende. 

Die  Richtung  der  Kcsultircnden  im  Punkte  t,  y,  ~.  erscheint 
als  Durchschnitt  dreier  couceutrisclier  Kreiskcgel,  deren  üeÜ'nungS" 
Winkel  u,  r,  w  durch  die  Gleichungen 
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COStt  =  -  ,  C08U 


91 ' 


y 


cos  w  ^  — 


bestimmt  siod  uud  somit  leicht  coustruirt  werden  kuuuen. 

Der  Nntsen  dieser  Constmctton  besteht  vor  Allem  darin,  dass 
beioihe  Jeder  Satz  Aber  die  IHirchmesser  eines  ElUpsoids  einen  ana- 
logen Satz  aber  die  elektromagnetischen  Wirkungen  ebener  Schnitte 
nach  sich  zieht  So  ist  z.  B.  bekannt,  dass  in  einem  ElliiMoide  die 
Summe  der  Quadrate  der  reciproken  Werte  dreier  zn  dnander  senk- 
rechten Halbmesser  constant  ist,  welche  Rdation  uns  unmittelbar  den 
Satz  N.  12.  liefert,  wenn  Air  die  reciproken  Werte  der  Badien-Yectoren 
die  BesuHirenden  gesetzt  werden.  Ebenso  ist  bekannt,  dass  die  Summe 
der  Quadrate  co^jugirter  Durchmesser  eines  Ellipsoids  constant  ist, 
woraus  also  folgt,  dass  auch  die  Summe  der  Quadrate  der  re- 
ciproken Werte  der  Resultirenden,  welche  dreien  con- 
Jngirten  Durchmessern  eines  Punktes  entsprechen,  con- 
stant ist  u.  8.  w. 

Weudeu  wir  die  crlialtouon  Resultate  auf  den  Itotatiouskegel  au, 
so  finden  wir  fttr  denselben: 

ir,  1»     —      e=  c,  =      =      =  0,   yl,  «  2ffsinVcosV^, 
Bf      Cf  =  —  hAj,    qX  ^  27t  8iu-»/'  CUS    .  a, 
gFss  —  ff sin^^cos^.^,  gZ  =  — ffsiu^^cosV'./ 

und  äumit  diu  iiesultircudc : 


welche  Formel  eine  merkwürdige  Aolinlichkeit  mit  dem  Aasdrucke 
für  die  \Virkung  eines  sehr  kleinen  Magnetes  auf  einen  entfernten 
Punkt haL  Die  Gleichung: 


DtB  Centralellipsoid  wird  zu  einem  Rotationsellipsoid,  dessen  Um- 
drebungsaxe  mit  der  Axc  der  m  susammenflUlt;  die  Hauptsehnitte  sind 
ein  Kreis  und  zwei  cougniente  Hyperbeln.  Bemerkt  mag  noch  wer- 


qRss±  ifsin*4»cos^yi  -h 


gibt  wegen  Bf  —  C3  =s  —  |if,  ein  Maximum 

^i^j  =  ^,   für   o  -»  1 
und  zwei  gleiche  Ifinima 


*)  Wiedcmano,  QalvanitintM  IL  pg.  131. 
T«ü  LZZL 
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den,  dass  die  Richtang  der  Besaltirenden  noftblUliigig  von  der  Oeff- 
nmig  ^  des  Kegels  ist  und  R  noch  ein  zweites  Maximnm  fBr  ver- 
schiedene ^  (lg^  =  y2)  aufweist 


m. 

Zum  Schlüsse  mögen  noch  ^e  elektromagnetisdien  Wirkungen 
ehener  Schnitte  einer  dreiseitigeu  Pyramide  betrachtet  werden.  Es 
seien  deshalb  o,  b,  c  die  Seiten.  C  die  Winkel  jenes  sphäri- 

schen Dreiecks,  dessen  Fläche  das  Potential  für  die  Pyramide  dar- 
stellt.  Setzt  man: 

D>  SB  1 — co8*a — co8% — cos'c    2cos  a  cosd  cos  = (sini  sin  «  siuil)'«». 

1»  1— COSM  — COS'JB  — C08*C— 2C06^C08BC08Cf 

also: 

dD  =  cotg.48ina<fo-|>cotgir8in6d&-|-cotg(78ine<fe, 

so  ist  bekanntlich  der  spbünsche  K.\cess  E  gegeben  durch 

l+cosa+cosA-f-cosc 
Hieraus  folgt  durch  DiÖcrentiatiou  mit  Kücksicht,  dass 

(1  +COS<l-<-C08  5+  COSc)' 

cos'  2"  "  — ^  ^ — 

16co8^2^^^^2^^2 


nnd 


sin^ 


E 


ist: 


2  ,a        ^'  ,c 

IGcob-  2  cos^  2  2 


1)  (IE 


coslö— XI  cosl.'  // 


«»2 


..  ■  —  fSsAada-V-   i^^«i 

E    2  siuA  '  siiiH 


Biabdb 


oder  wegen 


und 


cosf^  —  cj 


sin  o  sin_Ä  _  D 
8inX     8inÄ  ~  •  •  d 


-  =  cotg^. 
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wenn  q  den  Halbmesser  des  dem  sphärischen  Dreiecke  mnschriobeuen 
Kreisea  bedeutet,  und  zugleich  A+B'^C*^2S  gesetzt  wird: 

OOtg  (i.dE  =  sin  (S  —  A)iia + sin  (S—  B)db  -f  sin  (S  —  C)dc. 

Der  Scheitel  der  P^jismide  habe  nun  die  Coordlnaten  x,  y,  » 
und  die  Eadpuvkte  der  Kantenlingen  (r|,  r^)  ebenso  die  Cooidi- 
natea  «^S|,  se^g^  ...    und  die  Riditungsoosinusse  «^viiti,  «|O|i0t  - 

so  dass  also 

%   »    v*   »  ^  

«f—^  Vt—y  H—* 

ist  Dann  sind  die  Seiten  des  sphftrischen  Dreiecks  bestammt  durch: 

Cosa  •=»  iijUj  +  *'«"3  +  *<'i**'a 
COSi  —  v^Vi + ic^irj 

oose  =  «i«ts~i~^i^~l~*(^^ 

und  zugleich  ist: 

sin6^--»  +  **^-cosJ"^+"^) 

Sine  j  =   *  4-     —  cos  c  I  -  +  -  ) 

Mit  diesen  Formeln  wOrdo  man  die  eine  Componente  Jf—  ^finden 

und  daraus  die  beiden  anderen  y  und  Verhalten,  indem  man  statt 
der  u  die  Bndistaben  r,  respective  w  nehme.  Der  KOrzo  halber  setzen 
wir  nun 

8in(S-^)  sin(S-Ä)  siü(.S-<?) 

— -T-  «B  17,     ~- .— - —  «  V  und   j  \\ 

sina  *       sm6  sine 

und  haben  dann: 

cotg^.JT-^  [— iii(rcosi+ircoBe)+iiiif'4-«isr] 

+  ^C«*!  W  — H'C08c4-  Leos  o)  +11,  i/] 
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Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  der  Eutfeniaog  des  Scheitels 
von  der  scbneideiideu  Ebene  und  aennen  w^ter: 


wo  also  A,  fi,  V  die  CosinusBe  jener  Winkel  vorstellßn,  welche  q  mit 
den  Kanten  der  Pyramide  macht  Etwas  anders  geordnet  wird  dann: 

cotg  ß .  A'  =  Mj  [—  A(  rcos  Ä + u  'cos  c) + ft  ir+  V  r  ] 

+  «sCi  V+  II  CT—  y(  Crcosa+ KCOS  &)] 

Bezoirlinct  man  nun  die  Grössen  in  den  oi  kigcii  Klainmoni  dt  r  Ueihe 
nach  iiut  A',  L,  M,  so  hat  mau  eudiich  iiu'  Uie  drei  Uompoueateu 
die  Gleichuugea: 

COtg^.Z  UiK-i-u^-i-u^M 

COtg p .  F  «  ViK+v^+v^M  (14) 

COtg  p .    =  ir,Ä'+  ir^L  -j-  ir^Af 

nad  für  die  Kesultirende  Mi 

COtg*^ .     =  Ä*+I,«+A/8+  2A'L  cos  c  +  2LMcos  a + 2MKcosb 

die  also,  wie  zn  erwarten,  ihrer  GrOsse  nach  nnabhftngig  von  der  Lage 
der  Pyramide  ist 

Da  die  oben  entwickelten  Ausdrücke  für  die  Coniponenten  in  der 
vorliegenden  Form  keine  Vergleichung  mit  den  llaui)tfürmeln  N.  2. 
zulassen,  so  wollen  wir  in  N.  14.  statt  der  Grossen  A,  fx,  v  die  Worte 
«,  j3,  Y  <l-  i   die  Riclitiingscosimissc  dos  Perpendikels  </  eiufUhreu.  • 
Dazu  gebraucheu  wir  die  Kclatiunen: 

A  — mii+/Ji>i+yir, 

und  erhalten  nacli  einiger  Rechnung  Ausdrücke  von  der  Form  N.  2., 
in  denen  die  neun  dariu  auttreteudeu  Coefficient^u  folgende  Werte 
haben : 

il,"tg^[ — KCOS^  WCQ&c)—UfH  1KC0SC+  l/C08a)"-'U3^(l/COSa-|-  Kc086) 

i/^=tg^[— l'cosi+  ^Kcosf)— '"g-X  ircosc^  C/cosa)— V(l/C08a-|-  Fcos^) 
+2*^irj  W+  2v^  U+  2» ,»s  V] 

Ci--tgp[— «',^(  rcosÄ-|-  UVosf')-  "\,^(  ircosc-J-  L'cosa)— ira'(L'cüSrt|-  Fcosd») 
-J-2iriu;j  H^-f  -  2irjtcj{/-|-  2u'|U?j  F] 
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WMi  demstUitn  tUktromagnetinchtn  Potential.  38U 
suQÜt,  wie  verlangt, 
uud  cbeuso: 

Bx'^  tgrt— («,r,+fi,t^)rcos6— (ii,i>i+i»i«i)irc08c 

»  ^5      tgp[— (tr,tt,  +  irjii,)FC0Bft— (lc,ti,+  ir,i4)lKC08c 

— (»3«';j+*'s«^)öfeOSa-(-(//-,/ig+i/iW',)  lK+(frs"3  f  Mj^r^)  ^ 

Es  finden  somit  anch  zwischen  diesen  nenn  Coefficienten  die  oben  er- 
wähnten vier  Gleichungen  statt 

CzernowiU  im  Octobcr  1877. 
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XXVI. 

Bewegung  ssweier  durch  einen  elastischen  Faden 
verbundener  materieller  Punkte  ohne  Einwirkung 

äusserer  Kräfte. 

Von 

R.  Hoppe. 


Zwei  Punkte  (.'"kVi-i)^  (■'V/i^L')  ''^i^  '^^''^i  Massen  ;/»,,  m.j  sind  durch 
einen  uieht  materiellen  Faden  verbunden,  welcher  bei  einem  Abstand  " 

^  L  eine  Zugki*aft  q  übt,  während  bei  einem  Abstand  ^  L  dieselbe 
nuU  ist  Daun  sind  die  Bewegongsgleicbaiigen: 

«.  «.  "      « ^1    •'  g  .  »/        .Vi — !/i  It        ^  — 

»Vi  =fl~;^i     «»«yj  =-«--^    5     »»8«a      ^  jj 

wo  Zi'  den  momentanen  Abstand  bezeichnet,  $  fttr  i/'  ^  i«  null  zn 

setzen  ist,  nnd  die  Acconte  sich  anf  DilTerontiation  nach  der  Zeit  t 
beziehen. 

Nimmt  man  den  Schwerpunkt  des  Systems  für  /  =  0  zum  festen 
Anfangspunkt,  so  sind  die  Coordinateu  dos  actuellen  Schwerpunkts 

At^  et 

Nimmt  man  let/tern  zum  Anfangspunkt  dvr  x>/s,  und  bezeichnen  j",  ^,  3 
die  relativen  Coordinaten  von  »t^,  so  sind  die  festen  Coordinateu: 

«|  =  il«  — —  aj,     yf  =  Ä— ^y,      Ä^ssOt— ^« 

Digitized  by  Google 


verbundener  materMter  Punkte  ohne  JEmwirkunff  äusserer  KrMße,  ;391 

lud  68  r^cht  hin  sr,  ^,  «  ztt  bostimmen,  was  durch  die  Gleicbungcu 
geschieht: 

«^^^  ^'m^^     '"^^  iiV  i   

WO     =  gesetzt  ist. 

Sofern  die  Componenten  der  wirkenden  Kraft  proportional  ar,  « 
sind,  geht  die  Bewegung  in  einer  Ebene  von  nnveränderlicher  Stel- 
lung, in  welcher  der  momentane  Schwerpunkt  liegt,  Yor  sich,  l^mmt 
man  diese  znr  Ebene  der  xy^  so  wird  «  =  0,  und  die  letzte  der  3 
Oleichongen  ftllt  weg. 

Bezeichnet  »  den  rehitiTen  RadinsYector,  so  wird 

L  =  uH  u  =  — tt 

und  mau  hat: 

woraub  durch  Elimiuatiun  vou  <^  uud  lutegratiou: 

xy' — yx'  «  const 

eine  Gleichung  die  oftcubar  auch  für  q  ()  besteht.  Nimmt  man  den 
Anfang  der  Bewegung  1km  L'  <^  L  uud  bezeichnet  die  Anfangswerte 
der  einzelnen  Yariabdn  durch  den  Index  0,  so  wird  für  die  ganze 
Dauer  der  Bewegung 

a^'— StQy\  —  y^3r\  (1) 

Ebenso  gilt  durchweg  die  Gleichung  der  relativen  lebendigen  Kraft 

Mo 

gleic  hviel  ob  </  wiederholt  uuU  wird,  da  es  stets  dieselbe  Fuuctiou 
von  u  bleibt 

Bis  zum  erstenmal  L'^  L  wird,  ist 
daher 

Nimmt  man  die  y  in  der  Anfangsrichtuug ,  die  x  positiv  nach  der 

Aufaugsbahu  hin,  so  ist 

x'o  =  0 

.und  alle  notwendigen  Data  reduchren  sich  auf 
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—  K,  « «=  r  fttr  y  =  0,  und  An&Dgsgcschwindigkdt  —  l 

denn  dann  bat  man: 

—  »i  yo  =  —  ^^'i  ^0  =  Oi  y'o  —  *  (^) 
Bezeichnet  £  den  Elastidtatscoefficienten  des  Fadens,  so  ist 


oder,  weun 


ffif 


gesetzt  wird,  so  dass  l  den  Wert  von  u  bei  NuUspannnng  anadrackt, 
Jetzt  Unten  die  Gl.  (1)  (2): 


WO  das  Integral  zur  nutcrn  Grenze  l  statt  ««o  bekommen  mnsste,  weil 
von  ti  =  tiQ  bis  tt  =  <  die  Elasticatat  null  ist  Dies  giebt: 

In  Polarcoordinaten,  wo 

X  »  Mcos«;    y  *  ttsinv 

sei,  werden  die  Gleichungen: 

vi 

und  nach  Elimination  von  v'  erhält  man: 

ttV«=  l«(tt>— — FM«(u-./)«=r  ir  (8) 

woraus : 

das  obere  Zeichen  für  wachsendes,  das  untere  ftlr  abnehmendes  u  bis 
u  »  2  gültig.  Beide  Gleichungen  gelten  nur  solange  als  t«  ^  I  ist 


(7) 
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Die  Function  n  niuss  eiu  Maximum  u  ■=  /-f-o  haben,  und  da 
Gl.  (8)  dem  P>l;isticitätsgesetze  entspricht  ,  das  man  noch  für  u  <^  l 
fortbestehen  lassen  kann,  auch  ein  Minimum  u  ^  l — 13;  folglich  hat 
die  Gleichung  17 »  0  zwei  reelle  positive  Wurzeln,  und  mau  kann 
Selzen  • 

£7-iF(a  — u-j-0(^+»*— +  (10) 

HieniAch  steUen  sidi  i  und  «  als  elliptiflche  Integrale  3.  Gattmifr  dar. 
Indes  können  wir  sie  dorch  eine  Vernachltaigiing,  welche  der  Ge- 
nauigkeit absolnt  keinen  Eintrag  tat,  in  ein&chere  Functionen  Aber* 
fahren.  Setzt  man  nAndich  statt  des  Ansdmcks  (8) 

so  ist  die  Differens,  am  welche  letzterer  kleiner  ist  als  ersterer, 

Ihr  erster  Torm  hat  also  die  2.  Potenz  der  elastischen  Läugcndehnung 
zum  Factor,  ihr  zweiter  ist  wegen  des  Divisors  F  damit  von  gleicher 
Ordnung,  wahrend  U  nicht  mit  u  —  l  verschwindet.  Da  nun  das  Kla- 
sticitiitsgesotz  (0)  nur  bis  auf  1.  Potenz  der  Dehnung  gültig  ist,  so 
würde  es,  wofern  k  nicht  sehr  gross  ist,  illusorisch  sein  jene  Differenz 
in  Kechuung  zu  bringen. 

Setit  man  jetit 

so  wird 

y  t;  -  q: ^- V^^*.  wsin^  (13) 

Das  obere  Zeichen  gilt  für  negatives  folglich,  d  a  H  bei  9  —  0 
sein  Maximum  erreicht,  wenn  man  %  mit  /  wachsen  lässt,  für  wach- 
sendes f*,  und  das  Doppelzeichen  entspricht  dem  in  (9).  Die  Gl.  (9) 
gehen  jetzt  über  in 

Sei  f  f,,  f  •■  r,  für  ^  0;  dann  hat  luau  im  iülcrvall,  wo 
zum  erstenmal  u  den  Wert  /  übersteigt; 
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xk  r    


0 

Zur  lutcgratiou  ist  zu  setzen 

*  ^     1  //'/•'4-A/2y,P(;»_«s5)-|-A5«x=* 

tg  — =  1/  ^1  1  'JL^  

dann  wird 

das  ist  mit  W^lassung  dor  Terme  bühorer  Ordnung: 

oder,  da  ^  Hauptwert  von  ist, 

»  =  «'i  +  il^^j,^  -    +     *  7*  (16) 

Die  änssersten  Grenzen  von  4^,  bestimmt  durch  t» » gehen  ans 
(12)  und  (13)  hervor.  Denn  für  u  =  2  wird  nach  (8) 

daher 

In  (15)  nnd  (16)  kann  der  zweite  Term  von  ^  nicht  in  Rechnung 
kommen.  Demnach  sind  die  änssersten  Werte  von  t  und  v 

Hier  ist  nach  (5)  (4)  als  Ergobniss  der  vorhergehenden  geradlinigen 
Bewegung 

{C089=»;  Isinv  ^  X(t— T) 

Bezeichnet  man  diesen  Wert  von  v  durch  a,  so  erhält  man: 
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St  -»  ICOBtt 

Die  gesammte  Stosszeit,  d.  i.  die  Zeit,  während  der  der  Faden  ge* 
spannt  ist,  hat  also  den  Wert 

2»  -  (20) 

und  die  Tangentialversdüebang  wahrend  des  Stesses  hat  den  Centri- 
Winkel 

2R  Xeos« 

2«-:^^^  (21) 
Winkclgeschwiüdigkoit  während  des  Stosses  ist  cuustant: 

"-^^  (22) 

Im  Vorstehenden  sind  die  Bestandteile  ermittelt,  ans  denen  sich 
die  Bewegung  für  allo  Zeit  zusammensetzt ;  denn  aus  den  onnnter- 
brocben  geltenden  Gl.  (7),  welche  und  v'  als  Functionen  von  i» 
allein  bestimmen,  geht  henror,  dass  die  Bewegong  periodisch  ist. 

Sei  um  den  Schworpunkt  S  in  der  Ebono  der  r<  lativ(Mi  Bewefjuup 
mit  dem  Kadius  /  ein  Kreis  beschrieben.  Von  dem  beliebipen  iiinerii 
Punkte  O  beginne  die  Bewegung  in  der  b<*liebigen  Rielitung  oji. 
Auf  OH  fällen  wir  das  Lot  SA,  verlegen  den  Anfang  der  Bewegung 
nach  yt,  nehmen  SA  zur  w  Axe  und  lassen  die  Amplituden  r  da  be- 
ginnen. Dann  verfolgt  der  materielle  Punkt  P  mit  der  c«mstauten 
Geschwindigkeit  X  die  halbe  Sehne  AH  von  der  Zeit  t  »=  T  bis 
t  ^  während  v  von  O  bis  a  wachse. 

lieber  B  binans  beschreibt  P  eine  transcendente  Cnrve  BEB'j 
symmetrisch  snm  grOssten  Radiosvector  8E,  ausserhalb  des  Kruses. 
In  erreicht  er  den  Kreis  und  geht  mit  sdner  Endgeschwindigkeit 
l  aaf  der  Sehne  B'B^^  symmetriseh  sn  BX,  weiter.  In  deren  Mitte 
At  die  Periode  schUesst,  so  dass  die  Stücke  ABEB'A^,  X,iE2,£;|i?,U^ 
A^ßfEfB^'A^  etc.  congment  sind  and  mit  n^eichen  Geschwindigkeiteu 
dvrdilaafen  werden.  Um  die  Werte  der  Yarlabeln  In  den  Haupt- 
pmnkten  flbersIchtUch  insammeninstellen,  so  hat  man,  wenn  man 

a — ««V 

setzt,  so  dass  v  die  Ablenkung  der  Bahn  aub  ihrer  Aufaugsrichtuug 
beseichnet: 
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in  A 

E 

5* 

f  —  A  ^»  \3 

a 

U  »  tCOStt 

f 
» 

f  1  » 

• 

V  —  V 

w 

•»"f-  Cw 

/sin  et 

/sina-j-2(y 

k 

;i 

A 

v-0 

0 

«+» 

• 

2a  4-2» 

in  Ak 

«— r=2i5-(fZ4-T) 

(2H-l)<^+2/.T 

(2/+l)(./+T) 

(2/.— l)^i+2^T 

u  =  /cosa 

l 

l 

«=s2^(a-|-ca) 

(2/.-|-l)a+2/.-w 

(2/.+l)(a+ü,) 

(2i— l)rf+2^w 

(2H-l)('sma+ff) 

A 

A 

v=2A-(«+a)) 

2fc(«+a)) 

(2)l+l)(a+«) 

2^(a+«) 

In  Betreff  der  geradlinigen  Bewegung  von  B'k-x  bia  Bk  bedarf 
CS  nur  der  folgenden  Bestimmungen: 


d  = 


/sina 


ttC08[tr  —  Sijl;(a+a>)]  /C08« 


\ 


(23) 


Um  den  Einblick  in  die  krammlinige  Bewegung  zn  erldchtern, 
wollen  wir  za  Coordinaten  {i}  ftbergehen,  welche  der  Bahn  BBff 
angemesBen  sind.  Sd  die  Mitte  der  Sohne  B&y  An&ng,  die  | 
in  der  Bichtnng  Cff^  die  17  in  der  Richtnng  CK  IHe  nrsprOngliche 
Gleichung  der  Bahn  ist  nach  Elimination  von  d  zwischen  (12)  nnd  (16): 


Nnn  hat  man: 


.  isina  [IjF  ^  ^ 
■»in — cos  1  (ü — t?i) 

t  =  »sin  (9 —Ol) 

1}  =  ticos(« — «1) — <cos  10 


oder,  mit  Yemacblässigang  höherer  Potenzen  der  kleinen  Grössen 
1; — Vi  und  w: 

J  =  tt(t;  — V,)  i     ri  =  u  —  l 

nnd  mit  Znrflchgehen  von  o  auf  1^: 
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.  ,  il  sin  a 

and  mit  Weglassimg  des  Teims  2.  Ordmmg: 

y>^^»  ^„__-co8^  (24) 

In  B  und  jB*  verschwindet  17,  das  ist  bzhw.  fDr  ^  —  —  R  and  R; 
daher  ist  die  Lftnge  der  Basis  BB^ 

,  2RAC09« 
2/sin»  yj^ 

la  E  versehwindet  I  und  ^,  uud  rj  geht  aber  in 

k  sin  a 


Die  Neigoug  der  Taogcute  gegen  die  Basis  ist     —  v  uud  zuor 


(25) 


^,.si«.  (20, 

das  ist  in     nnd  B' 

IV,  —  et  in  // 

Dios  (lifforirt  vom  m  iiaiu  n  Worto  v  v,  "}  (a-j-w)  um  die  Kleine 
1.  Ordnung  to,  ein«'  Abwi-icliung  die  durcli  die  Division  h^id^  aus 
eiucr  Kleineu  2.  Orduuug  liervurgegapgeu  ist. 

Die  Recüticatiuu  der  Curvc  gibt: 

R 

0 

das  ist  der  Quadrant  einer  Ellipse,  deren  Ualbaxen 

l  Acos« 
VF*  VF 

sind.  Dereu  ExcentridtAt  ist  gleich  der  Sagitte  CE^  ihre  kleine  Halb- 
axe  der  Dnrchmcsser  dnes  Kreises,  dessen  Länge  gleich  der  Basis  BB', 

Die  Krflmmnng  der  Corve  ist  g^.  Da  nan  aas  (26)  hervorgeht 
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dv  -  tg«C08aai^.C0ß»(v-n)  -  i^t^a.u^^ 

und  sich  soeben  ergeben  hat 

so  folgt  dnrch  Division  die  Krftmmnng 

öv      y sin  er  cos  «cos 
d»  ^    r  (1  — siu^acos-^)! 

da«  ist  im  Scheitel  £,  wo  4^  0, 

Bv     yp  sing 
&     "1  cos*« 


(27) 


(28) 


in  den  Endpunkten      B',  wo  ^  =  R,      0,  so  dass  also  anch  die 

Krümmung  im  stetigen  Anschluss  an  die  geradlinige  Fortsetzung  der 
Bahn  bleibt. 

Um  anch  die  zur  Bewegimg  verwandte  Zeit  za  berdcksichtigen, 
so  ist 

^-y/^(*-«») 

Da  ^  von  — R  bis  R  variirt,  so  wird  die  Curve  6  in  der  Zeit 

durchlaufen,  uuaLliängig  von  der  Geschwindigkeit  und  Richtunjij  dos 
Anstossos,  ihr  Quadrat  projtortional  der  Fadenläuge  und  der  Masse 
f/i,  und  umgekehrt  proportional  der  Elasticität  des  Fadens. 

Die  Geschwindigkeit  ist 

I 

im  Scheitel  hat  sie  ihr  Minimum  itcosur. 

Die  vorstehende  Rechnung  baute  auf  die  2  Voraussetzungen: 

1)  dass  u  im  Anfang  <<  l, 

2)  dass  X  eine  mässige  GrOsse  sei,  nicht  zn  gross  um  die  GvOese 
(11)  vernachlässigen  zn  können. 

  • 

Es  sind  dcmnacli  noch  2  Fälle  zu  untersuchen,  wo  n  im  Anfang 
und  wo  dasselbe  zwar         aber  X  sehr  gross  ist.  Im  ersten  Falle 
müssen  die  Gruudgleichungen  (7)  so  geschrieben  werden,  dass  sie 
einem  beliebigen  Anfangszustaud  bezeichnet  durch  deu  Iudex  0  ent- 
sprechen, nämlich: 
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Nach  Elimination  von  v'  erb&lt  man: 

-  »V+  (-j'°)\t«"-0-n«- V(i*+t^>-2^  (30) 
Sei        das  Minimnm  von  »;  dann  wird 

oder,  bis  anf  1.  Potenz  von  c  entwickelt 
Soll  also  ^^B«  80  Bcdingong: 


Ist  diese  nicht  erfbllt,  so  überschreitet  die  Bahn  den  Kreis  u=l 
nach  innen,  und  die  Bewegung  ist  die  anfänglich  betrachtete.  Die 
Bedingung  lässt  sich  bei  uoch  so  kleinem  v'q  durch  ein  hinreichend 
kleines  hq — /  erfüllen;  ist  hingegen  Fitt^  —  eine  mässige  Grösse, 
so  ist  r'y  sehr  gross,  uuU  zwar  vq--  klein  von  der  Ordnuug  von 

Sei  l-\-a  das  Maximum,  l-\-ß  das  Minimum  von  u\  dann  giebt 
Gl.  (iJU),  iudem  mau  l-\-a  für  uy,  l-\-ß  für  u  setzt: 


Nach  Eiusetzuug  dieses  Wertes  lässt  sie  sich  in  der  Form  darsteUen: 
Entwickelt  man  bis  an  1.  Potens  der  Kleinen  o,  ^,  so  erh&lt  man: 


2i*  \  '^2uyiy(«+«+0(«»— 


Setzt  man 

u^l+'^^^cos»  (31) 


2  2 

to  wird 
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oder  nach  Weglassnug  der  Kiemen  höherer  Ordnung 

*-('-!-4«)|» 

und,  indem  man  t  mit  4^  vom  Minimum       l-\-ß  an  rechnet, 


(33) 


Da  die  Werte  von  u  nach  Zunahme  von  4^  nm  4R  wiederkehren,  so 
ist  die  Dauer  der  Periode 


Femer  ist 


also  nach  Integration 

nach  Vollendung  der  Periode 

4.  =  4R(l---t/i)j/«-±-^  0«) 

Die  Basis  der  Bahncurve  Ala  ist  demnach  selbst  sehr  klein,  aber  nur 
von  der  Ordnung  während  ihre  Sagitte,  die  OsciUationsweite  A 
Ton  der  Ordnung  1  ist 


Digitized  by  Googl 


imbmidener  wiaientßer  Jhudeh  «Aue  Emmirkung  ämmtt  Kti^  401 

Bezeiclmet  ¥  den  Winkel,  den  die  Tangente  der  Bahn  mit  dem 
kleinsten  Radios  (d.  i.  für  <  =  0,  ^  =  0)  bildet,  so  ist 

öwcosv  —  udv%iwv  dusin  v-f-n9t'C0Sn 

cosv  =    — ;      sinv  =  — —  — — 

Nun  iflt  nach  (31)  (36) 

8..+..iM  _  8*.  ^      +  (37) 


woraoa 


ferner 


|/--t«{(.---¥«).--T^+=^^.-..} 

Fflhrt  man  diese  Werte  dn,  so  findet  man  cosy  als  eine  n^tive 
Kleine  (i)tor  Ordnung,  daraus 

Dies  nach  d  differentürt  und  durch 

dv 

bekannt  ans  (37)  dividirt  giebt  die  Krflmmnng  ^.  Es  ist 

Die  Tieleii  unregelmässigen  Tenne  (Dter,  bzhw.  1.  Ordnung,  weLdte 
man  gleicbfaUa  findet,  sind  hier  weggelassen  worden. 

* 

Die  KrOnunung  ist  also  darehweg  positiv,  am  Ideinsten  im  Hini- 
nram  »  (4^  =  0) ,  daher  ist  die  Bahnenrre  ganz  convex.  Dies  whrd 
auch  durch  den  Teil  1.  Ordnung  nicht  alterirtj  dcuu  der  volle  Aus- 
dv 

dmck  von  9     hat  den  Factor  sind;  es  gilt  also  genau. 
Im  MSnimnm  u  wird,  ToUstftndig  geschrieben, 
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im  Maximnm  u  2R) 

Integrirt  man  den  anf  1.  Ordnnng  entwickelten  Ausdruck  (38) 

" T  "2r \^ + -i+f "Ii — ^äT + "sr ^'^^^ 

von  ^ «i 0  bis  ^  «  4R,  so  ergiebt  sich  die  Bahnlänge: 

Sie  ist,  verglichen  mit  dem  von  aussen  und  innen  berahrenden,  con- 
centrischen  Kreisbogen 

um  kleiner  aU  4«U+«), 

R(a — ß)2 

61.  (41)  dividirt  durch  (32)  giobt  als  Wert  der  Geschwindigkeit: 

in  den  Punkten  0  =  0,  0  =  2R 

Ist  «  ^       so  uimint  sie  bis  dabin  bestundig  ab,  ist  am  grössten 

für  kleinstes  «,  am  kleinsten  fflr  grOsstes  u,  Ist  «>-  3/},  so  hat  sie 
ein  Maximum  für 

nämlich 
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und  jene  2  Werte  sind  Minima. 

Sei  Jetst  wieder  im  Anlmg  so  das»  die  obige  Einftlining 
von  »,  l  Platz  hat;  doch  sei  X  sehr  gross;  dann  teigt  die  Gl.  (8), 
angewandt  auf  das  Maximnm  u,  dass  die  geradlinig  durchlaufene  Kreis- 

sehne  V/* — in  1.  Ordnung,  die  Sagitto  /— x  in  2.  Ordnung  klein 
sein  muss.  IdtMititicirt  niim  die  Ausdrücke  (bj  (lU)  von  l\  betrachtet 
«9    als  gegeben  und  entwickelt  y,         il^  so  findet  man: 

a  21+«*^ — 


1%  (/4-a)(/.^^)(a-^)+Kg+flt 


(45) 


Ans  dem  Ictiten  Ansdinck  ist  ra  enelien,  dass  klein  von  der  Ord- 
nung der  elastischen  Dehnungen  sein  muss,  für  welche  dieselben  noch 
proportional  der  Zugkraft  augcuoramen  werden  können.  Da  auch  y 
und  6  klein  1.  Ordnung  sind,  so  ist  bis  auf  1.  Ordnung 

— +1+ S -(^+ 1-,+ ^) =-(»+1  ^) 

Mod  die  GMchnng  mt'  =  y  (/  gebt  Ober  ia 

'-  y*"(l+|  y(a-«+l)(^+«-ij 


Belli  man 


8  % 
■0  ergiebt  sich: 

Fener  iit  naeb  (44)  (46) 

v^(/+.)('-«j/^;;:, = j/^"    \  "-TO 

daher  nach  (7) 
intcfriri 
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Diese  Resnltate  weichen  im  Hauptwert  nicht  vob  den  anfänglich  er- 
lialtenen  ab.  Daher  wird  die  Natur  der  Bewegung  nicht  dadurch 
verändert,  wenn  l  bis  zu  der  gestattcteu  Grenze  gross  ist.  Es  sind 
demnach  nur  die  2  Fülle  zu  trcuueu,  wo  das  Minimum  u<^l  und 

wo  es  ^  I  ist;  der  Grenzfsll  ist  vom  zweiten  Falle  nicht  ansge- 
schlössen. 


Digitized  by  Google 


Mi^tk:  M«r  dm  m  der  D^mtion  4»r  iVloitlMW  Wik.  Knis,  405 


xxvn. 

XTeber  den  in  der  Definition  der  Potenzlinie 

enthaltenen  Kreis. 

Beitrag  zur  Lehre  von  den  Potenzen  eines  Punktes  mit  Bezug 

auf  zwei  Kreise. 

Von 

Herrn  Prof.  Dr.  L.  Nack 

s«  Ladwigvbnrg. 


§  1. 

Seit  langer  Zeit  ist  in  die  Kreislebre  die  Ik'traclituiig  derjenigen 
Geraden  eingeführt,  welche  —  zu  zwei  gegebenen  Kreisen  gehörig  — 
bald  als  Chordale,  bald  als  Potcnzaxc,  bald  aU  Linie  der  gleichen 
Potenzen  bezeichnet  wird;  sie  ist  gewiss  als  einer  der  wichtigsten 
geometriscbon  Oerter  anzusehen,  wie  sie  ja  auch  in  St  ein  er 's  gross- 
artigen ,^ometri8chen  Betraditnngen*^  [Crelle's  Journal,  Band  L] 
TOB  Tom  herein  und  im  weiteren  Verlaufe  eine  der  bedeutendafen 
Rollen  spielt  Sofern  nun  die  Kenntniss  besagter  Linie  an  die  Be- 
trachtung deijenigen  Grösse  sich  angoknapft  hat,  welche  Potenz  eines 
Punktes  mit  Bezug  auf  einen  Kreis  genannt  wird:  zeigt  sich,  dass 
man  nidit  bloss  von  einer  geraden  Linie,  welche  als  geometrischer 
Ort  des  Punktes  gleicher  Potenzen  zu  zwei  gegebenen  Kreisen  sich 
darbietet,  sondern  in  g:iuz  uiialogoin  Sinne  von  rinem  kreisförmi- 
gen Orte  reden  darf.  Diess  nachzuweisen,  also  einen  bisher  ver- 
nachlässigten Ortskreis  an  das  Lieht  und  zu  seinem  Keolite  zu  brin- 
gen —  ist  der  Zweck  der  folgenden  Abhandlung.  Möge  nur  der  Leser 
sich  gefallen  lassen,  dass  zunächst  in  der  genaueren  Fassung  und  Dar- 
stellung des  zu  berücksichtigenden  Poteozbegriffes  selbst  die  sichere 
Grundlage  fttr  das  weiter  hier  Vorzutragende  gegeben  werde. 
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§  2. 

Wio  auch  ein  gegebener  Paukt  F  gegen  einen  gegebenen  Kreis 
(in  der  Ebene  desaelbon)  liegen  mOgo  —  es  gilt  bekanntlich  der  Satz: 
das  Rechteck  aus  den  Entfernungen  des  Punktes  von  den  Endpunkten 
einer  durch  ihn  gelicnden  Secante  des  Kreises  hat  immer  dieselbe 
Grosse,  was  anch  fOr  eine  Richtung  die  Secante  haben  möge.  Diese 
Grösse  ist  also  immer  dargestellt  durch  das  bestimmte  Rechteck  aus 
den  Entfernungen  des  Punktes  P  von  den  Endpunkten  D^i  des 
nach  ihm  weisenden  Barchmessers;  und  diese  absolute  Grosse  ist 
es,  was  man  nrsprftnglich  unter  Potenz  des  Punktes  P  mit  Besug  auf 
den  Kreis  verstanden  hat. 

Wird  nun  auf  der  Geraden,  die  durch  den  Punkt  P  und  deu  Mit- 
telpunkt M  des  gegebenen  Kreises  geht,  die  Richtung  PM  {von  P 
nach  M\  als  die  positive  erklärt,  die  ihr  entgegengesetzte  als  die 
negative:  so  ist  jeder  der  von  J*  aus  zu  nehmenden  Wege  PD^i 
entweder  positiv  od  r  negativ  gerichtet,  wenn  er  nicht  null  ist.  Wird 
diess  berücksichtigt,  und  wird  dann  jeder  Weg  in  der  auch  sonst  üb- 
lichen Weise  durch  eine  positive  oder  negative  Zahl  oder  Null  dar- 
gestellt: so  liegt  CS  nahe,  die  Potenz  des  Punktes  P  mit  Bezug  auf 
den  Kreis  nicht  mehr  in  der  vorbin  envähnten  absolnten  Weise  auf- 
zufassen, sondern  sie  in  algebraisch  geometrischem  Sinne  zu 
definiren:  als  Product  der  algebraischen  Werte  der  Wege,  welche  von 
P  aus  an  die  Endpunkte  des  nach  P  weisenden  Dorchmessers  gehen. 
So  ist  auch  Steiner  in  seiner  späteren  Zeit  von  der  frttheren  ab- 
soluten Auffassung  zu  der  algebraisch  geometrlBchen  übergegangen. 
[Vgl.  Steinerne  Theorie  der  Kegelschnitte  von  Geiser;  2te  Auflage]. 

Sei  jetzt  r  der  absolute  Wert  des  Halbmessers  eiues  gegebenen 
Kreises,  dessen  Mittelpunkt  M  heisse,  und  sei  e  der  nach  Obigem 
positiv  aufzufassende  Weg  von  einem  gegebenem  Punkte  nach  M. 
Heissen  wieder  D^,  /),,  die  Endpunkte  des  nach  P  weisenden  Durch- 
messers, £>^  etwa  der  bei  P  naher  liegende,  so  ist  nach  der  alten 
Auffassung 

PD.PDii  —  («— r)(c+r)  —  «I— r«,  falls  P  ausserhalb  des  Kreises 
dagegen 

PD,  .PAi     ir-e)ir+e)  =  r«— c^»,  falls  P  innerhalb 
nach  der  neuen  Auisssnng  aber  hat  man 

PD^.PD^^  —  («-r)(«+r)  —  a»— r«,  im  ersten  Falle 

ond 

PD^.PD^i  -  i  -(r— e)il(r+c)  im  zweiten  FaUej 
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cL  h.  nach  der  neaen  Aoffassnng  Ist  für  beide  FftUe  gleichmässig 

wobei  aneb  der  Fall  0  =  r  mit  dngeBchlossen  ist. 

Hiermit  hängt  der  weitere  Vorteil  zusammen,  den  die  nene  Anf- 
fassang  gewährt.  Ist  nämlieh  in  ihrem  Sinne  die  Potenz  eines  Punktes 
mit  Bemg  auf  einen  Kreis  gegeben  =  ±,p*j  so  lässt  sich  der  gegebene 
Wert,  jenachdem  er  positiv  oder  negativ  oder  null  ist,  sofort  er- 
kennen, ob  der  betreffende  Punkt  ausserhalb  der  Peripherie  oder  in- 
nerhalb oder  auf  ihr  seihst  sich  befinde. 

Wenden  wir  die  nene  Auffassung  jetzt  an  auf  das  Yorkommniss,  dass 
ein  Punkt  P  mit  zwei  Kreisen  zugleich  gegeben  sei.  Dann  sind  die 
zwei  zugehörigen  Potenzen  von  P  entweder  beide  gleichartig  oder 
beide  nngldchartig.  Der  erste  dieser  Fftlle  ist  vorhanden,  wenn  ent- 
weder bttde  Potenzen  positiv,  oder  beide  negativ,  oder  beide  null  sind, 
d.  h.  wenn  P  entweder  ausserhalb  des  einen  und  des  andern  Kreises 
liegt,  oder  innerhalb  des  einen  und  des  andern,  oder  in  einem  ge- 
meinschaftlichen Punkte  beider  sich  befindet.  Der  zweite  Fall  liegt 
vor,  wenn  entweder  die  eine  Potenz  positiv  und  die  andere  negativ 
oder  die  eine  positiv  uud  die  andere  null,  oder  die  eine  negativ  und 
die  andere  null  ist,  d.  h.  wenn  P  entweder  innerhalb  des  einen  Kreises 
und  ausserhalb  des  andern  liegt,  oder  i*  ausserhalb  des  einen  und  auf 
der  Peripherie  dos  andern,  oder  P  innerhalb  des  einen  uud  auf  der 
Peripherie  des  andern. 

Die  bisher  gemachten  Bemerkungen  sprechen  wol  deutlich  genug 
dafür,  dass  man  anders  als  bisher  sich  zu  verhalten  habe  gegenüber 
der  gewühnlich  so  lautenden  Aufgabe:  den  geometrischen  Ort 
eines  Punktes  zu  finden,  dessen  Potenzen  mit  Bezug 
auf  zwei  gegebene  Kreise  einander  gleich  seien. 

Sie  ist  —  soviel  ich  sehe  —  bisher  nur  in  dem  Sinne  behandelt 

worden,  dass  die  betretfenden  Potenzwerte  sowohl  absolut  gleich  als 
algebraisch  gleichartig  seien;  es  ist  aber  jetzt  gewiss  angezeigt  auch 
die  Möglichkeit  zu  berücksichtigeu,  dass  jene  Werte  zwar  absolut  gleich 
aber  nicht  gleichartig  seien.  Die  Behandlung  im  ersten  Sinne  führt 
auf  den  allbekannten  geradlinigen  Ort;  die  im  zweiten  Sinne  führt  auf 
einen  kreisförmigen,  den  man  bisher  nicht  beachtet  hat.  Der  nächst 
folgende  §  wird  demselben  sofort  zu  seinem  Rechte  verhelfen. 

«  3. 

Aufgabe.  Gegeben  zwei  Kreise,  ihre  Mittelpunkte 
Mf  und  J^i,  ihre  Halbmesser      und  r^i\  die  Strecke 
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Ml  —  a.  Man  ermittle  und  untersuche  den  geometri- 
schen Ort  desjenigen  Punktes  P,  dessen  Potenz  mit  Be* 
zng  auf  den  einen  Kreis  absolut  gleich  aber  entgegen- 
gesetzt sei  seiner  Potenz  mit  Bezug  auf  den  andern 
Kreis. 

Aaflösnng.  Es  werde  Mi  ab  ürsprang  TechtwinUig  verinm- 
dener  Goofdiiiftteiisxeii  l^JT,  J^Fgenommen,  nnd  der  positiTe  Zweig 
JfjJf  der  ersten  Axe  werde  durch  den  Punkt  gelegt;  alsdann 
sind  die  iwei  SreiBe  dargestellt  durch  die  Gleichongen 

1)    x2+y*-r,»  =  0, 

wo  a,  r,,  bestimmte,  positive  Werte  haben.  Für  jede  Lage  des 
in  Rede  stehenden  Punktes  P  hat  man  zunächst  nach  §  2. 

algeb.  Fotenzwert  zum  ersten  Krds     P&i*— r,', 
„  „  zweiten  „    —  iW^j^—cn* 

wenn  man  aber  die  €k>ordinatenwerte  von  solchem  P  selbst  mit  x,  y 
beseicbnet,  so  Ist 

nnd  ist 

man  hat  also  offenbar  anzugeben 

^    (algeb*  Potenzwert  v.  P  zum  ersten  Kreis  =  a-^-j-^*— r,* 
M   »  w      »       »  zweiten  „    —  («— a)«+y«— r,i« 

Da  non  diese  Potenzwerte  einander  gleich  aber  entgegengesetzt  s^ 
sollen,  so  mnss  ihre  Snmme  nnll  sein,  d.  h.  als  Gleichung  des  hier 
gesnditen  geometrischen  Orts  ist  anzugeben 

4)    {««+y*-r/|+{(aj-a)«+y«~r„*j  =  0. 

Diese  Ortsgleichung  ist,  wie  man  sieht,  ganz  identisch  mit  deijcnigen, 
welche  durch  Addition  der  l>Lideii  Kreisgleichungen  1)  und  2)  selbst 
sich  ergibt.  Demnach  jedes  Paar  zusammengehöriger  Werte  von  x 
und  y,  welches  die  beiden  Krcisglcichungen  1)  und  2)  zumal  befrie- 
digt, muss  auch  der  Gleichung  4)  genügen;  und  jedes  solche  Paar 
welches  die  Gleichuug  4)  nebst  einer  der  Gleichungen  1),  2)  be- 
friedigt, muss  auch  der  andern  genügen.   Somit  ist  zu  sagen: 

I)  Jeder  Punkt,  in  welchem  die  beiden  gegebenen 
Kreise  sich  schneiden  oder  berühren,  ist  auch  für  die 
hier  gesuchte  Ortslinie  ein  Punkt,  in  welchem  sie  je- 
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den  von  jenen  beiden  beziehungsweise  schneidet  oder 
berührt.  Und  jeder  Punkt,  welchen  etwa  die  Ortslinio 
mit  dem  einen  jener  Kreise  gemein  hat  —  sei  es  als 
Schnittpunkt,  sei  es  als  Berfthrnngspunkt  —  mnss  ihr 
in  demselben  Sinne  noch  gemeinschaftlich  sein  mitdem 
andern  Kreis. 

Bringen  wir  jetzt  die  4)  auf  die  sehr  nahe  liegende  Gestsli 


TS)  Der  Ort  des  Punktes  P,  welcher  mit  Besng  anf 
zwei  gegebene  Kreise  absolut  gleiche  aber  entgegen* 
gesetste  Potensen  hat,  ist  völlig  derselbe  wie  der  Ort 
desjenigen  Punktes,  fftr  welchen  die  Summe  der  Qua- 
drate seiner  Entfernungen  von  den  festen  Mittelpunk* 
ten  Jener  beiden  Kreise  constant  gleich  ist  der  Summe 
der  Quadrate  ihrer  Radien. 

Ordnen  wir  die  4)  nach  Potenzen  von  x  und    so  dass  entsteht 


so  ist  aus  der  Gleichheit  der  Coefficionten  von  x*  und  'y'  und  aus 
dem  Fehlen  dnes  mit  xy  behafteten  Gliedes  bereits  zu  ersehen,  dass 
diese  Gleichung  einen  Kreis  darstellen  werde  oder  kOnae.  Bas  klar 
ste  Licht  aber  ftber  ihre  Bedeutung  ergibt  sich,  wenn  whr  zunächst 
ihre  beiden  Seiten  mit  der  Zahl  2  dividiren,  dann  beiderseits  i«*  ad* 
diren.  Hierdurch  und  mittels  leichter  Zusammeafiusungen  erhalten 
wir 


Angesichts  dieser  Form  der  Ortsgleii  Imng  ist  sofort  zu  sagen :  ent- 
weder gibt  es  gar  kein  Paar  reeller  Werte  von  x  und  y,  welche  ihr 
genügen,  oder  es  gibt  ein  einziges  solches  Paar,  oder  es  gibt  aozäh- 
lige.   Die^e  drei  Fälle  treten  der  ikiho  nach  ein,  jeuachdem 


6)  -  n»+r„» 

60  sagt  uns  dieselbe  offenbar 

PÄr,*+iW„«  =  rj»+r,,«,    d.  h. 


> 
< 


Dasjenige  Paar,  welches  in  dem  zweiten  dieser  drei  F&Ue 


auftritt,  ist 
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dien  sind  die  Ck>ordi]iat6Dwerte  des  Halbirnngspanktes  3^  der  Strecke 
M^Mii.  Was  den  dritten  Fall 

angeht  ,  so  ist,  wenn  er  zutrifft,  die  6)  offenbar  die  Gleichung  eines 
eigentlichen  Kreises,  dessen  Mittelpuulit  die  Coordinatenwcrto  ^  nnd 
0  hat,  nnd  dessen  Radius 

sich  darbietet 

Da  (wegeu  a     0)  die  Bedingungsformel 

> 

zu  ersetzen  durch 

>    _  _ 
< 

SO  machen  wir  Uber  die  eben  eingeführte  absolnte  Wnrzel  die  Be- 
merkung :  sie  ist  gleich  der  Hypotenuse  h  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks, dessen  Katheten  sind  riV2  und  rjiV2.  Nun  ist  der  Satz  aus- 
zusprechen: 

ni)  Wenn  zu  zwei  nach  Lage  nnd  Grösse  gegebenen 
Kreisen,  deren  Mittelpunkte  A/|,  heissen  mögen,  der 
geometrische  Ort  desjenigen  Punktes  gesucht  wird, 
dessen  Potenzen  mit  Bezug  auf  jene  einander  absolut 
gleich  aber  entgegengesetzt  sein  sollen:  so  zeigt  sich 
dieser  Ort  entweder  imaginär,  oder  er  reducirt  sich 
auf  einem  einzigen  Punkt,  den  Halbirungspnnkt  34  der 
Strecke  oder  er  findet  sich  als  eigentlicher,  um 

eben  diesen  Punkt  34  zu  beschreibenden  Kreis.  Wel- 
cher von  diesen  drei  Fällen  eintrete  hängt  davon  ab, 
wie  gross  die  Strecke  3/,3/ji  sei  gegen  die  Hypotenuse  h 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  als  dessen  Katheten  zu 
nehmen  sind  die  Diagonalen  der  zwei  Quadrate,  welche 
über  den  Halbmessern  j euer  Kreise  als  Grundlinien  sich 
errichten  lassen.  Je  nachdem  die  Strecke  M<^My^  grös- 
ser als  Ä,  oder  gleich  /<,  oder  kleiner  ist:  hat  mau  den 
ersten,  zweiten,  dritten  der  augegeben  Fälle. 
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Um  nun  die  vcnchiedeiieii,  bei  ansrer  Aufgabe  za  beachtenden 
fincbeinmigen  deito  genaner  und  sicherer  zo  erforschen,  wollen  wir 
für  die  GrOesen  r^,  rj^  jede  der  zwei  möglichen  Annahmen 

rj  — rj,  nnd  rj^r« 

besonders  berücksichtigen  und  (Icnigciniiss  das,  was  jede  von  ihnen 
eigcntümlichcb  bewirkt,  auch  besonders  hervorhebon. 

Lassen  wir  also  in  die  allgemeine  Gleichung  6)  zunächst  die  An- 
nahme r|  =r  Tu  »  r  eingehmi;  jene  wird  dadurch  flbengeHlhrt  in 

Für  die  iu  dem  allgemeinen  Satz  III)  aufgeführten  Falle  reducirt  steh 
nun  die  Bedingungsforroel  beziehungsweise  auf 


und  der  zum  dritten  dortigen  Fall  gehörige  Wert  des  Halbmessers  q 
reducirt  sich  auf   

.  - 

Hiernach  ist  zu  sagen 

IV)  Wenn  zwei  gleiche  Kreise  nach  Lage  und  Grösse 
gegeben  sind,  so  findet  sieh  der  Ort  des  gleiche  aber 
entgegengesetzte  Potenzen  mitBezug  auf  sie  habenden 
Punktes  entweder  imaginär,  oder  auf  Einen  Punkt  re- 
ducirt, oder  als  eigentlicher  Kreis  — je  nachdem  der 
Abstand  der  Mittelpunkte  der  gegebenen  Kreise  grö- 
sser ist  als  die  Summe  ihrer  Halbmesser,  oder  gleich, 
oder  kleiner.  Der  im  dritten  Fall  auftretende  Halb- 
messer^ des  Ortskreises  ist  zu  constrniren  als  Kathete 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  von  welchem  die  andere 
Katliete  nebst  der  Hypotenuse  bekannt  ist;  die  Hypo- 
tenuse nftmlich  gleich  dem  gemeinschaftlichen  Halb- 
messer (r)  der  zwei  gegebenen  Kreise,  die  bekannte 
Kathete  gleich  dem  halben  Abstand  ihrer  Hittelpunkte* 

Ans  Vorstehendem  ist  —  übereinstimmend  mit  der  allgemeinen 
Angabe  I)  —  auch  zu  entnehmen 

V)  Wenn  zwei  gegebene  gleiche  Kreise  frei  ausein- 
ander liegen,  so  ist  der  geometrische  Ort  des  gleiche 
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aber  entgegengesetzte  Potenzen  mit  Bezug  auf  sie  ha- 
benden Punktes  imaginär.  —  Wenn  jene  vou  aussen  sich 
berühren,  so  reducirt  sich  der  Ort  auf  den  bczügliclicn 
13erühruugsj)ui)kt,  wobei  als  Potenz  werte  auftreten  —  0 
und-|-0.  —  Wenn  jene  vielmehr  sich  schneiden,  so  ist 
der  Ort  derjenige  Kreis,  welcher  die  gemeinschaftliche 
Sehne  der  zwei  gegebenen  selbst  als  Dttrchmesscr  ent- 


Machen  wir  Jetst  iBr  die  GrOsBen  r^,  r^j  die  zweite  der  za  be- 
rflcksichtigeiideii  Annahmen  (nämlich  r,  nnd  r,,  ungleich),  und  aetien 
wir  des  bestimmteren  ri>r,i.  Da  nun  2r,*+2r„*  jedenfalls 
(rj-4-*'ii)^+(»'i  —^uy,  nnd  da  bei  der  Annahme  r,  >•      jede  der 
eben  eingeführten  (zusammcngosetzten)  Quudratsbason  positiv  ist:  so 

kann  man  für  die  schon  in  III)  eingeführte  Grösse  h  {h  =^y2r,^-{-2rj,*) 
bemerken,  dass  sie  auch  als  Ilypoteiinse  desjenigen  rechtwiukligen 
Dreiecks  sich  darbiete,  welches  die  eine  Kathete  habe  gleich  der 
Summe  der  zwei  gegebenen  Radien,  die  andere  gleich  der  Differenz. 
Und  hiernach  emp6ehlt  es  sich,  die  allgemeine  Ortsgleichung  6)  aus- 
dracklich  noch  auf  die  Form  zu  bringen 


Hftlt  man  sich  an  diese,  so  Hegt  es  nahe  die  folgenden  Bemerkangoa 
zn  machen  zu  den  drei  HanjrfiäUon,  welche  man  in  dem  allgemeinem 
Satz  ni)  zn  unterscheiden  hatte. 

Ist  der  Fall  f  ^  //  vorhanden,  so  sieht  mau,  dass  in  der  Bedin- 
gung «  ^> /<  immer  mitgesetzt  ist  die  Forderung  rtl>»*i  +  ''m 
die  Forderung,  dass  der  kleinere  der  zwei  gegebenen  Kreise  ganz  frei 
aasserbalb  des  grösseren  liege. 

Ist  vielmehr  der  Fall  a  =  h  vorhanden,  so  zeigt  sich  auch  noch, 
wie  vorhin,  mitgesetzt  <f  >*i -f ''i n  somit  Ja  !>  J(r, -}-r,,).  Sofern 
aber  die  Annahme  a  h  jetzt  mit  der  bestimmteren  weiteren 
verbunden  ist,  so  ergibt  sieh  für  auch  die  Angabe  ein- 
fach deswegen,  weil  alsdann  tr  —  h'^ 2r^- 2»^^^  mit  sich  bringt 
<^  4r,^  oder  a  <C.  2ri.  Die  Verbindung  also  der  beiden  Angaben 
a  =  h  und  r,  r„  bringt  mit  sich,  dass  der  kleinere  der  zwei  ge- 
gebenen Kreise  ganz  frei  ausserhalb  des  grr.sseren  liege,  und  dass 
der  Punkt  A/q  (der  Ilalbirungspuukt  der  Strecke  3/iA/ti)  frei  inner- 
halb des  grösseren  gegebenen  Kreises  sich  beAndc. 


Ist  endlich  der  Fall  a  <  A  («  <  V(r, -f  — vor- 

banden, so  ist  hiermit  dem  »  nicht  bloss  jeder  vou  Ü  bis  zu  (r^-H^ii) 


h&lt 


7)  i'-tf+U 


(ri  +  rn)-  +  (ri-^-n)'-«' 

SS  ^~^— ~— ^~~— ^^~~~T— ""*"^~^"™"« 
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itt  denkende  Wert  zugelassen,  sondern  es  ist  auch  die  Möglichkeit 
a^ri'-f"*'!!  dnrchans  nicht  ahgeschuitten;  es  kann  recht  gut  a 

r,+r,i  8ei%  wfthrend  es  gleichwol  <  y(»*i+«'ii>* + i^i — ♦'m)*) 
Sofim  aher  die  Annahme  a-<A  mit  der  weiteren  Bettinim«af  r,>r,| 
verbanden  sein  soll«  die  wir  Jetzt  festhaltett:  so  ist  (wegen  a*<ßr^* 
+2r„*)  noch  viebnehr  als  vorhUi  <;  4r,^,  a  <  2r^^  <  rj,  d.  h. 
-^1-^  <  Sieht  man  dann  zugleich  avf  die  (bei  a  <C  reell  nnd 
positiv  ansihUende  ChrOsse  ^,  deren  Wert  ist 


so  bat  man  offenbar  immer: 

V  <  4ri»,   d.  h.    ^  <  r,. 

Die  Fmcbt  vorttebender  Erwftgungen  ist  der  Satst 

VI)  Wenn  zwei  nngleicbe  Kreise,  mit  Mittelpunk- 
ten Ml  und  M^i,  mit  Badien  rj,  ri„  nnd  zwar  <*i>>r„  ge- 
geben sind,  und  man  sucht  den  Ort  des  gleiche  aber 
entgegengesetzte  Potensen  mit  Bezug  auf  jene  haben- 
den Punktes:  so  hat  man  die  Strecke  M^M^^  zu  verglei- 
chen mit  der  Hypotennse Ades  rechtwinkligen  Dreiecks 
aus  Katheten  rt^rjj  nnd  ri— r».  Findet  sich  dann 
^^i>K  wodurch  die  gani  freie  Lage  des  kleinerea 
Kreises  ansserhalb  des  grosseren  mitgesetzt  ist:  so  ist 
der  gesuchte  Ort  imaginär.  Ist  ü^Hu  —  was  gleich- 
falls nur  bei  gant  freier  Lage  des  kleineren  Kreises 
ansserhalb  des  grosseren  antreffen  kann:  so  redncirt 
sich  der  gesuchte  Ort  auf  den  Halbirnngspnnkt  der 
Streke  iftl^i*  ®*  findet  sich  1^  innerhalb  des  gro- 
sseren gegebenen  Kreises.  Ist  endlieb  ü^l^i  wo- 
durch die  ganz  freie  Lage  des  kleineren  gegebenen 
Kreises  ausserhalb  des  grosseren  sieht  ansgeschlos- 
len,  aber  Jede  andere  Lage  zugelassen  ist:  so  findet 
sich  der  gosncbte  Ort  als  eigentlicher  Kreis,  dessen 
Mittelpunkt  M^  innerhalb  des  grosseren  gegebenen 
liegt  Was  den  Radius  q  des  Ortskreises  betrifft,  so 
ist  er  als  zweite  Kathete  des  rechtwinkligen  Dreiecks 
zu  constrnircn,  dessen  Hypoteuuse  JA,  und  erste  Ka- 
thete =  j3/,A/,j  bekannt  siud^  uud  liicrboi  findet  sich 
immer  9<C<'i* 

Wem  man  die  eben  genacbten  Angaben  (namentlicli  f  <r,  nnd 
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Mq  innerhalb  des  f^rössoren  gegebenen  Kreises)  mit  denjenigen  des 
Satzes  I)  verbindet,  so  gewinnt  man  dio  folgenden,  mehr  anschau- 
lichen Bestimmungen. 

VII)  Wenn  ein  Kreis  JT^  und  ein  kleinerer  in  sol- 
cher Lage  gegeben  sind,  das»  ein  eigentliclier  Kreis  Kq 
als  Ort  desjenigen  Pnnktes  sich  findet,  dessen  Poten- 
zen mitBeang  anf  K^^X^i  absolut  gleiche  aber  entgegen- 
gesetzte Werte  haben:  so  hat  man  mitBftcksicht  anf  die 
verschiedenen  m(^glichen  Fälle  der  gegenseitigen  Lage 
von     nnd  K^i  folgende  Angaben  zu  machen. 

a)  Wenn  itTn  frei  ausserhalb  von  liegt,  so  fällt  Kq 
frei  innerhalb  von  K^, 

Denn  bei  der  gemachten  Annahme  ist  durdi  Satz  I)  zunfichat 
dies  unmöglich  geinacht,  dass  und  sich  schnöden  oder  berüh- 
ren. Da  ferner  naich  VI)  der  Mittelpunkt  von  frei  innerhalb 
von  und  da  ^  <  sein  muss:  so  bleibt  nur  flbrig,  dass  Jfj)  von 
Kl  frei  umschlossen  werde. 

b)  Wenn  A'j  und  Ä',,  in  einem  Punkte  sich  äusserlich 
berühren,  so  werden  beide  in  eben  diesem  Punkte  von 
Ao  berührt  (nach  I);  und  Kq  liegt  (wie  sein  Mittelpunkt 

innerhalb  vou  K^, 

c)  Wenn  JTj  nnd  K^^  in  zwei  Punkten  sich  schneiden, 
so  geht  a;,  durch  eben  diese  Punkte  (nach  L),  hat  übrigens 
seinen  Mittelpunkt      innerhalb  von  AT,. 

d)  Wenn  Ki  und  ATj,  in  einem  Punkte  sich  von  innen 
berühren,  so  werden  (nachl.)  beide  in  eben  diesem  Punkte 
yonK^  berührt  Dabei  wirdJTo  von  JT^  umschlossen  (wegen 
Lage  von  Jli^  und  Q<C^i\  ^nd  wird  K^^  von  umschlossen 
(wegen  Ungileichartigkeit  der  Potenzwerte). 

o)  Wenn  A'^  frei  innerhalb  von  A'j  liegt,  so  hat  der 
Kreis  Aq  weder  mit  Ki  noch  mit  A'„  einen  Punkt  gemein 
(nach  I.).  Dabei  findet  sich  Kq  frei  innerhalb  von  (wegen 
Lage  vou  äIq  uud  Q<Crx),  und  wird  A',,  vou  Ajj  frei  umschlos- 
sen (wegen  Ungleichartigkeit  der  Potenzwerte). 

Wenn  die  vorstehenden  Sfttze  zum  Teil  den  Eindruck  einiger 
Schwerfälligkeit  machen,  so  wird  dies  für  die  etwa  weiter  zu  ent- 
wickelnden um  so  eher  und  wird  so  lange  zu  befürchten  sein,  als 
für  den  neuen  Ortskreis  nicht  ein  passender  kurzer  Namo  vorhanden 
ist.  Wie  soll  nun  dieser  lauten?  Wer  für  die  in  §  1.  berücksichtigte 
gerade  Ortalinie  den  Namen  „Potenzenaxe"  liebt,  möchte  füglich  ge- 
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seigt  aem,  tmBem  Ortskreis  als  den  ,,Potenze]ikrei8  so  zwei 
gegebenen**  zn  bezeichnen;  dem  steht  aber  der  Umstand  entgegen, 
dass  Yon  Steiner  [iu  Grelle's  Jonmal,  Band  I.,  geometrische  Be- 
trachtungen, Nr.  XI.]  bereits  die  Bcncnuang  ,,Potenzenkreis  zweier 

gegebeneu  Kreise"  in  ganz  anderem  Sinne  gebraucht  ist  Hienach 
wäre  wol  besser  an  den  für  „Potenzcnaxe''  auch  geläufigen  kurzen 
Namen  „Chordale"  anzuknüpfen.  Ith  möchte  deshalb  vorschlagen 
den  Ortskreis  unsres  §  kurz  als  den  ., Chordalkreis  zu  zwei 
gegebenen  Kreisen''  zu  benennen,  und  ich  werde  mir  vorerst  — 
wenigstens  im  weiteren  Verlaufe  dieser  Abhandlung  —  gestatten, 
dieser  Bezeichnniig  mich  zu  bedienen. 

Anmerkung.  Durch  die  80  sehr  einfachen  Rechnungen  unsres 
§  ist  vollkommen  der  Weg  gebahnt  auch  zu  weiteren  Untersuchungen, 
die  von  Interesse  sein  dürften;  ich  hebe  z.  B.  hervor  die  Betrachtung 
derjenigen  Erscheinungen,  die  sich  dann  darbieten,  wenn  von  den  in 
der  Aufgabe  gegebenen  Elementen  a,  r,,  r,,  eines  oder  mehrere  ver- 
änderlich werden.  Besonders  wichtig  dürfte  die  Untersnchnng  sein, 
welche  an  die  Annahme  sich  knüpft,  dass  zwar  r,  und  rj,  constant 
bleibea,  aber  a  stetig  alle  positiTon  Werte  Ton  0  bis  a  dnrchlanfe. 
Da  zeigt  sich  nicht  bloss  d^  entqiFecbende  Gang  der  Grösse  ^  der 
Beachtung  wert,  sondern  vielmehr  noch  die  Aendemng  def^^it^S^ 
Wegstttckes  «r,  wdches  dnrch  die  Gleichnng 

daigestellt  wird;  es  ist  dies  der  wdcher  yon  dem  Punkte 
an  über  Jd^  hinaus  bis  zn  dem  in  dieser  lUchtong  liegenden  Punkte 
D  des  Chordalkreises  geht  Die  hiebei  namentlich  angezeigte  IVage 
nach  dem  Maximum  oder  Minimum  des  Weges  M^D  ist  unsdiwer  zn 
erledigen;  nur  würden  wir  durch  genaueres  Eingehen  auf  diese  Dinge 
zu  sehr  von  dem  Hauptzwecke  diese»*  Arbeit  abgelenkt  werden. 

Dagegen  darf  allerdings  nicht  unterdrückt  werden  eine  Bemer- 
kuug,  welche  schon  au  die  eigentliche  Einleitung  unsres  f  sich  knüpfen 
konnte,  und  tta  welche  man  leicht  die  strenge  Begründung  finden  wird. 

Wenn  beliebig  gegen  einander  geneigte  Coordinatenaxen  OX^  OY 
gegeben,  und  wenn  mit  Bezug  auf  sie  irgend  zwei  Kreise  JT^,  i^i 
durch  Gleichungen 

— 0  und  ^«.y  — 0 

dargestellt  sind:  so  ist  die  Gleichnng  qp-|-i/;  =  0  auch  uon  die  Dar- 
stellung des  zu  ATj,  A']i  gehörigen  Cbordalkreises,  wie  wir  es  zunächst 
bei  rechtwinklig  verbundenen  Coordinatenaxen  g^emt  haben.  Diese 
Angabe  *4st  ganz  analog  der  längst  bekannten,  dass  die  Gleiehnug 
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<p — ■rif  =  0  für  die  Chordalo  jener  gegebenen  Kreise  gelte,  und  für 
beide  Angaben  ist  ihre  Richtigkeit  gleichgut  mit  Hilfe  der  hier  ge- 
botonon  Mittel  nacljzuweison.  So  wären  auch  alle  eigentlichen  Hanpt- 
lehreu  von  der  Chordalc  oder  Potenzenaxe  zweier  gegebeneu  Kreise 
ganz  nach  der  Analogie  unsres  §  3.  durch  Stellung  und  Auflösung 
der  entsprechenden  Aufgabe  zu  entwickeln.  Und  dabei  dürfte  man 
in  den  Fall  kommen  —  gegenüber  früheren  Behandlungen  dc^s 
Gegenstandes  —  sowohl  einer  grosseren  Leichtigkeit  und  Sicherheit 
des  Fortgangs  als  auch  einer  grösseren  YoUBt&odigkeit  und  Geuaaiff- 
keit  dw  Beeultate  sich  za  erfrenen. 

§  4- 

Wenn  der  zn  zwei  gegebenen  KreiBen  JT^,  Jr,i  gehörige  Ghoidal- 
kreia  nicht  imaginftr  ist,  so  ergeben  sich,  für  alle  Fälle  giltig,  zwei 
Hanptbestimmangen,  weldie  ganz  nnmittelbar  an  die  begrUFsmft&sige 
EigentQmlichkeit  jedes  seiner  Periphericpnnkte  sich  anknüpfen. 

I)  Ist  P  ein  beliebiger  Peripheriepunkt  des  Chordalkreises,  etwa 
innerhalb  von  JT^,  also  aosserhalb  von  K^^  bctindlich,  so  ist  das  Quadrat 
jeder  der  von  P  ans  au  K^^  zu  ziehenden  Tangenten  PTj,i ,  PU^^ 
gleich  dem  Bediteck  aus  den  Abschnitten  jeder  durch  P  gehenden 
Sehne  des  Kreises  JT^.  Fasst  man  von  soldien  Sehnen  insbesondere 
die  ins  Ange,  welche  in  P  selbst  halbirt  ist  und  deren  Endpunkte 
Ol,  JZi  heissen  mOgen:  so  zeigt  sich  P  als  Mittelpunkt  eines  dnrch 
Qu  Bf  und  die  Berflhningspnnlcte  Tu,  Jener  Tangenten  gehenden 
KieiseB.  Fflr  diesen  also  ist  die  Sehne  Q^B^  ein  Durchmesser,  und 
seine  Peripherie  mnss  die  des  Kreises  K^^  in  den  Punkten  » 
rechtwinklig  schneiden.  Hienach  ist  zu  sagen: 

Wenn  zu  zwei  gegebenen  Kreisen  ein  eigentlicher 
Chordalkreis  vorhanden  ist,  so  zeigt  sich  jeder  einzelne 
Peripheriepunkt  des  letzteren  selbst  als  Mittelpunkt 
eines  solchen  Kreises,  welcher  den  einen  der  zwei  gege- 
benen rechtwinklig  schneidet,  in  den  andern  aber  —  als 
Sehne  desselben  —  seinen  eigenen  Durchmesser  legt 

II)  Zu  deu  Kreisen  A\,  A',,  und  dem  zugehörigen  Chordalkreise 
K  sei  eine  beliebige  Gerade  gedacht,  welche  mit  A",  die  Schnittpunkte 
Au  Bj  gebe,  mit  Kj^  die  Punkte  2?jj,  mit  Ä'  endlich  die  Punkte 
7*  Q.  Auf  dieser  Gcrad(^n  werden  positive  und  negative  Richtung 
beliebig  aber  bestimmt  nntorschieden,  so  dass  jeder  der  Wege,  welcher 
von  einem  der  sechs  Schnittpuukto  zu  einem  andern  geht,  seinen 
ganz  bestimmten  algebraischen  Wert  habe.  Sofern  nun  jeder  Punkt 
des  Chordalkreisea  absolut  gleiche  aber  entgegengesetzte  Potenzen 
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mit  Bezug  auf  A',  uud  Ä',,  hat,  so  müssen  für  die  eben  erwäUuteu 
algebraiseli  gerechneten  Wege ,  näher  für  die  von  und  Q  aus  zu 
nehmenden  die  zwei  Gleichungen  stattfinden 

jede  von  ihnen  streng  begründet  dadurch,  dass  die  zwei  links  stohen- 
den  Quotienteuglieder  absolut  gleich  sind,  während  das  eine  —  als 
Prodnet  gleichgerichteter  Wege  —  positiv  ist,  das  andere  —  als  Pro- 
duct  ungleicbgerichteter  —  vielmehr  negativ.  Die  ans  1)  und  2) 
folgende 

ist  sofort  auf  die  Form  zu  bringen 

und  da  die  hier  vorkommenden  Quotienteuglieder  immer  noch  alge* 
braisch  gerechnete  Wege  sind,  so  liefert  vorstehende  DopfX'Iverhältniss- 
gieichiuig  schon  fttr  sich  allein  (vgl.  die  folgende  Anmerkung)  die 
Angabe: 

Wenn  unsre  Seoaiife  /'(,'  als  Vi  rrini^'ung  zweier  Geraden  gedacht 
wird,  so  sind  diese  zwei  in  der  Art  prujectiviäch,  dass 

den  Punkten     Q,  ulj,      der  einen  der  Reihe  nach  entsprechen 
die  Punkte    (2,  /*,  i^i,  ü,,  der  andern. 

Die  obige  Gleich  Uli  "j:  .'{)  uiul  fbenso  die  l)  beziehen  sich  auf  eine 
b(*?timiiit  gedachte  Figur.  NWuii  nun  letztere  unverflndert  bleibt, 
und  je  der  in  i^ie  eingeführte  Buchstabe  immer  seine  anfängliche  Stelle 
beibehält:  so  bleiben  die  Gleichungen  3)  und  4)  auch  dann  richtig, 
wenn  man  in  iiinen  irgend  eine  der  drei  folgenden  Vertanschungen 
vominunt, 

erstens  nur    .1,  und  7/,  tlurchgängig  mit  einander  vertauscht, 
z>\i'itcns  nur  A^^  und  //,,  „        „  „ 

drittens  sowohl  .t,  und  /v,  dnr«  Im.ingig  vertauscht,  als  auch 
.1]^  uud  Uli  durchgängig  unter  sich  vertuuächt. 

Vermöge  dieser  drei  Arten  von  VertanschmigeD  kommen  aim  za 
der  4)  als  weitere,  wesentUch  Ncnes  besagende,  fQr  die  nnprOngtich 
gedachte  Figur  giltigo  Gleichungen: 

TMl  LXU.  ST 
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bei  welchen,  wie  bei  der  4),  der  algebraisch  geometrische 
Charakter  der  einzelnen  Glieder  zu  betonen  ist 

Diese  5),  6),  7)  begründen  für  die  zwei  in  unsrer  Secante  ver- 
einigt zu  denkenden  Geraden  die  drei  folgenden  weiteren  Formen 
der  projectivischen  Beziehong: 

erste  so,  dass  den  Punkteu  /^J,  vi,, 

der  Reihe  nach  entsprechen  Q,  l\  ^1,,  B^^\ 

zweite  so,  dass  dun  Punkten    P,  0,  v!,,  B^^ 
der  Keihc  nach  entsprechen      7',  i^,,  vt^; 

dritte  so,  dass  den  Punkten  B^, 
der  Reihe  nach  entsprechen     P,  ^1^,  Au. 

"Worden  nun  die  Ergebuisso  zusammengefasst,  welche  die  Aus- 
legung der  Gleichungen  4)  bis  7)  darbietet,  so  ist  offenbar  der  all- 
gemelue  Satz  auszusprechen: 

Wenn  zn  zwei  gegebenen  Kreisen  i^,  Ku  ein  eigent- 
licher Chordalkreis  vorhanden  ist,  nnd  wenn  man  ir- 
gend eine  Secante  einfuhrt,  welche  mit  JTj  die  Schnitt- 
pnnkte  Ai,  Bi  gibt,  mit  die  Punkte  ulj^,  i^u,  mit  Jt 
endlich  die  Punkte  P,  Q:  so  bilden  die  genannton  sechs 
Burchschnlttspunkte  eine  Involution,  und  diese  ist  im 
Sinne  geometrischer  Anschaulichkeit  genauer  so  zu 
beschreiben.  Wenn  man  in  der  Secante  zwei  Oerade 
vereinigt  denkt,  und  wenn  mau  auf  der  einen  nimmt  die 
vier  Punkte 

(beliebiger  dos}       (beliebiger  des  ^ 
^    \ Paars  A^,  -öj  '     (Paars  ' 

so  sind  jene  Geraden  in  dem  Sinne  projectivisch,  dass 
den  eben  genannten  Punkten  der  ersten  der  Reihe  nach 
auf  der  zweiten  Geraden  entsprechen 

(  übriger  des  )      (  übriger  des  ) 
^'    \Paar8  ^1,  -öj  '    (Paarst,,,  Ä«)* 

Anmerkung.  Manchem  Leser  dieses  Blattes  ist  es  vielleicht 
erwünscht,  dass  die  an  Gleichung  4)  unsres  §  angeknüpfte  Behauptung 
aber  die  projectivischo  Beziehung  zwischen  den  Punktreihen  P,  Q, 
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A^,  und  I\  B^^  B^^^  noch  aoslülirlich  und  mit  den  einfachsten 
Mitteln  bewiesen  werde. 

Für  diesen  Zweck  —  ganz  im  Sinne  der  dort  schon  gemachten 

Auilcutuug  -  ist  OS  weseutlich  wenigstens  die  Hauptsätze  hcrau- 
zuziebeu,  welche  für  beliebig  gegebene  Punkte  T/,  r,  U'  einer  Geraden 
dann  gelten,  wenn  auf  dieser  der  Gegensatz  der  Kielitungen  bestimmt 
berücksichtigt  und  zu  entsprechender,  algebraischer  Auswertung  der 
Wege  verwendet  wird.  Man  hat  dann  bei&anntUch  allgemein 

0)  C/K  — —  KL',    d)  ÜK—  IfTK+H^K—  WV—WU. 

Hienach  sind  aus  der  Gleichiug 

A^   i^-^,  /Mi  _^  QB,  PB, 

nonres  §  hemleiten 

PQ    A,Q        QP  B^P 


4a) 

4b) 


PA.^A^A,,  Q/y„  B,B^^ 
PQ  A,,Q       QP  B,,P 


PA^  A^^A^  B^B^ 

auf  die  sofort  darzulegende  Art 

Um  z.  B.  Yon  4)  auf  4a)  zn  kommen,  haben  wir  znnäclist  nur 
dafür  zn  sorgen,  dais  anf  jeder  Seite  der  4)  bloss  dieselben  Weges- 
grössen  noch  Torkommen  wie  anf  der  gleichnamigen  Seite  der  4a). 

Die  linke  Seite  der  4)  ist  aber  gemäss  der  Gleichungen  ©)  und  <I) 
zu  ersetzen  durch 


dann  durch 


dann 


dann 


endlich 


\PA,^  fajv  aq  y 

PQ  A,Q      PQ.A^Au  .  A^A,^ 

PA^^     All,    PA^,A^Q^PA^^  • 

PQ+QAj^±A^_  PQ.A^A,, 
PAt^  PA^,A^i£ 

PAj,^.A^Q' 


Durch  ganz  analoges  Verfahren  wird  die  rechte  Seite  der  4)  über- 
geführt in 

QP.B.B^^ 


^  QB^^.B^P 


87* 
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Es  ist  also  ans  4)  doreh  blosse  Anwendung  der  ©)  and  d)  za  iktai 

die  Glcicliuug 

welche  durcli  oiutacho  Uniwandhiug  jeder  Seite  in  einen  Doppel- 
quotienten sofort  die  Gestalt  4a)  erbälL 

Da  mau  nun  ohne  weiteres  Übersicht,  wie  auch  die  4b)  aus  der 

4)  mittels  der  ©)  uud  ([)  zu  gcwiuueu  sei,  so  darf  mau  iibcrzeugl 

sein,  dass  allerdings  vermöge  der  Glcicbnngcn  0)  und  ([),  d.  b.  ver- 
möge des  algebraischen  Charakters  der  in  4)  vorkonunfiDdcn 
Wegcsgrösson,  immer  die  drei  Gleichnngcn  4),  4a)  und  4b)  zonul 
bestehen.  Fttr  diese  Trias  ist  es  ferner  charaktoristischf  dass  Ihre 
drei  liukcn  Seiten  der  Kcihe  uach  auf  Grund  der  Zuordnuugen  (P,  Q), 
(J\  J,),  (/•,  J„)  ebenso  gcbildi't  sind  wie  die  rcLlilcu  auf  Gmud 
der  auulugL'ii  Zuurdiiaiigcu  /*),  (U.  />'jK  7^'],).  Mau  niolit  also 
dass  liier  iu  tler  Tat  drei  suleho  Duiii)el\criialtnissL'lt.  ii.iiungL'U  \or- 
liegcn,  wie  sie  nach  der  ursi)rüngliclien  Darslcllunu  Steiners  ((Kr 
sich  biebei  tlui'cbaus  au  absolute  Stretkcuwei  te  gebalti'u  bat)  für  die 
projcctivisebc  Ueaiebung  zweier  geraden  Punktreibeu  notwendig  oud 
hinreicbcud  siud.  —  Dazu  braucht  kaum  uucb  bemerkt  zu  weidon, 
dass  alle  Gleichungen  uusrcs  §  —  von  3)  au  —  eben  auch  dauo 
wahr  sind,  wenn  die  in  ihnen  vorkommenden  Wcgo  sämmtlich  nicht 
als  algebraische,  sondern  einfach  als  absolute  Werte  genommen  werden 

S  5. 

Wenn  naeb  der  lUdeutuiig  yiiragt  wird,  wekbe  der  hier  oin- 
poführte,  zu  zwei  gegel)enen  Kreisen  geböiige  ( 'hordallvreis  für  dif 
Geometrie  haben  oder  gewinnen  möchte:  so  ist  es  für  niie'li  selbst 
jedenfalls  angezeigt,  zunäebst  fremdes  Urteil  hierüber  abzuw.uieii. 
Es  bleil)t  ja  doch  immerbin  dieses  sicher,  dass  die  Beachtung  lus 
Cb ordalkreises  so  gut  als  die  der  Cbordale  als  eine  wissenschaftliche 
Ptlicht  des  Mathematikers  erscheinen  mttsse.  Und  wie  sehr  die  Be- 
rQcksichtigttng  des  einen  und  des  andern  geometrischen  Orts  zur 
wissenschaftlichen  YoUständigkeit  gehöre,  darf  ich  wol  noch  zu  Te^ 
anschaulichen  suchen  durch  folgendes  einfache  Beispiel. 

A  u  f  e  i  n  r  u  n  b  e  g  r  i'  n  z  t  e  n  G  e  r  a  d  e  n  sei  e  n  v  i  e  r  1*  u  n  k  t  e , 
vt,  yy,  «,  j3,  ganz  beliebig  gegeben;  es  soll  auf  jener  Ge- 
raden selbst  jeder  solche  Puukt  A'  ermittelt  werden, 
welcher  der  Forderung  genüge,  dass  das  Hechteck  mit 
Seiten  XA,  Xü  gleich  sei  dem  Kecbteck  mit  Seitca 
Xu,  Xß. 
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Bei  ran  geometrischer  Behandlung  dieser  Aufgabe  liegt  es  nahe, 
zncrst  an  die  altbekannte  Lehre  von  der  Potenzenaxo  zweier  Kreise 

sich  zu  crinuem.   Denn  wenn  solche  Ober  AB  und  ttß  als  Durch- 

messorii  Ix'schriebrn  sind,  und  iiuui  führt  die  /u  ihnen  gehüriiic  Po- 
tenzenaxo oder  Chordah'  ein:  so  ist  klar,  das«;  diese  (niemals  fehlende) 
mit  der  (Jeradeu  AJJaß  ciueu  Durchschnitt  A'^  gibt,  welcher  der  Auf- 
gabe geuügt. 

Mit  diesem  allein  sich  zu  beruhigen  wftre  nun  sehr  Obel  getan. 
Dies  ist  einesteils  ans  jeder  streng  au^olcgteu  algebraisch-geometrischen 

IJehandluug  der  Aufgabe  zu  entnehmen,  sofern  sie  notwendig  auf  eine 
(übrigens  leieht  zerlegl»are)  (ileieliung  des  dritten  Grades  fiihrt.  deren 
Wurzeln  man  suelien  muss;  andernteils  wird  es  uns  gauz  uuiuittelbar 
nahe  gelegt  Uui'ch  uusere  Lehre  vom  Chordalkreis. 

Heisst  nämlich  K  der  Chordalkrcis,  welcher  zu  den  vorhin  er- 
wähnten, fiber  AB  und  aß  zu  beschreibenden  Kreisen  zu  suchen  ist, 

und  findet  sieh  A*  als  cigentlieher  Kreis:  so  liefert  dieser  mit  der 
gegebenen  Geraden  Aliaß  zwei  Durch-^chnitte  A',,,  A'j,,,  deren  jeder 
der  Aufgabe  genügt.  Findet  sieh  A'  auf  einen  Punkt  A»  n  dueirt.  so 
hat  man  sich  au  diesen  zu  halten,  weliher  auch  nutwendig  auf  dit; 
gegebene  Gerade  zu  liegen  kommt.  Ist  endlieh  der  Chordalkreis 
imaginär,  so  behält  man  in  diesem  Falle  bloss  die  durch  A',  gebotene 
Auflösung  der  Aufgabe,  während  in  den  zwei  vorhergehenden  Fällen 
beziehungsweise  drei  oder  zwei  von  eiimnder  verschiedene  reelle  Auf- 
lösungen vorbanden  sind.  —  So  erkennt  man  gewiss  deutlich  genug, 
wie  die  obige  Aufgabe,  sowohl  was  Construction  als  was  Determination 
betrifft,  wesentlich  erlange  die  vereinigten  Benutzungen  der  Chordale 
und  des  Ghordalkreises  zu  zwei  gegebenen  Kreisen. 

An  die  Ausfühnmir  vorstehender  geouietrisehcn  Betrachtung  er- 
laube ich  mir  nur  noch  die  Bemerkung  ausdrticklich  zu  knüpfen,  dass 
08  keiuc  Schwierigkeit  hätte,  auch  die  hier  (§  3.)  durch  Rechnung 
entwickelten  Hauptsätze  sämmtlich  durch  Anwendung  des  rein  geo- 
metrischen Verfahrens,  ohne  die  Hilfsmittel  der  Coordinatentheorie, 
zu  gewinnen.  Davon  kann  man  sich  durch  eine  leichte  Ueberlegung 
flberzeugeu,  welche  an  Satz  ü)  des  §  3.  zu  knüpfen  ist.  Man  braucht 
sich  luebei  nur  zu  erinnern,  wie  leicht  die  gewöhnliche  Elementar- 
gcometrie  auch  ihrerseits  den  geometrischen  Ort  des  Punktes  zu  fin- 
den wiss(\  für  welchen  die  Summe  der  Quadrate  seiner  Entfcrnuugeu 
von  zwei  fest  gegebeucu  Puukteu  einen  constantcu  Wert  haben  soll. 

Ludwigsburg  im  Februar  1878. 
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XXVUI. 


Untersuchangen  über  das  Dreieck. 


Von 


Emil  Hain. 


IV. 


Beispiele  symmetrischer  Transversalensysteme. 

1.  ABC  scion  die  Ecken  dos  FundaineutaldrL'iecks.  Die  eine 
Seite  der  Geraduu  BC\  welciie  das  Dreieck  selbst  enthält,  sei  die 
positive,  die  andere  die  negative.  Tragen  wir  von  B  aus  auf  AB 
die  Länge  -|-"'  ^^^U  so  befindet  sich  der  andere  Endpunkt  Ac  auf 
der  positiven  Seite  von  BC.  Ist  a'  negativ,  so  müssen  wir  AB  über 
B  hinaus  verlängern.  Wird  a'  als  symmetrisch  nach  ä,  c  {BC  =  n) 
vorausgesetzt;  so  bestehen  zwischen  den  Ab  verschiedene  Boziehuu- 
gon,  Yon  denen  einige  im  folgenden  aufgestellt  werden. 

Es  sei  BAe »  a' «  CAb»  Wird  a'  als  positiv  Toransgesetzt  and 
sind  Ac{a),  A«{b),  A4c)  die  Normalen  von  Ac  auf  die  Seiten  des  Drei- 
ecks ABC\  80  gibt  die  Figur: 


Acia) 
AcW 

Ae(c) 


a'foikß 

(e — a')8in4X 

0 


wo  "Wkl.  BAC  =^  o;  ebenso: 


Abia) 

Mb) 


asiü  y 


0 

(i— a')sina 
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Die  Form  dieser  Ausdrücke  hloibt  bestellen,  wenn  sich  .1^,  Ar  auf 
der  audern  Seite  von  ßC  bctiudcu,  iu  welchem  Falle  a'  uegativ  zu 
Dchmeu  ist. 

Werden  die  den  Seitennormalen  proportionalen  Ansdracke  als 
trimetrische  Coordinaten  gebraucht,  so  bekommen  wir: 

Aso'sin^  (c— a')8ina  0 

2F  2F 
ac     ^        '  be 

=  ri>         a(c— a')  0 

Ah^ac  0  a(6  —  a) 

Die  Yerbindungsgerade  zweier  Punkte      \a  haX  die  Gleichung: 

X,i      iii  in 

U  ifi 
Sonach  ist 

Xa      a'b  a*e 
Ai,A^=    xb    ü(c— a')        0  —0 
Te        0        a(ft  — o') 

oder  wenn  wir  nur  die  Coeflicicuteu  der  xa  schreiben: 
Ftlr  «'  —  «  wird: 

Zwei  Gerade: 

siud  parallel,  wcuu: 

I  «1  I 

,  (*t  I  ^ 

\  a    b  Ol 

Die  Hannonikale  des  Inknüscentrums  des  Axendreiecks  (die  gerade 
Polare  dieses  Punktes  in  Beiug  auf  die  dreiseitige  Curro  ABC)  hat 
die  Gleichung: 

Nun  ist: 

(a  — *)(a  — c)   A(a  — 6)    c(a— c) 


1 


1 
b 


1 

e 


=  Ü 


Die  ^ft^r  siud  also  für  o'  a  cinauder  parallel  und  zwar  der  Har- 
monikaien i\o'>  Inkreiscontrums. 

(Archiv  XXXXYX.   Emsiuauu^  EntlerQuagäortdrcieck). 
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Fflr  a'  —  —  a  erhalten  mr: 

AhAc  =  (a+6)(a+c)    — Ä(tf +       — <?(o+c) 
In  diesem  Falle  treffen  die  AhAe  die  BC  in : 

^jl  =  ü       c{a  +  c)  — ^«-j-Z,) 

=  0  c(«+c)(*+c)   — 6(<»+*)(i+c) 

Die  ^1  liegen  in  der  liarmouikalcu  des  Punktes: 

hc{b+e) 

des  Spiclcer'sciien  Punictcs,  des  Inkreiscentrums  des  Mittendreiecks. 
Für  a'«=  6+<?  wird: 

AbAc  = «  Ä+c 

Die  trclTon  dann  die  BC \\i  jcucii  Punkten,  in  welciicn  die  äusse- 
ren Wiukelbalbirendou  die  Gegenseiten  trcüeu. 

Für  a'  =h'  ^  V  —  Vi,  wird: 

Die  AbAc  treffen  die  BC  in  Punkten  J,,  welche  in  der  Geraden 
a{m — o)  liegen.  Der  Punkt  «(m — a)  wird  also  auf  folgende  Weise 
constniirt:  Man  trage  von  den  Ecken  des  Dreiecks  ABC  auf  den 
Seiten  desselben  gleiche  Stacke 

BAc  =  CAb  =  w 

nach  Innen  (oder  nach  Aussen)  ab.  Die  AhAe  treffen  die  BC  in 
Punkten  der  Geraden  aCm^a),  wo  das  obere  Zeichen  für  die  Con- 
strnction  nach  Innen,  das  untere  für  die  nach  Aussen  gilt 

Ist  das  Dreieck  ABC  gleicbscitig,  so  erhalten  wir: 

AhAc^a* — a   a*  «' 

Drei  Gerade: 

bilden  ein  Dreieck  von  der  Fläcbe: 
wo 

^1  =  ^«  (V«— ^a^^i) 
Ftlr  die  Ai,Ac  ist  hier: 
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Wir  haben  also  den  Satc: 

Liegen  auf  deu  Seiten  Ali,  AC  eiiu's  glrichseiti^jm  Divicrks  «Ii«' 
Punkte  Acj  Ab  so  auf  derjenigen  Seite  von  JJC\  welche  das  Dreieck 
enthält,  dass: 

BAc  —  CAb  — 

so  wird  fttr  const  auch  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks,  das 

die  Geraden  bilden,  constant  FOr  £a'^a  schneiden  sich  die 
AkAf  in  einem  Punkte. 

2.  A^  sei  ein  solcher  Punkt  in  tlrr  KIxmkj  eines  Dreieck-  A /iC\ 
dass  die  Stralen  JiA^,  CVl,  mit  fl<  r  jtnsitjven  Seite  m»u  i^r  die  Winkel 
ß'.  y'  bilden.  Bi'/eiehnen  wir  mit  «  di<'  Winkel  des  Dreiecks  und 
mit  ^i(a)  die  Ivormalen  von  A^^  uul  dio  BC\  so  gibt  die  Figur: 

Atib)  ^  sin(y-  y^) 
A^(a)  **  sin/ 

A,(r)  _  sm(ß-ß') 
Ai{a)  aiüß' 

IHe  trimetrischen  (Koordinaten  ton  A^  sind  also: 

8iu(y-y')  ^(ß-ß') 
'  siny  sinp 

=  sin/i'sin  /  sin jS'sinCy — /)  sin  y'^iaiß  — 

Dann  ist: 

.4.1^  =  0  siuy'sin(i3— ii')   —  sin/3'8in(y 

Diese  Gerade  triilt  BC  in 

ya  Li  0  sin/5'siu(y—  y')  siuy^in(|5  — /S') 

=  0    sin/)'sin(y  — sin/'ain(/)- /3')8in(a-a') 

Wir  habeu  bouach  deu  Satz: 

Liegt  so  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  dass  die  A^B^ 
A^C  mit  der  positiven  Seite  von  BC  die  Winkel 

AiJÜC  =  ß\  A^CB'^f 

Mldcn;  dann  treffen  sieh  die  AA^  in  einem  Punkte 

y  ^  Bin  a'tin{ß--ß')  sin(/— /) 

Wenn  ilie  Stralen  /iJ,,  C-l,  mit  der  negativen  Seite  von  dio 
Winkel  ß\  y'  bilden:  «o  siud  die  «'  negativ  zu  nehmen.  Jedem  Punkte 
y  entspricht  also  ciu  Puukt 

7S8la«'8inöl+;')Bin(y+/) 
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Wir  wollen  sie  durch  die  Bezeichimiigeii     ,      ameinasder  lialten, 
80  dass 

»  sin  ti'miß — ß')  siaCy  ~~  /) 
r-  s  8iii«'8iii(|f+r)riii(y+y') 

Ffir  «'sr2a  winl: 

y+  =  sin  2«  8iu(^  —  2/3)  8iu(y  —  2y) 
=  sioacososiu/isiuy  =  cos« 

d.  h.  Liegen  die  Punkte  so  in  der  Ebene  eines  Breiedn»  dass 
die  Geraden  J9Jt,  CÄ^  mit  der  positiven  Seite  von  BC  Winkel  bil- 
den, die  zweimal  so  gross  sind,  als  die  Breieckswinkel  in  den  be- 
treffenden Ecken;  so  geben  die  AA^  durch  das  ümkreiseentrum  des 
Urdreiecks. 

Far  «*—  j  wird 

u     6  y 
f^ssin^Bin^sio^^  1; 

wir  erhalten,  wie  die  Figur  unmittelbar  of|sicbt,  das  InkreiscentmnL 

Dividiren  wir  den  Ausdruck 

dnii'8in(/JT/S')8iii(yq:y') 

durch  Jlcosfltcosa'  und  setzen  wir  tang«i'«>  oj,  so  finden  wir: 

=  «iC08/3  cos  y  [taug  ^  taug  y+b^       (6,  taug  y       tang  ^)] 

Fflr  Ol  SS  6|  =  «1  »  tangl     i  wird 

y^^  ==  f  cos^cosy-f  siu/SsiuyHFsiua 
(Archiv  LIX,  418.) 

Die  Werte:  k  »  46",  c  =  1  geben  das  Puuktcpaar: 

cos(/)— y)4r8in«r 

Dasselbe  teilt  die  Entfvrniiug  des  Grebe'scbcn  Puuktcs  vom  Mittel- 
punkte des  Fcuerbacb'scbcu  isureises  barmouisch. 

V. 

Die  Autipunktc  des  Umkreises. 

Ist  P  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  ^es  Dreiecks  ABC^  U 
der  Mittelpunkt  des  Umkreises  desselben;  so  liegt  auf  der  Geraden 
UP  jenseits  von  P  ein  solcher  Punkt  %  dass 
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^flT—  UP 

Diesen  Punkt  $  nennen  wir  den  Autiponkt  von  P  bezüglich  des  Um- 
kreises. 

P  sei  gegeben  durch  seine  Coordlnalen  in  Bezug  auf  das  Drei* 
eck  ABC,  so  dMi: 

P^pa   pk  pe 

Bezeichnen  wir  mit  P(a),  ip(a),  Uia)  die  Normalen  der  Punkte  P, 
1P,  ü  mf  die  BC;  so  ist: 

^<«>-^«'  i;(«)-rcos« 

wenn  BC—  o,  ^ABC  —  P,  Winkel  CAB ssa^  Aü^r, 

Die  Figur  gibt: 

2l/(a)  -  P(a)+»(a) 

Die  Coordiuaten  von  P  sind  proportional  dou  ^(a),  wir  erhalten : 
¥  =  coso— ^  .^j^j  =  Cosa— (cos«+«>»^«>«y) 

Sowol  dio  Figor,  als  die  so  erhaltene  Form  von  $  aelgt,  dass  der 
Ort  der  Pnnkto  $  eine  Gerade  ist,  wenn  die  P  anf  einer  Geraden 
liegen.  Es  entspricht  dann  Jeder  Geraden  eine  Gerade  0«,  deren 
Gleichung  irir  um  bestiaunen.  Haben  wir 

80  ist 

ta  —  cos«(6sc»+t-rc)— acos/Jcosyxrt 
Ans  diesen  drei  Gleicbnagen  eigibt  sich: 

Ja  COS«  COSO 

Jft   —  COS  y  COSO  cos/3 
Jr        008 y       — cosacos^  i 

=  — aC0S/}00S/I«+^CO8«(ft+<'C0S*€e 

Dies  in  die  Gleichung 
eSogeaetit,  gibt: 

Ist  o,  —  a,  SO  wird  aach  d.  b.  die  QBendUdi  entfemta  Qa- 
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radeist  sich  selbst  coiyagirt.  Ebenso  muss  ai^oi  werden,  wenn 
die  Gerade  n,  dnrch  U  geht.  Es  ist  dann: 

Nun  ist: 

Zoicosa  »  0 

F 


also: 


cos  a+ cos/}  cos  }^  ^ 


Sind  also  ?(93C£  die  Autipunkti'  von  ABC,  so  sind  wt'gcii  diT  Con- 
gruenz  dieser  beidon  Dreiecke  /'  inid  %  Cougruouzpuuktc.  fc>ü  ist 
z.  B.  der  Höhcuschaitt  des  Dreiecke         der  Puukt: 

cos  a(6  cos  er  cos  y  -|-  e  cos  « cos  /}) — a  COS  /J*cos  7*==  cos  « — cosj!^ cos  y  Ä  S 

Sind  aS,  11  Schwcrqunkt  und  Huhcnscbnitt  des  Urdrciecks,  so  liegt  iS 
bezüglich  VU  harmonisch  zu  S, 


VL 

Uober  einige  Symmotriekegelschnitte. 

l.  Trifft  eine  Gerade  die  Seite  HC  des  Dreiecks  AliC  in  Jj, 
und  /M, ,  wo  /*  ein  bcliebigei-  l'uukt  in  der  Ebene  des  Dreiecks  ist^ 
die  Seiten  .16',  AB  in  Ae\  so  liegen  diu  Punkte  Ah  auf  einem 
Kegelschnitt 

sei  gegeben  durch  die  Coordinateii ;  j^i,  ^^6,  j>  •   Die  Gerade 
A^B^C^  habe  die  Gleichung 

Dann  ist: 

FAi  S  — b^pa    — C^pa 

Ah'^Cip  0 

WO 

Wir  nchmcu  au,  die  Punkte      liegen  auf  dem  Kegelschnitte 
Zwei  von  deu  Puukten  Ab  liegen  auf  BC\  sie  sind: 
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Für  diese  Paukte  ist 


guCi^-^gccf^i'pe'-i-'^gbcCibijic  =»  0 


Uieraas  erhalten  wir: 


Sonach  ist 


9aa  ^  *H"i  'pipe 


—  2y4e  «  paibi'e^'-^bgeipkpe) 

Die  Gieichaug  des  Kegclscliuittcs,  auf  welchem  die  Ab  liegcu,  ist  dem- 
nach : 

£a^{hiph\c^p^pa4i^£pu[{aiPa\b^pb){aiPa  f  Cjpc)  I  O^c^pkpc'^nxt^O 
Für      »  a  wird: 


Die  Gerade  ist  in  diesem  Falle  die  nnendlieh  entfernte  der  Drei- 
eckebene. Die^,  liegen  im  Unendlichen.  PA^  wird  der  IfC  parallel. 
Man  hat  den  Satz: 

Zielit  mau  durcli  eiueu  Puukt  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  za 
deu  Seiten  desselben  l^arallele,  so  liegen  die  Schnittpnnkte  derselben 
mit  den  Seiten  anf  einem  Kegelschnitt 

2.  Ks  trofte  eine  (iorado  die  Seite  HC  iks  Dreiecks  A13C  in 
-Ij.  y  sei  ein  Iieliebiger  Punkt  in  tU'i*  Kbeiie  ile>selbeii.  In  J,  werde 
zu  /M  eine  Parallele  gc/ogt  n,  wi  khe  die  Seiten  -I//,  AC  iu  Acy  Ah 
trifft.   Die  Punkte  ^1«  liegeu  auf  einem  Kegelschnitt. 

Die  Gerade  A^B^C^  habe  die  Gleichung: 


Der  unendlich  ferne  Punkt  Ton  AP  liegt  anf  der  Geraden 


Verbinden  wir  diesen  Punkt  mit  A^^  so  erhalten  wir  die  Gerade 


^  fi(f'Pb-\-<'pc)pbp, 


'c 


Für  r=pa  ist 


ArsO  PC  — />* 


uud  hat  die  Form 


axü-jrbxh-i-cxc  =  0 
bpk+Cpe    —  «JH    —  apc 


pb  -\-  f'ipc)  b^(öpb  4"  cpc)  Ci{b pb  -i-cpe) 
=  aog*  bgO,'  Ciq' 


Digitized  by  Godgle 


430  Hain:  Untersudiungen  über  das  Dreiedc. 

wenn  wir  setzen 

a'  ^  b  pb-{-c 

Somit  ist 

^ts«ia'      0      — oaj' 
Ae  s  h^a'   — oa,'  0 

Setzen  wir  die  Coordinaten  dieser  beiden  letzten  Pnnlcte  in  die  Glei- 
chung 

ein,  so  erhalten  wir: 

ghb{c^f>')^+gcc{bh^)*—2gi,cbh'b^'c,  =  0 
gu(ec^')^+gcc{hcy  —  2gkccc'c^b^  =  0 

Hieraus  folgt 

Sonach  liegen  die  Ah  auf  dem  Kegelschnitt 
3.  Es  seien 

«1«'«+ ig  Xfc4-  fg  a-c  =  0 

die  Gleicliungcn  zweier  Geraden,  vi,,  ^1^  seien  ihre  Schnittpunkte 
mit  der  Seite  BC.  AP{P^pa)  schneide  die  Gerade  in  /«'; 
A^Pa  die  AB^  AC  m  At^  Ah.  Dann  liegen  die  Ak  auf  einem  Kegel- 
sdmitt 

Mit  den  Abkürzungen 
haben  wir 

P«'  5  flf'    —  tfsfl    —  OtJIc 

AiPa  =  «»«"i'    b^a^'  Cy€^' 

Diese  Oerade  trifft  die  AC^  AB  in 
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Zwei  der  Puuktc  Ab  liegen  auf  der  UC\  sie  sind: 

In  ähnlicher  Weise  wie  in  den  froheren  FftUen  erhalten  wir  einen 
Kegelschnitt 

-SViMi^a'H-  "^^ghc  xfc  0 


VIL 

Paukte  Steiuer'scber  Verwandtschnft 

P  und  Q  seien  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  einee  Dieiecks 
ABC.  AP  treffe  BC  in  P«.  Die  besQgUeh  BC^  APm  harmonischen 
Gegenttnden  von  QPa  trete  sich  in  einem  Pnnkt  Es  sei 

Dann  ist 
Zwei  Gerade 

0|r«+    ar*  +  Cj  flr«  =  0 

werden  durch  das  Geradenpaar  »a|  J^Aa,  iiarmonisch  geleilt.   )^  ist 

1    0  0 
Die  Coordinalen  der  QPa  sind: 

l>*8«  —  Pf 9*  ~  K.O  +  Ä.l 
peqß  =  JI.|>«+A.O 

Diese  Olelchnngen  geben 

Die  Coordinalen  des  harmonischen  Gogenstrales  Ton  QPa  sind  dem- 

—  {p^^c—pc  qh)    pc  q<t    — ptqm 

Der  harmonische  Gegenstral  von  QFm  sn  APm%  BC  und  der  von  QPk 
SU  üAi  Cil  haben  also  die  Formen 
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Wir  haben  nnn 


—  2>c  qb       i^rt  qc  —  2'c  'i'<  Üb 


PaQc  —  ptqa      paqb  \ 


— P*  3«   J»e -^P^qo 
paqk  — peqk 


qh{  2ihpc  qa  -\-pa Pb  qc  — i'f  i^a  qb) 


Pcqb—pbQc    pcqn  '  „  ^ J_„,^  ^       «  «.^  ^ 

Die  hannonischeii  Gogenstralcn  der  QP«  trelfen  sich  also  im  Sym- 
metriepunkt 

Süimcli  ist  die  eingaugs  dieses  raragra])heii  gestellte  Behauptung  be- 
wiesen. Der  Puukt  (/  ist  bekannt  als  der  Steiuersche  Gegenpunkt 
von  Q.  Kr  ist  der  zu  in  I>ezug  auf  den  KegelsehiiittbUschel  AJiCr 
co^jugirtc  Pol,  wio  sich  auf  foigcudo  Weise  eingibt 

Die  Gleichung  irgeud  eines  Kegelschnittes,  der  durch  ABC  geht, 

ist: 

Die  Polare  ?on  Q  bcsfiglich  dieses  Kegelschnittes  ist  die  Gerade 

BUgheqbge  , 

Nun  ist 

•    ^{fJnhqh-\-Oacqe)  X  q^i  pa  pi>fIr-\-- Jh- J^^qb  —  J^bjycq^)  — 
^gobpcp.t  qa  qb-  -\-  ^Ü<ibl)a2>b  qaqbqc  —  ^^(Jubpb pc  qa'  qh 
+  2:gar2>cpn  qa  qbqc  +  ^Qaepapk  qe^qa  —  ^gaeptpe  qcq«^ 
— «  'S^IIqa£gkepbpe 

Weil  /'  nach  der  Voraussetzung  ein  Basispnukt  des  Büschels  ist,  so 
Nvird  ^gbcpbpc  =  0.   Q'  geht  also  durch  alle  Polaren  von  U. 

Ist  P=  S  =  &c  der  Schwerpunkt  des  Axendreiecks,  so  ist 

Qa'  =  qa  (ifl» + eqe  —  aqa) 

Für  Q  =  G^a  wird  ausserdem 

a(i*+c>— a*)  =  COS« 

Der  Steiner'sche  Punkt  des  Grcbe'scheu  Punktes  bezüglich  des  Schwer- 
punktes ist  das  Umkreisccutrum. 

Der  Punkt  der  gleichen  Panüleltransrersalen  ist 
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r=  öciab-^-ac  —  öc) 

(Archiv  LXI  17b). 

T  ist  also  der  Steiner'sche  Gegcnpunkt  von    In  Bezog  auf 
das  Inkrelscentnun  des  Urdreleeks.  Wir  liaben  also  folgende  Con- 
Btracdon  von  T: 

I  seien  Schworpnnkt  und  lukreisccntram  des  Dreiecks  ABC, 
AI  treffe  BC  in  la.  Mau  ziehe  za  SU  den  bezüglich  BC^  ATa  vierten 
harmonischen  StraL  Die  so  gezeichneten  Stralen  treffdn  sich  in  T, 


vm. 

Die  konischen  Polaren. 

1.    Sind  Tn,  /)«  (Ion  AlistämUu  clor  Tuukto  JT,  /'  von  den  Seiten 
BV  des  Dreiecks  ABC  proportional,  so  gilt  die  Beziehung 

för  alle  Punkte  liues  Kegelschnittes,  der  durch  die  Ecken  A  geht 
und  den  besonderen  Kamen  ,,konischo  Polare  Ton  F  in  Bezug  anf 
das  Dieisdl  ABC''  fahrt 

Setsen  wir 

8  =s  i>pa  Ii  le, 

80  ist 

die  Form  der  Tangente  ini  Punkte  |  der  Curvc  S.   Für  A  ist 

Dio  Tangente  iu  A  ist  die  Gerade 
sie  trifft  die  in 

Die  ^1  liegen  in  der  Geraden  /»ij»r>  der  Uarmonikalen  von  1\ 

Trifft  die  Harmouikalo  von  /'  die  BC  in  JJ«,  so  sind  die  AU^ 
Tangenten  der  konischen  Polaro  von  1\ 

Fdr    — j».  ist  pkit+ikU  -  %«i>c 

Diu  Harmouikalo  eines  Punktes  fallt  mit  der  Polare  desselben 
bezüglich  seiner  konischen  i'olaro  zusammen. 

TdlUDL  ta 
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Die  Polare  von  Q  =  qu  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 

hat  die  Furui:  i>(>(/c4'i^c(i*'* 

Die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  konische  Polare  eines 
zweiten  Punktes  ist  zugleich  die  Polare  dieses  Punktes  in  Bezug  auf 
die  konische  Poktre  des  Ersten.  Die  Gleichungen 

geben  die  Goordinaten  dos  Mittelpunktes.  Derselbe  hat  die  Form 

e  pa  0  \ 

Der  Kegelschnitt 

£p(,  Tixc=  0 

ist  eine  Parabel,  wenn  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Glei- 
chung der  unendlich  entfernten  Geraden  genügen.  Es  muss  also  sein: 

In  variablen  pa  stellt  diese  Gleichung  einen  Kegelschnitt  dar,  welcher 
die  Seiten  des  Urdreiecks  in  ihren  Mitten  bertlhrt 

Die  konischen  Polaren  aller  Punkte  derjenigen  £llii)se,  welche 
die  Seiten  des  Urdreiecks  in  den  Mitten  berührt,  sind  Parabeln. 

Xacli  Schoudel  (Klcmeutc  der  analytischen  Geometrie,  Seite  79) 
ist  der  Kegelschnitt 

Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  der  Ausdruck 

negativ,  Null  oder  positiv  ist 

Ist  P~  jhi  tpa-^-b-^-c  ein  Symmetriepunkt  erster  Ordnung, 
so  gibt  die  Rechnung 

^  =  —  lü/'-y^  —  ^(pabc£a — iaibeSa 

Für  i)usitivo  cp  ist  also  .S  inimer  eine  Ellipse.  Die  AiiMösung 
der  Gleichung  9  0  gibt  zwei  reelle  Wurzeln  für  cp.  rnter  den 
konischen  Polaren  der  Synin\etriei)unktü  erster  Diniousiou  gibt  es 
immer  zwei,  aber  nur  zwei  Parabeln. 

FOr  das  Inkreiscentmm  wird 
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Kau  ist 

ab  -\-  ac  ^  a* 
2Zhc  >  Xrt« 

^  ist  negativ.  Die  konische  Polare  des  Inkreiscentnims  ist  eine 
Ellipse. 

Die  EQipse  Snttc  =  0  schneidet  den  Umkreis  des  ürdreiecks, 
die  konische  Polare  des  Orebo'schen  Punktes  2arb  rc  =  0  im  ruuktc 
(a — b)(a — <•),  dem  harmonischon  Pole  der  Geraden  // — c,  auf  wel- 
cher alle  Punkte  (pa-\-fj-\-c  liegen.  Dieser  vierte  Schuittpunkt  ist 
Basispuükt  dos  Kegelschnittbüschi'ls 

Durch  Protection  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  konisciien  Pulan-n  aller  Tunkte  einer  Geraden  scbuciden  sich 
IUI  liarmouisclicu  Pol  derselbcu  bezüglich  des  L'rdrciecks. 

Dies  erhellt  anch  nnmittelbar  ans  der  Gleichung  XpHn^rc  — 0 
seihst  Der  harmonische  Pol  einer  Geraden  ar«  ist  der  Punkt  nov. 
Die  konische  Polare  von  P  ist  der  Ort  der  harmonischett  Pole  aller 
Geraden,  welche  dn«xrh  P  gehen. 

2.  Die  konische  Polare  des  Schwerpauktcs  hat  die  Gleichung: 
Hier  ist 

Die  Curve  ist  eine  Ellipse,  ihr  Centrum  der  Schwerpunkt  S  =  be, 

Trifft  die  Harmonikale  von  P  die  ITC  in  i7a,  so  herOhrt  die 
konlache  Polare  von  P  die  Die  ATIm  sind  hier  die  durch  A 

SU  BC  gezogenen  Parallelen. 

Die  konische  Polare  des  Sehwi  rpunkies  ist  eine  Ellipse,  deren 
Centrum  der  Schwerpunkt  ist,  und  weKhe  die  durch  die  Ecken  des 
Dt  ( i(  cks  zu  den  Gegeuseiteu  parallel  gezogcueu  Geraden  berührt.  Die 
Gerade 

trim  die  Ellipse  in 
Es  ist 

6*@r5  — a      26  2c 

Die  Deternüuaute 

—  a    2*  2c 
10  0 

a  he 

verschwindet.  @»@c  ist  parallel  zur  BC, 
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Ist  S  der  Schwerponkt  des  Jlreiecks  ABC  und  wird  die  koniscbe 
Polare  des  Pnidctes  8  bezflglich  des  Urdrelecks  von  AS  in  &a  ge- 
troffen, so  sind  die  ®i@e  parallel  den  BC. 

Die  AS  und  BC  sind,  weil  BC  durch  AS  halbirt  wird  und  die 
durch  A  zu  BC  gezogene  Parallele  Taageute  st,  coi^ugirte  Halb- 
messer. 

Die  durch  iS  zu  BC  parallel  gezogene  TransTersale  trifft  die 
Ellipse  in  den  Punkten  Vb^te.  Man  findet 

Die  Elimination  aus  den  Gleichungen 
gibt 

Kft  =  «c  coCl+yS)  a&d— y3) 

ac  =  Äc   ca(l— yS)  a^(l  +  V3) 

Die  Entfernung  der  beiden  Punkte  9»  Vc  wird  durch  die  allgemeine 
Distanzformel  bestimmt,  welche  fttr  zwei  Punkte  Qsga  gilt, 

so  dass 

- 

WO 

Die  Rechnung  gibt: 

Ferner  ist:   

2i;a' 


Ausserdem  haben  wir: 

a    2J^  4JP 
Sind  <r,  y  die  Halbaxen  der  Ellipse;  so  ist: 


0*^ 


9 

3y3 
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Die  AnfldeiiDg  dieser  Gleichoogen  gibt: 

Die  koniBi'be  Polare  dvs  Schwcrpiiuktcs  ist  zugleich  die  Itleiusto 
KUipsc,  welche  uach  Kuler  dein  Dreieck  ABC  amscbriebea  werden 
kanu.   Sie  hat  den  Flächcuiulialt: 

AFtc 
3V3 

(Archiv  XI). 

DL 

Die  geraden  Polaren. 

1.  Die  Gloiciiuug  der  geraden  Polare  eines  Punktes  i  in  Bezug 
auf  die  Curvo 

ü^/ixay   X*,   arc)  =  0 

lautet : 

wenn  in  U  fttr  die  «  die  {  subetitoirt  werden.  Dieio  Gerade  heisst 
auch  HarmonikalCf  wenn  U  eine  Curve  3.  Oidnong,  ans  3  Geraden 
bestehend«  darstellt 

Pa  sei  ein  beliel)iger  Punkt  in  ilcr  Ebeuc  des  Fund;iiiu  utal- 
dreiecks  ABC.  Die  Gleichungen  der  Geraden  des  Dreibeites  PBC 
sind: 

BC  =  Xa  —  0 
pa  pe 


Sonach  ist 


pa  Pb 


Die  Harmonikale  ton  {  in  Bezog  anf  das  Dreiseit  PBC  hat  die  Form 

ar'«       dUa  dr. 

-s^^l'^'  \ 

■~      ÖJ«     l»\j»a     Pc)    Pe\p»  pk) 
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Diese  Gerade  triit  die  BC  im  Punkte 

Pe\pa     phß  pk\pü  fef 

\ph      pcj  \pb      Paß  \pc      paj  \/'c  i'fr/ 

Die  ARtt  treflfen  sich  im  Punkte 

^      ^"(pa      Pbj^a  pbj 

dem  Pole  der  Geraden 

der  Yerbindungi^raden  der  Punkte  P. 

Die  Harmouikalcii  eines  Punktes  Q  in  Bezug  auf  die  Drc*i>eitc 
PjBC  treflfen  die  iir  in  Die  Ji?«  schneiden  sich  im  harmonischeD 
Pol  der  Geraden  i  \i  bezüglich  des  Urdrciecks. 

2.  Trifft  AP  die  BC  in  P<i,  schneiden  dch  die  HarmoniksleB 

eines  Pnnktcs  {  in  Beznf^  auf  die  Drcisciie  ABPa^  ACFa  in  so 
begegnen  sich  die  AA^  im  Tunkte  |. 

Die  Oleichungen  der  Geraden  AB^  APa^  BPa  sind: 

a-c-O,    ^*-0,  xa=0 
pt 

Dann  ist  für 

die  Harmonikale  von  {  in  Bezug  auf  das  Dreiseit  ABP«^  die  GerMle 

\pb        PvJ  pb  •    \pb  pcJ 

Ebenso  erhalten  wir  die  Form  der  Harmonilcalen  von  {  in  Bezog  aitf 
das  Dreiseit  ACPai 


\pk      pe)  Jlc/  Pb 


Die  Harmonikaien  von  {  in  Bezug  auf  die  Dreiseite  AßPay  ^C^* 
treffen  sich  in 

-^li  =  — 21a  U  h 

Sonach  ist 
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Die  AAj^  treffen  sich  Im  Punkte 

3,  Die  Harraouikale  von  /*  iu  Bezug  auf  das  Uroieck  AJiC., 
welche  die  Seiten  BC  in  TL,  tritt't.  ist  zugleich  die  liarmüuikaie  vou 
P  ia  i^ezag  aal'  das  Droiseit,  welches  6io  AlJa  bildcu. 

4.  Trifft  eiue  Gerade  die  Seiten  BC  des  Dreiecks  ABC  iu 

tmd  ist  ihre  Gleichung: 

80  Ist  die  Figur  ABCA^BiC^  eine  vierseitige  Curve  von  der  Glei- 


Trifft  eine  Gerade  die  Seiten  BC  des  Dreiecks  ABC  iu-4j,  und  con- 
stmirt  man  die  gerade  Polare  des  Punktes  ^  iu  Bezug  auf  die  Drei- 
seite ABiCi\  so  treffen  diese  nach  Caylay  die  BC  in  Punkten  einer 
Geraden  von  der  Form 


Die  Curve  U  des  vierten  Grades  bestehe  aus  vier  Geraden: 


chung : 


Xa  Xb  Xc{a^  Xa  +  ^1  iCft  +  C\  ^c)  =»  0 


Setzen  wir 


so  finden  wir: 


Die  Hajrmonikale  von  l  in  Bezug  auf  das  Dreiseit 


hat  die  Form 


£s  ist  identisch: 


9 
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Die  Geraden  v^+^'i»  treffen  sich  iu  einem  Punlit.  Der  so  bo- 

wiesene  Oayley'sche  Satz  lautet: 

Die  Harmonikaien  eines  Punktes  £  in  Bezug  auf  je  drei  der  vier 
Geraden 

Bchneiden  die  llbrigen  vierten  in  Punkten  einer  Geraden  von  der  Form 


X. 

Ein  Symmetriepnnkt  erster  Ordnung. 

Die  Fusspunktc  der  Ilöhcu  eines  Dreiecks  ABC  seien  Na.  Man 
verl&ngere  ABa  Uber  Ha  bis  A\  so  dass 

n  11 

WO  n  ein  beliebiger,  numerischer  Wert  ist.  Durch  B\  C  werden  zu 
ACy  Parallele  gezogen,  die  sich  in  A"  treffen.  Sind  A"ia)  die 
Normalen  von  A"  auf  BC,  so  gibt  die  Figur: 

A-(b)  ^-±^,  +  ' 

Für  die  Kormalen  xa  eines  jeden  Punktes  der  AA"  gilt: 

Xöixc  -  A"(bhA'\c)  -  (c4.a):(«  +  ^.)  =  (c  +  a)  £^:{a+b)  ^ 

Die  symmetrische  Form  dieser  Proportion  beweist,  dass  die  .1.1"  sich 
iu  einem  Punkte  D  schneiden,  dessen  Normale  auf  JJC  die  Lauge 

hat.  Indem  wir  den  Proporfionaiität^t'actor  \ve).Massen  urd  das  Drei- 
eck ABC  als  Coordiuatendrcicck  betrachten,  schreiben  wir: 

D  =  b-\'C    o-|-a  a-\-b 

Die  Punkte,  deren  Coordiuaten  cyklisch  substituirt,  den  Ausdrücken 

<pa-\-b'\-c 

gleich  sind,  heissen  Symmetriepunkte  erster  Ordnung,  weil  die  Grössen 
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a  nur  in  der  «nten  Potens  enchomen.  Ist  9  1,  so  erhalten  wir 
das  Inkreiscentram.  Der  Punkt  »  od  ist  der  Qrebe'sche  Punkt 
Dem  Falle  ^=0  entspricht  der  Pnnkt  Dsb-^-e,  welcher  also  einer 
der  Grundponkte  der  Sjrmmetriepnnkte  erster  Ordnnng  ist  Die  Har- 
monikale (gerade  Polare)  von  D  in  Bezng  auf  das  Dreiseit  ABC  hat 
die  Gleichung: 

Der  Abstand  eines  Tuoktes  r  luit  deu  Sciteuuormaieo  j)a  von  einer 
Geraden 

hat  den  Ausdruck: 

y^a,»— SJfft,  <?,  cos  « 
wo  «  die  Winkel  des  Fnndamentaldreieoks  beseichBea. 

Für  Oj  «=  {a-{-b){a-^c)  wird 

XÄiCjCOS«  Ä  D(b+c)£{b'\-c)co9a  —  n{b-{-c)Xa 

=  ^abc2a+£a^{b  +  c)-\-2£b^c* 
£ai*  -  2^*1  «4 Cosa  —  JSä*  —  JJdV 

Somit  ist  der  Abstand  d  eines  Punktes  P  ?on  der  Ilarmonikalon  von 
D: 

£(a+h)(a+e)pa 

Die  Entfernung  des  Punktes  D  ron  seiner  Hannonikalen  ist: 

y' Z.i^  —  Xi^c'-'  £be 

Die  Gerade  A-fr  ist  die  Rcciproko  der  Ilarmomkalen  von  D.  Trifft 
diese  die  HC  in  J,,^  ist  J  das  Inkreiscentrum  des  Urdreiecks,  schnei- 
det AI  die  i^C  in  Ia\  so  trage  man  den  Winkel  Ja  Ah  auf  der  an- 
dem  Seite  von  .1/,  auf,  so  dass  der  neue  Schenkel  die  In  1^« 
schneidet  Die  liegen  nach  einem  bekannten  Satse  in  der  Red- 
prokcn  von  ^a<^*^c  d.  L  in  der  Geraden  h-i-c.  Die  Gleichung  des 
Umkreises  ist  Zanxc  »  Q.  Die  Polare  eines  Punktes  t  in  Bezng 
auf  denselben  hat  die  Form 

^^^^    7^  * 

Für         1  erhalten  wir  die  Gerade  b-^-c. 

Die  rcdproke  Gerade  der  Harmonikalen  des  Punktes  D  ist  die 
Umkreispolare  des  Inkreisoentrums. 
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Die  konische  Polare  von  D  in  Bezog  auf  das  Drdadt  ABC  hat 
die  Qleichnng 


^  ist  negativ.  Die  konische  Polare  von  7>  ist  eine  Ellipse.  Die 
Polare  eines  Punktes  l  in  Bezug  auf  diese  Ellipse  bat  die  Form 


Die  Auflösung  der  Gloiciiungcn 

hestimmt  den  Mittelpunkt  Er  hat  die  Form  ^d-f-c),  ist  also  das 
Inkreisoentrum  des  lüttendrelecks,  der  Spieker*sdie  Punkt 

Die  Harmonikalcn  aller  Punkte,  welche  auf  der  Uarmonikalcu 
des  Inkreiscentrums  des  Urdreiecks  liegen,  hüllen  einen  Kegelschnitt 
ein,  die  Polokonik  der  Harmouikalen  des  Inkreiscentrums,  Die  Glei- 
chung dieser  Curve  ist: 


=  (c+a)fc+(a+6)|6 


^«Pfl* — 2£xhTc  —  0 


Ihr  Mittelpunkt  ist  der  Punkt  D  =  b-i-c. 
Wien,  Januar  lÖ7b. 
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XXIX. 

Miscellen. 


1. 

Weltmr  Beltrmg  sur  Theorie  im  Cissolde*). 

L 

Von  einem  Punkte  P  in  der  Ebene  der  Cissoidr  kann  man  zu 
dieser  drei  Taugeuten  legen  und  die  Berührungspunkte  derscllteu 
bilden  ein  Dreieck,  das  lierühruugsdreieck.   Wir  wolieu  nun  unter-  . 
suchen,  welches  der  Ort  der  Punkte  ist,  fUr  welche  der 
Flächeninhalt  des  Bertthrnngsdreiecks  constant  ist 

Es  seien  x,  y  die  Coordiuaten  des  Punktes  i*  uud  die  Parameter 
der  ßerührungspuiikte  ergeben  sich  als  Wurzeln  nachstehender  Glei- 
chung 

2tt8y — «(1  +  3u=^;  +  a  =  0  (1) 

welches  fie  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  u  der  Gissoide  ist, 
wenn  die  Goordinaten  ihrer  Punkte  als  rationale  Functionen  des 

Parameters  dargestellt  werden,  nämlich 

a 

(2) 

a 

Ordnen  wir  die  Gleichung  (1)  nach  den  fallenden  Potenzen  von  u, 
so  erhalten  wir 

*)  Siehe  diese«  Ardür:  Bttioiiale  ebene  Carfen.  Tdl  56.  pag.  144.  fowie 
Beitreg  sur  Theorie  der  Ciaeoide»  ibid.  Teil  57.  pag.  335. 
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3    3«  • 


(3> 


woraus  sich  sofort  ergiebt: 


3x 


(tt)i  =  »H+Mj  +  iia  =  ^ 

«  —  a 


3y 


wo  t(],  ?/2f  »3  ^0  Parameter  der  Berftbmngspnnkte  bezdchnen,  welche 

als  Wurzeln  der  Gleichung  (3)  auftreten. 

Der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  u^u^  sd  ^,  somit  ist  bekaniitllfJi 

1 


2^  = 


a 


a 


a 


a 


1+«,«  »,(i+v; 


a 


oder 


2A 


1  + 


k=l  I  «5     1     1*3(1  -|-  U^*) 


4=1 


ttik*) 


1     ttj  ttjJ 

1      «2  ^ 


1    tta  «3' 


Nun  ist 


1 

«1 

1 

»1 

1 

1 

«1 

1 

«3 

1 

«» 

somit  ist 


1 

1  14 


«I 


Ii»  V 


wo 


ist  uud  auch  eine  Coustaute  bezeichnet,  da  der  Voraussetzung  geuftas 
A  sich  nicht  ändern  soll. 
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Bezeichnen  wir  nun  mit  (n'),  einen  Ausdruck,  der  aus  (u),  sich 
ergiebt,  weuu  wir  u,  mit     ersetzea,  so  kOnnen  wir  der  Detarmiuaute 


1     tt,  Uj 

I  1  u 


9 


für  unseren  Qebranch  pasaendere  Form  verieilien.  Et  ist  nftmlich 


;  1 

«1 

«1^ 

2 

3 

(«), 

(«»), 

Ii 

(»). 

(«»), 

Ii 

(«*). 

^UD  ist  wegen  (u)g  =  0 

Führen  wir  diese  Werte  in  die  obige  Determinante  ein,  so  erhalten 
wir  nach  kurzer  Umformung 


3  («)x* 
-2(t*)i    0  3(tt)5 
0         3  (»*)3 


oder  entwickelt 

(«)«.l-27W.+2(uV[W,-3(u)J}  - 


1  tij  I*,» 
1  %  V 

1  «•  V 


(6) 


Hit  Rücksicht  auf  die  Gl.  (6)  können  wir  die  Gl.  (5)  schreiben: 


[Uiutd +        =  WiHu)8{-27(u)3+2(«)x^[W3-3(u)J}  (7) 


Es  handelt  sich  nun  dämm  77u*(l4-tift')  als  Function  yon  (tt)^  nnd 

(m)^  darzustellen  und  hernach  in  die  so  trausformirte  Gleichung  (7) 
die  Werte  aus  der  Gleichung  (4)  für  Cu)^  und  (u)^  einzuführen- 
Nun  ist 

huka+uk*)  -  Wa[l+(«")i+(«*)i+(»*")J 
ferner  wegen  (1O9  =  0  ist 

somit  ist 

n«t(i+«»»)  -  («),  U +[(•),  - 
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MUoeUen, 


Fttbreu  wir  dicsou  Wert  in  die  Gleichung  (7)  oin,  so  eriudten  lir 
nach  Kflrzimg  mit  dem  gemeinschaftlichen  Factor  (h)^ 

Ffihren  wir  nun  ans  61.  (4)  die  Worte  för  (u),  and  (u),  ein-,  wmmt 

^vi^  (He  Bedingung  einführen,  dass  ein  Berührungsdreicck  ist, 

was  wir  schon  bei  der  EinfübruDg  (u)^  =  0  vorausgesetzt  haben,  so 
erhalten  wir 

wo  der  Kürze  wegen 


21* 

gesetzt  wnrde. 

Der  Ort  der  Punkte*)  constunter  Berüliruugsdreiecke  bei  der 
Cissoide  ist  demnach  eine  Curvc  fünfter  Ordnung  mit  eiucm  Doppel- 
punkte in  der  Spitzo  der  Cissoide. 

n. 

Jedem  Punkte  P,  den  vir  kurz  als  Pol  des  Berahnmgsdrelecks 
bezeichnen  wollen,  entspricht  in  der  Ebene  der  Cissoide  ein  befittmm- 
tes  BerOhmngsdreieck,  somit  auch  dessen  Schwerpunkt  S,  Die  Be- 
wegung des  dnen  hat  eine  bestimmte  Yerändernng  des  anderen  zur 

Folge.  Wir  wollen  nun  untersuchen,  welches  ist  der  Ort  des  Punk- 
tes wenn  der  ihm  zugeordm  te  Dreiecksschwerpunkt  eine  bestimmte 
Cnrvc  durchläuft.  Bezeichnen  wir  mit  i,  i]  die  Cuordiuaten  des 
Schwerpunktes  des  BerUhruugsdreiecks  i^iu^u^),  so  iät 


*  3»=il+»»« 

a  i  1 
''~3t=ni»(l+«»'} 


m 


Kna  ist 


i  3+2(»).»-2(«M«),+(»V-4(«), 
.=1  l+V  ~  (•.)»]» 


i 


(«)«{[l-(«)aP+[Wi-W«]»} 


*)  Siebe  Sitzb.  d.  kunigl.  böhm.  GeseUsch.  d.  Wimittch.  Frag,  23.2.  77- 
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Diese  Ausdrücke  gelten  für  jedes  Dreieck,  dessen  Ecken  auf  der 
Cissoide  liegen;  wollen  wir  zeigen,  dass  dieselben  auf  ein  Berühruugs- 
dreieck  sich  beziehen,  so  müssen  wir  die  Werte  für  (i*)i>  (t*)j,  iu)t 
aus  der  Gl  (4)  einführen.  Wir  erboitcu  so . 

(11) 

A        1  ^ay 

Somit  ergeben  sich  uns  mit  Rücksicht  auf  die  Glcichangen  (10>,  (11) 
als  Schwerpnnktscoordinaten  des  BertthmngsdreieckB 

4y  *  -|"  4a^^ + 2«a; 
^~*4/+(2H^a)* 

(12) 

^  ""'*4^^+(2a:+a)» 

Die  Gleiehimgen  (12)  geben  uns  die  verlangte  Abh&ngi^eit  der 
Punkte  P  und  8.  Besebreibt  nftmlicb  der  Scbwerpunkt 
des  Berflhrnngsdreiecks  einbr  Cissoide  eine  Gurve  nter 

•Ordnung,  so  durchläuft  der  entsprechende  Pol  P  eine 
Ourve  2«ter  Ordnung,  welcher  die  imaginären  Kreis- 
punkte als  nfache  Punkte  zukommen.  Die  Punkte  P  und  S 
stehen  demnach  in  einer  cyklisch  quadratischen  Verwandtschaft 

Beschreibt  in  speciellem  Falle  8  eine  Gorade,  welche  durch  den 
Schnittpunkt  der  reellen  Asym])tote  mit  der  JT- Achse  (nämlich  der 
Rflckkehrtangcntc  der  Cissoide)  hindurchgeht ,  so  ist  ihre  Gleichung 
von  der  Form 

Ai^— {+a«0  (13) 

und  der  Kreis,  welchen  der  entsprechende  Pol  P  besclireibt,  zerftllt 
in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  in  eine  reelle  Gerade,  deren 
Gldchung 

— 2Ay+2a;+a'»0  (U) 
Die  sich  entsprechenden  Geraden  (13),  (14)  sind  ersichtlich  parallel. 

Agram,  November  1877.  K.  Zahradnik. 


*)  Siebe  „lieber  eine  geometrische  VertflrRndtBcbafft  in  Bezug  auf  Canren 
dritter  Ordnung  nnd  dritter  Claese",  Sitah.  d.  k.  k.  Akademie  der  Wisienseb. 
Wien  S!S.  77,  WO  ieh  den  iweiten  Nl  dieses  Anfratiei  angefthrt  habe. 
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2. 

Note  tt1>er  den  Audiiiek  fUr  das  linere  Potential  elaes 

homogenen  EUipsaMs. 

Sind  a,  y  die  Quadrate  ih  r  llalhaxon  eines  Ellii)Soids,  so  ist 
das  Potential  V  fUr  einen  inntreu  Punkt  ac,     z  gegeben  durch: 

0  0  0  0 

wobei 

ist.  Setzt  man: 


Po  -  /  Pt  -  /  ^ 

0  0 

80  findet  man: 

^»    ö«  a/j 

wodurch  also  die  Bestimmung  von  Po  anf  die  ?on  zorddcgeffthrt 
ist  Fflr  Ferhilt  man*): 

and  wegen 


dß  dy 
schliesslich: 

A.  Wassmath. 


*)  Man  vergleiche:  Thomson  u.  Tait,  theorei.  Physik,  pag.  63  u.  64. 
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Gescliiclite  der  Mathematik  uud  Physik. 

Bullctiiio  (Ii  bibliografia  c  di  storia  delle  scioiize  matcmaticbe  e 
fisiche.  Pubblicato  da  B.  Boncompagui.  Tomu  X.  Koma  1877. 
Tipogratia  dclle  scieuzo  matematicho  e  üsiche. 

Der  Inhalt  der  letzten  6  Hefte  ist  folgender: 

7.  Heft  Signiuud  Günther:  lieber  die  Anfilugc  und  Ent- 
wickeiungsstafou  des  Prindpa  der  Coordinaton.  los  Italienische  aber- 
setzt von  Giovanni  Garbieri. 

8.  Heft.  Pietro  liiccardi:  Ueber  ein  kleines  Werk  von  Fran- 
cesco dal  Sole.  Ungedrnckte  auf  ihn  bezügliche  Documcute.  B.  Bon- 
compagni:  Ueber  das  Wort  „Cumulo%  von  Francesco  dal  Sole  ge- 
braucht im  Sinne  von  tausend  Millionen. 

i).  üeft.   Paul  Maus iun:  Die  Mathematiker  in  Belgien  in  den 
Jahren  1871,  1873,  1874,  1875. 

10.  Heft.   Schluss  des  Vorigen.   Pietro  Riccardi:  Brief  an 

B.  Bonconipagni  zur  Berichtigung  einer  Aussage  betreffend  Biagio 
Pelaeani  in  der  obigen  Sciirilt  von  Günther. 

11.  Heft  F.  Treutlein:  Ueber  einige  nngedmckte  Schriften  be- 
züglich auf  das  Rechnen  mit  dem  Absens.  Ins  Italienische  flbersetzt 
von  Alfonso  Sparagna.  Wdrtlicho  Mittheilaug  jouor  Schriften. 

Teil  LXil.  Uoft  1.  1 
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1%  Heft  ScbiQss  de«  Yorigon.  B.  Boncouipagni:  Uebcr  des 
Tractatas  de  abaco  von  Gerlaudo.  Angelo  Genoechi:  Ueber  die 

von  B.  Boncompagni  vcraustaltctc  Publicatiou  von  11  Briefen*  von 
Louis  Lagraugü  an  Leonhard  Luler. 

PubliGationsvorzcicbnisso  im  8.,  10.  und  12.  Hoft. 

Besonders  herausgegeben  sind  die  2  Schriften  vou  Boncompagni 
über  die  Suinmo  der  4.  Potenzen,  aus  dem  Mailieft,  und  Aber  das 
Wort  Cumulo,  ans  dem  Angastbcft.  H. 
» 

Jalirbuch  der  P>iiudungen.  Herausgegeben  vou  H.  Gretschel 
und  G.  Wunder.  Dreizehnter  Jahrgang.  Mit  19  in  den  Text  ge- 
druckten Holzschnitten.  Leipzig  1877.  Quandt  u.  HftndeL  kl.  8*^ 
460  S. 

Diese  Zeitsclirift  stellt  deu  Fortschritt  der  einzelnen  Zwei;je  der 
Naturwissensehaft  in  deu  letzt  vergangenen  Jahren  dar.  Hauptsäch- 
lich sind  die  Kcsultato  der  quantitativen  Ermittelungen,  nebst  Fehler- 
grenze und  verglichen  mit  den  früheren  Bestimmungen  fibersicbUick 
angegeben,  in  der  Kürze  bei  jeder  bemerkt,  woraus  sie  gewonneo 
ward,  ferner  der  Name, des  Autors,  nicht  aber  die  Litteratur  dtirt 
Der  gegenwärtige  Jahrgang  umfasst  eine  Reihe  Themata  aus  der 
Astronomie,  Physik  und  Chemie.  Zum  Scbluss  ist  der  Nekrolog  Ar 
1876  beigefügt  H. 


A  list  of  writings  relating  to  tho  method  of  least  Squares,  witb 

historical  and  critical  uotes.   By  Mansfield  Merrimau,  Ph.  D., 

In^^t^uctor  in  tho  Sheftii-ld  Scientitic  School  of  Yalc  College.  New 
Häven  1877.  (l'rom  the  Trausactions  of  tho  Conuecticut  Acadeiny. 
Vol.  lY.  1877).   232  S. 

Die  Liste  enthalt  408  Titel  von  Schrüten,  die  von  1722  aa  der 
Erfindung  der  Metbode  1805  teils  anbahnend  vorausgiugen,  teils  nach 

dieser  Zeit  dieselbe  behandelten,  und  zwar  313  Abhandlungen,  72 
Bücher  und  23  Teile  von  Blfcliern  Sie  foli»en  der  Zeit  nach;  an 
nötigen  Angaben  lus.sen  sie  nielits  veiiiiissen;  auch  die  suecessiveu 
Auflagen  mit  Jahreszahl  sind  bcnu'ikt.  Die  Noten,  welche  auf  die 
meisten  Titel  folgen,  geben  öfters  über  den  Inhalt  einigen  Aufschlus:«. 
siud  aber  grösstenteils  Urteile  der  Wertschätzung  und  macheu  auf 
Fehler  aufmerksam.  Die  Vollstilndigkeit  begrenzt  der  Verfasser  selbst 
dauiu,  dass  er  Schriften  in  den  8  Hauptsprachen  aufgenommen  bat, 
mit  Ausschluss  z.  B.  von  Russisch  und  Ungarisch;  ferner  dass  zu  borse, 
unzureichende  Behandlungen  unerwähnt  geblieben  sind.  Die  Schriften 
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stammen  aas  12  Ländern,  unter  denen  der  Zahl  nach  Deutschland  die 
erste,  England  die  dritte  Stelle  einnimmt,  was  auch  hinsichtlich  der  2 
Sprachen  gilt  Von  den  408  Schriften  hat  der  Verfasser  312  selbst 
gesehen. '  Innerhalb  der  bezeichneten  Grenzen  bleibt  es  dem  PnUicam 

überlassen  das  noch  Fehlende  m  Eriuueruug  zu  bringen. 


Methode  und  Priucipicn. 

Zur  Gmndlegnng  der  Psychophysik.  Kritische  Beiträge  von  Dr. 
Georg  Elias  MOllqr,  Privatdocenten  der  Philosophie  an  der  Uni* 
Tersität  zu  Göttingen.  Berlin  1878.  Theobald  Grieben.  424  S. 

Das  Buch-  handelt  vom  Webcr'schon  Gesetze,  nach  welchem  der 
Ideinsto  wahrnehmbare  Unterschied  der  Intensitäten  zweier  gleich- 
artigen Sinnenreize  den  Intensitäten  selbst  proportional  ist  DerVer- 
iasser  hat  sein  Mögliches  getan,  die  betreffende  Aufgabe  zu  einer 
exacten  zu  macheu,  indem  er  das  Unzulängliche  in  Begriff  und  Me- 
tbode aus  Licht  zieht,  die  Messungsfehler  scheidet  und  in  Rechnung 
bringt  Dennoch  bleibt  das  Ergebniss  auf  dem  Standpunkte  dtrjcMii- 
gt'u  sogenannteu  Kiupirio,  welche  oliiu!  causulc  ilypotliese  nur  sam- 
melt und  aus  Zahlen  Gesetze  abstruhirt,  die  im  günstigsteu  Falle  in 
irgend  welehem  Umlaufe  eine  leidliehe  Ik'stiludigkeit  zeigen.  Die  er- 
rcii'hteu  Resultate  halt  indes  der  Verfasser  wert  un<l  bekämpft  ein- 
gehend die  von  lleriug,  Langer,  Brentano  u.  A.  erhobeneu  Einwände. 
Der  erste  Abschnitt,  die  psychophysischen  Messniel hodeu,  behandelt 
die  zufälligen  Fehlervorgängo  und  die  zufälligen  Beobachtungsfehlcr, 
die  Hauptformoin  der  Metbode  der  richtigen  und  falschen  Fälle,  deren 
bisherige  Auffassungen  und  Anwendungen,  die  Elimination  der  con- 
stanten  Fohler,  die  Metbodo  der  kleinsten  Unterschiede,  die  Methode 
der  mittleren  Fehler,  die  bisherigen  Versuche  nach  derselben,  die 
Methode  der  übermerklichen  Unterschiede ;  der  zweite,  die  Tatsachen 
des  Weber^schen  Gesetzes,  Versuche  mit  verdankelnden  Gläsern, 
Schattenversuche,  Scbeibenversuebe ;  Masson's  Versuche  bei  instantaner 
Beleuchtung  rotirender  Scheiben,  die  Beziehung  der  Sterngrussen  zu 
den  St<Tnintensitäten,  Versuche  nach  der  Methode  der  nbernierkliehen 
L'nterschiede,  Versuche  mit  farbigem  Lielite ,  Resultate  sämmtlicher 
auf  das  W.  Gesetz  bezüglichen  Untersuchungen  im  Gebiete  des  Ge- 
sichtssinns, Gewichtsversuche,  das  Augenmass,  Versuche  mit  Schall-, 
Geschmacks-  und  Temiieraturreizen •,  der  dritte,  die  Deutung  des  W. 
Gesetzes,  die  psychojjhysische  und  die  pbysiologiscbo  Auffassung  des 
^V.  Gesetzes,  die  Denkbarkeit  eines  annährend  logarithmischen  Ab- 
bängigkeitSTcrhältnisses  zwischen  2  physischen  Vorgängen,  Erörterung 

sog.  Tatsache  der  Reizschwelle,  die  Abhängigkeit  der  Unter- 
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schiedflcmpfindlidikeit  Ton  der  Beizqiialitfit,  das  PaniUelgesetz,  die 
Abhängigkeit  der  TonhObe  von  der  Scbwingongszabl,  das  fanctioneUe 
Yerbftltniss  zwischen  Sinnenreiz  und  Nervenerregnng  nach  den  bis- 
herigen physiologischen  Untersuchnngcn,  die  Gültigkeit  des  W.  Ge- 
setzes im  Gebiete  des  Maskotsinns,  dio  Proportionalität  des  Präcisi- 
onsmasses  und  der  absoluten  Unterschiedsempfindlichkeit,  die  psy- 
chopbysischo  Deutung  der  sog.  Tatsache  der  Reizschwelle  und  des 
W.  Gesetzes  in  psychologischer  und  metaphysischer  Hinsicht,  Bern- 
stein's  Au&ssuDg  des  W.  Gesetzes,  die  Wahrscheinlichkeit  der  cor- 
rigirten  Massfonncl ;  der  vierte,  die  Zweckmässigkeit  des  W.  Gesetzes, 
die  Wiedererkennung  früher  wahrgcnoinmeuer  Objecto,  J.  J.  MüUer's 
und  lleriug's^telcülügibbhc  Standpunkte.  H. 

Sur  an  memoire  de  Daviet  de  Foncenex  et  sur  los  giom^tries 
non-endidiennes.  Par  A.  Genocchi.  Turin  1877.  Imprimerio 
Boyalo.  4<>.  42  S. 

Zum  Beweise  des  Paraliclogramnis  der  Kräfte  und  des  Uobel* 
gesetzes  geht  Foncenex  von  der  Composition  zweier  gleichen  Kräfto 
ans,  deren  Resultante  dann  in  der  Mitte  liegen  and  den  Seiteukräften 
proportional  sein  muss,  so  dass  sie  nur  noch  unbekannte  Function 
des  Wiukd-  oder  bzhw.  Normalabstandes  bleibt.  Durch  mehrfache 
Anwendung  der  supponirten  Fonction  geht  beim  Hebel  die  Gleichniig 
hervor: 

Er  schliesst  daraus  irrig,  fx  müsse  constant  sein.  Dann  hat  sie  den 
Wert  2,  wie  es  dem  Hebel  entspricht  Derselben  Gleichung  genOgt 
jedoch  allgemeiner  der  Wert 

.    m  =  ««+a-« 

wo  rt  constant  oder  eine  periodische  Function  von  loga:  für  dio  Fe- 
riodeul&nge  log  2  ist.  Der  Verfasser  macht  nun  darauf  aulmcrk- 
sam,  dass  erstlich  die  Herleitung  unabhängig  von  der  Gültigkeit  des 
Parallensatzes  ist,  zweitens  dass  dio  allgemeinere  Lösung  dem  Ilebei- 
problem  auf  der  Fläche  constanter  Krümmung  entspricht,  llieraua 
ergiebt  sich  ihm  ein  neues  Kriterium  fttr  die  Specialeigenschaft  der 
Ebene  unter  jeneu  Flächen,  und  er  f&hrt  aus,  man  könne  das  Hebel- 
gesetz fta  gleiche  Kräfte  als  Axiom  für  das  Euklld'sche  substitairen. 
Es  werden  dann  dio  Ansichten  von  Hdmholtz,  Seltne,  Klein  a.  A. 
aasflihrlich  daigelcgt  Im  zweiten  Teil  (Appendix)  wird  gezeigt,  dass 
aas  der  Geometrie  auf  der  Fläche  constanter  negativer  Krflmmung 
die  Unbeweisbarkeit  des  Parallelensatzes  nicht  folgt,  solange  nicht 
die  Existenz  dner  solchen  Fläche,  weleho  die  weitem  Bedingungen 
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erfaiit,  Uass  sie  stetig,  uncudlich  aasgedclmt  uud  von  ciufachem  Coimex 
ist,  bewiesen  ist.  Dicso  Ik  dingung  haben  Manche  zu  ersetzen  ge- 
sucht; der  Verfasser  findet  aber  sämmtlichc  Auskunftsmittel  ungenü- 
gend; ia  der  Tat  ist  nicht  zu  ersehen,  wie  die  hier  aufgestellten  dem 
Zwecke  zu  entsprechen  vermöchten;  die  Lflcko  bleibt  bestehen. 

H. 


Lehrbücher,  Sammluugeu  und  Tabellen. 

Lehrbuch  di-r  Gcoinetrio,  für  (iyiniiasicn  und  andere  Lehran- 
stalten. Von  C.  .Mover,  Professor  und  rrorcctor  am  Gymnasium  zu 
Potsdam.  Zweiter  Thcil.  Stereometrie.  Sechste  Auflage.  Leipzig 
1877.   C.  A.  Koch.   140  S. 

Bas  Lehrbuch  zeicliuet  sich  durchweg  durch  eiucu  concinnen, 
leicht  verständlichen,  einfachen  und  sorgfältig  cxacten  Vortrag  ans. 
Ausser  dem  ersten  Abschnitt,  welcher  von  der  Lage  der  Geraden  und 
Ebenen  gegen  einander  gerade  das  Notwendige,  dieses  aber  recht 
voltständig  enthält,  charakterisirt  es  sich  ferner  duich  die  ttberwiegende 
Anzahl  von  Orientirungssfttzen,  welche  ohne  scientivon  Fortschritt  nur 
die  unmittelbaren  Folgen  der  Definition  vorfahren.  Diese  Abschnitte 
bandehi  der  Reihe  nach  von  den  körperlichen  Ecken  und  Pyramiden, 
den  Prismen,  dem  Kegel  und  Cylinder,  der  Kugel,  den  sphärischen 
Figuren  nnd  den  regelmftssigcn  Körpern.  Dann  folgen  stereometrische 
Constructiousaufgaben.  Im  Anhan?  sind  noch  besonders  behandelt 
der  Euler*scho  Lehrsatz,  der  ObeliHk,  die  Kegelschnitte,  die  Ausmes- 
sun-j:  der  Fässer,  und  eine  kh'iui^  Formeltabelle  heiu'efügt.  Die  Be- 
weise sind  sämmtlicli  so  kurz  als  möglich  gefasst  und  wol  manche 
auf  weitere  Ausführung  im  Unterricht  berechnet.  Anders  aber  ist  es 
zu  beurteilen,  dass  in  den  Herleitungen  der  Inhalte  der  runden  Körper 
und  Flüchen  der  Endschluss  vom  Grössern  uud  Kleinern  auf  die 
Gleichheit  stets  als  lückenhaft  erscheint.  Hier  hätte  doch  mindestens 
ein  oinzigesmal  die  zur  Evidenz  ausreichende,  händige  Schlussfolge 
äufgcstellt  werden  sollen,  was  nicht  Übermässig  viel  Worte  gekostet 
hätte.  Im  einzelnen  noch  einigo  Bemerkungen.  Der  Name  „convexe 
Eckc^  ist,  entsprechend  den  Namen  „convexe  Fläche^^  convexer  Kör- 
per^, dem  Gebrauche  ganz  gemäss.  Alle  abrigen  Ecken  aber  coneav 
zu  nennen,  ist  irreleitend,  dnrch  keinen  Gebrauch  gerechtfertigt  und 
Überdirs  übertlüssig,  weil  der  Gegensatz  nicht  vorkommt.  Auch  ist 
der  Name  „Kaumwinkel*'  ==  Flächcnwiukel  (genauer  Fbencu-Winkcl) 
dem  Gebrauche  nicht  gemäss  und  führt  zum  Misverständniss,  da  mau 
darunter  eine  Lcko  vcrsteheu  wird.  Im  iluler'schcu  Satze  fehlt  die 
Beschräukong. 
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Die  Figuren  sind  in  den  Text  gedruckt,  und  deren  Teile  ober- 
halb der  Bildebeuo  durch  dickere  Linien  keuutlich  gemacht. 

U. 

Lehrbuch  der  Mathematik  für  Realschulen  und  Gymnasien  sowie 
zam  Selbstunterricht.  Von  Dr.  B.  Ohlert,  Director  der  Realschule 
zu  St.  Petri  und  Pnnli  iu  Dan/ig.  1.  Abth.  lU.  Xheil.  Lehrbuch 
der  Stereometrie.  Klbiiig  1877.  Neumann-Hartmann.  183  S. 

Hauptsächlich  im  Anfang,  aber  auch  unerkennbar  im  weilereu 
Verlauf  tritt  au  der  Auswahl  des  Lehrstoffs  die  licstinininng  des  Lelir- 
buchs  hervur,  zur  niathematischeu  Vorbildung  für  dus  Zeichneu  zu 
dienen.  Doch  ist  diese  Vorbildung  eine  gründliche,  wclclie  die  logi- 
schen Erfordernisse  iu  vollem  Masse  im  Auge  hat.  Der  Vortrag  ist 
ausführlich  und  bei  entwickelter  mathematischer  Fähigkeit  leicht  ver- 
ständlich, der  Ausdruck  stets  exact.  In  1  Abschuitteu  wird  der  Keilio 
nach  behandelt  die  Lage  der  Kbencn  uud  Geraden  gegen  einander 
nebst  der  Ecke,  die  ebentlächigen  Körper  (Prisma,  Pyramide,  Obe- 
lisk), die  krumniflächigcn  Körper  (Cyliudcr,  Kegel,  Rotatiouskörper, 
Kugel)  und  die  Elemente  der  darstellenden  Geometrie.  Auch  der  letzte 
ist  nach  mathematischen,  nicht  nach  technischen  Gesichtspunkten  ab- 
gefassjt.  Er  beschränkt  sieh  auf  die  rechtwinklige  Projectioii.  Dio 
Figuren  sind  auf  12  Tafelu  dem  Werke  beigefügt.  H. 

Lelirbuch  der  Mathematik.  Für  den  Schul-  und  Selbst-Unterricht 
bearbeitet  von  Dr.  Hermann  Gerlach,  Oberlehrer  am  Friedrich- 
Franz-Gymuasium  zu  Parchim.  Zweiter  Theil.  Elemente  der  Plani- 
metrie. Vierte,  vermehrte  und  verbesserte  Autiage.  Mit  125  Figuren 
iu  Holzschnitt  und  G82  Uebuugssätzeu  uud  Aufgaben.  Dessau  1877. 
Albert  lieissner.  löl  S. 

Das  Lehrbuch  zeichnet  sich  in  hohem  Grade  ans  dnn^  dio  sorg- 
fältigste Berücksichtigung  aller  logischen  Erfordernisse,  welche  ohne 

Umschweife  bei  concinncm,  einfachem  Vortrag  erreicht  wird  und  von 
einem  bedeutendem  Fleiss  iu  der  Bearbeitung  zeugt.  In  deu  3  schwie- 
rigen Punkten,  dem  Parallelensatz,  der  Incommeusnrabilität  und  der 
Kreisuiessun^; ,  ist  nichts  verschwiegen,  verhüllt  oder  entstellt;  nur 
hätte  die  sinnlose,  hier  überflüssige  Behauptung  wegbleiben  sollen, 
dass  das  Sehnen-  und  Tangentenvieleck  durch  Vermehrung  der  Seiten 
zum  Zusanmienfullen  mit  Kreise  gt'langte.  Auch  hätte  der  Verfasser 
hesser  getan,  in  der  Benennung  der  BegritTe  nicht  dem  in  den  Schulen 
aufgekommeneu  Misbrauch  (Bannigrösse  statt  Ilaumgebilde.  Figur  statt 
begrenzte  Fläche,  Kreis  statt  Kreislläche  u.  s.  w  ,  Wörter  deren  einige 
er  nebenbei  auch  im  richtigen  Sinne  zulässt)  zu  folgen.  Abweichungen 
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vom  Gowöhnlichcn  erlaubt  man  sich  häutig  genug  in  Punkt<3U,  wo 
iiictits  dadurch  gebessert  wird-,  warum  sollte  man  sich  scheuen,  einem 
pewöhnlicheu  Misbraucli  gegenüber  für  das  Richtige  einzutreteD?  Der 
Iiihalt  des  Buches  ist  ;.'('iiügond  reichhaltig.  Aus  der  neueren  Geo- 
metrie ist  ein  Abschnitt  über  die  Transversalon  des  Dreiecks,  die 
harmonischen  Funkte,  die  Polaren  nnd  dio  Pptenzlinien  in  einem  An- 
hang an^nommen.  Ganz  besonders  ist  aber  fBr  die  Anleitung  zur 
Lösung  von  Aufgaben  gesorgt,  von  denen  oin  eigene«  Capitel  handelt, 
und  deren  eine  grosse  Zahl  den  einzelnen  Capiteln  angehängt  ist  • 

U. 


Lehrbucli  der  analytischen  (icometrio  und  der  Kegelschnitte. 
Ein  Leitfaden  beim  Unterricht  an  liöheren  Lehranstalten.  Von  Wil- 
helm Mink,  Oberlehrer  an  der  städtischen  Kealschulo  1.  Ordnung 
zu  Crcfeld.  Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  llolzscbnitteiL  Berlin 
187a   Nicolai.  96  S. 

Das  Lehrbuch  führt  gleich  anfangs  beliebig  geoeigte  ebene  Coor- 
dinaten  ein  und  unterscheidet  dann  recht-  und  schiofwinklige.  Dies 
ist  durch  die  Bestimmung  (Ür  die  Kegelschnitte  vollkommen  gerecht- 
fertigt In  der  Tat  weist  die  Bohandlungsweise  der  £lemonte  auf  das 
Princip  hin,  dio  Allgemeinheit  des  Coordinatcnirinkels  festzuhalten, 
10  weit  CS  der  Natur  der  Gegenstände  entspricht,  bei  Normalabstftu- 
den,  beim  Kreuo  u.  s.  w.  hingegen  auf  das  rechtwinklige  System  flber- 
ZQgehen.  Doch  dies  Princip  wird  gerade  bei  den  Kegelschnitten,  den 
coojugirten  Durchmessern,  Tangenten,  Polaren  und  der  Ableitung 
ans  dem  Kegel,  wo  es  sich  erst  fruchtbar  erweisen  soll,  laUcn  ge- 
lassen. Die  Definition  der  Kegelschnitte  nimmt  Bezug  auf  Normal- 
abstünde,  aus  ihr  gehen  zunächst  die  Focaleigenschaftcn  hervor,  wo 
also  das  schiefwinklige  System  keine  Anwendung  hat.  Auch  die  an- 
fänglich alle  W  Gestalten  der  Kegelschnitte  umfasscudc  Aufstcllungs- 
form  wird  nicht  auf  die  dafür  gc»oigneten  Partien  ausgedehnt,  vielmehr 
Sätze,  die  mit  der  Unterscheidung  nichts  zu  tun  haben,  für  jede  Ge- 
stalt einigeln  hergeleitet.  Bei  der  gegenwärtigen  Behandlungsweiso 
war  gar  kein  Grund  das  schiefwinklige  System  zu  erwftlinen;  der 
Schfller  wird  daraus  sicher  dessen  Bedeutung  nicht  erkennen,  und 
riolmehr  zu  der  irrigen  Meinung  verleitet  werden,  als  sei  es  das  all- 
gemeinere, während  doch  im  Gegenteil  das  rechtwinklige  System  das 
allgemeine,  fttr  die  ganze  Mathematik  geeignete,  das  schiefwinklige 
nur  fftr  speciellc  Zwecke  angemessen  zu  wählen  ist.  Auf  die  Kegel- 
schnitte folgen  noch  einige  Anfange  einer  Theorie  der  Kaumcoordi- 
listcu,  welche  sich,  wie  nur  zu  billigen,  auf  das  rechtwinklige  System 
beschränken.  H. 
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Bio  EIcmcntar-Mathcmatik  für  den  Schulunterricht  bearbeitet 
von  Dr.  Ludwig  Kambly,  Professor  und  Proroctor  am  Gymnasium 
zu  St.  Elisabet  in  Breslau.  Zweiter  Theil:  I'lanimctric.  Sochsund- 
vierzigste  Auflage.  Mit  vier  Tafehi  litbographirter  Abbildaugen. 
Breslau  1877.  Ferdinand  Hirt  104  S. 

Das  Vorliegende  lässt  sich  nur  den  inittelmüssigen  Erzeuguissou 
seiner  Art  an  die  Seite  stellen,  mit  denen  es  die  meisten,  oft  gerüg- 
ten Mängel  und  rngenauigkeiten  gemein  bat.  Nur  in  einem  Punkte 
macht  CS  einen  An«^atz  zu  grösserer  Sorgfalt,  indem  es  den  Fall  der 
lucommeusurabilität,  den  andere  auf  gleii'her  Stuf(»  stehende  Lehr- 
bücher verschweigen,  im  ersten  Ikweise,  wo  er  Bedeutung  hat,  be- 
rücksichtigt und  es  unternimmt  zu  zeigen,  wie  man  von  der  Gültigkeit 
für  den  Fall  der  Commeusurabilitiit  auf  die  allgemeine  Gültigkeit 
schliessen  könne.  Der  Beweis  ist  richtig  augegrilTen,  am  Schluss 
aber  fehlt  die  Pointe,  so  dass  ein  cxactes  Ergebniss  doch  nicht  ge- 
wonnen wird.  H. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analy sis. 

Cours  de  calcul  ii.linitesimal.  Par  J.  Hoüel,  Ancien  ^ileve  de 
P£cole  Normale,  Professenr  de  Matb^matiques  pures  h  la  Faculte 
des  Sciences  de  Bordeaux.  Tome  premier.  Paris  1878.  Gaathier- 
YiUars. 

Von  diesem  umfangreichen  Werke  ist  jetzt  nur  das  erste  llueh 
(274  S.)  des  ersten  Bandes  nebst  «leni  Anfang  des  2.  Buchs,  mit  dem 
die  erste  Lieferung  abbricht,  ersehienen.  Voraus  geht  eine  Einleitung 
enthaltend  eine  ausführliche  Behandlung  gewisser  Grundbegriffe  und 
einiger  zur  Verwi  iidung  notwendiger  Rechnungsweisen.  Zuerst  wird 
der  Gegenstand  der  Mathematik,  namentlich  hinsichtlich  ilntr  Idea- 
lität gegenüber  den  conereten  Fragen,  besjjrochen.  Dann  folgen  1 
Paragraphen  über  die  Operationen,  welche  classilicirt  werden  in  uni- 
forme, conmmtative,  associativc  und  distributive,  dann  ein  Capitel 
über  die  successiven  Verallgemeinerungen  der  Idee  der  Grösse,  nebst 
einem  Satze  über  die  algebraischen  Gleichungcu,  dann  die  Elemente 
der  Determinantentheorie.  Die  üeberschrift  des  ersten  Buches,  das 
nun  folgt,  ist:  Grundprincipien  der  Inhnitesinialrechnung.  Es  beginnt 
mit  einem  Capitel  über  die  Functionen  und  die  Stetigkeit,  die  nne&d- 
lichen  Grössen  und  Grenzwerte.  Dann  folgt  die  Differentiation ,  so- 
gleich vcrbundeu  mit  der  Integration,  womit  das  erste  Buch  schliosst 
Der  Lehrgang  ist  ein  ziemlich  ungebundener,  ohne  dcbtliche  Verket- 
tung in  systematischer  wie  in  logischer  Beziehung  und  ohne  princi- 
pielles  gleicbmitssiges  Festhalten  der  Methode;  der  Ansgragspankt 
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wird  ofane  zwingendea  Gnmd  oft  in  der  Geometrie  genommen.  Ein 
Nacbwek  in  Betreff  der  strengen  Bttndigkeit  des  Ganzen  würde  daher 
positiv  und  negativ  schwer  m  führen  sein.  Anch  in  der  AnsfOhrlich- 
iceit,  welche  meistens  in  den  elementarsten  Bingen  am  grössten  ist, 
scheint  sich  der  Verfasser  kein  Gesetz  auferlegt  zu  hahcn.  Im  ein- 
zelnen zeigt  die  logische  Sorgfalt,  der  man  hier  begegnet,  einen  un- 
Ycrkennbartn  P'ortschritt  gegen  ältere  Lehrbücher.  Ein  solcher  ist 
OS  cntschicdoii,  dass  eine  besondere  Theorie  der  unendlichen  Grössen 
iibi-riiaupt  aufgestellt  wird  und  dass  diese  auf  richtiger  Auffassung 
des  ßogritfs  beruht,  infolge  dessen  auch  die  Definition  des  Grenzwerts 
auf  die  der  UneudlicliKieinen  sich  stflt/t,  nicht  umgekehrt.  Freilich 
möchte  die  gegeuwUrtige  Behandlungsweise  weder  die  einfachste  noch 
eine  zur  strengen  Begründung  aller  gewöhnlichen  Intinitesimalschlüsse 
ausreichende  sein.  —  Der  Anfang  der  Operationslehrc  ist  zum  minde- 
sten sehr  duDkel:  der  erste  Satz,  wenn  er  überhaupt  zutreffend  sein 
and  nicht  ftberdies  einen  Cirkel  C^^ieich*^  erklärt  durch  ^gl^ich^*) 
enthalten  soll,  ist  nicht  wol  zu  verstehen.  —  Auf  jeden  Abschnitt 
folgt  eine  Reihe  von  Uebungsau^ben.  H. 

Principii  elementari  sulle  probabilitu  esposti  da  G.  B.  Marsano, 
Frofessoro  di  matematiche  nella  R  Universiti  e  nel  B.  Istituto  tcc- 
Bico  di  Genova.  Genova  1876.  B.  Istituto  Sordo-Mutt.  153  S. 

Hiermit  werden  die  Vorlesungen  des  Verfassers  am  technischen 
Institut  veröffentlicht.  Die  Schrift  fasst  die  Wahrschciulichkcitslrhre 
nicht  als  ein  Ganzes  auf,  begrenzt  und  disi»unirt  den  Lehrstotf  nicht, 
sondern  führt  nur  eine  Reihe  von  Aufgaben  mit  Zahlenbeispielcn  und 
algebraischer  Formulirung  durch  und  stellt  mituuter  Lehrsätze  der 
leichtesten  Art  auf.  Ein  Fortschritt  ist  in  der  Tat  vorhanden,  sofern 
die  Aufgaben  anfangs  einfach,  weiterhin  eompiicirter  sind;  sftmmtüche 
aber  Men  in  das  Gebiet  der  zahlbaren  Möglichkeiten.  H. 

Lelirbuch  der  Determinanten -Theorie  für  Studirende.  Von  Dr. 
Siegmnnd  Günther,  k.  bayr.  Gymnasialprofessor,  Mitglied  der 
Uop.  Karol.  Akad.  d.  W.  und  (C.)  d.  k.  böhm.  Gesellsch.  d.  W. 
Zweite,  durchaus  umgearbeitete,  vermehrte  und  durch  eine  Aufgaben- 
Sammlung  bereicherte  Auflage.  Erlangen  1877.  Eduard  Besoid.  209  S. 

Die  erste  Auflage  ist  im  22.*^.  litt.  Ber.  S.  35  besprochen.  Die 
auf  dem  Titel  genannte  Umarbeitung  in  der  neuen  Autlage  lilsst  sich 
nicht  auf  das  Ganze,  sondern  nur  auf  einzelne  Partien  beziehen,  die 
gerade  nicht  zahlreich  sind.  Die  Anordnung  ist  in  wenigen  PanktCD, 
^0  es  sich  empfahl,  geändert  worden.  Manches  ist  hinzugekommen. 
In  der  historischen  Sluzze  sind  2  Bearbeiter  ms  neuerer  Zeit,  Reiss 
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und  Grassmann  den  frtthcron  angereiht  Im  nbrigeo  sind  einige  An- 
gaben Tervollstftndigt,  nod  einige  neue  Themata  in  den  Kreis  der 
Erdrtemng  gezogen.  Neu  sind  aasserdem  ein  Anbang  mit  66  Auf- 
gaben nnd  ein  zweiter  mit  einem  Litteratnrverzeichniss.  Trotz  dieser 
Yermeliningen  bat  sich  infolge  Ideinerer  Lettern  der  Umfimg  des 
Bnchs  yeningert  H. 


Vermischte  äcbriften,  Zeitschriften. 

Nieuw  Arcltiof  voor  Wiskaude.    Deel  III.    Amsterdam  1877. 
Wqrtiogh  en  Bravo. 

Der  Inhalt  an  Abbandlongen  ist  folgender: 

G.  L.  L  an  (Ire.  Ueber  die  singulftren  Integrale  der  Differcntiai- 
glcichungen  1.  Ordnung  mit  2  Yariabeln. 

D.  Bierens  de  Haan.   Einiges  über  die  „Theorie  des  fouctions 
de  variables  imagiuaires,  par  M.  Maxiinilien  Marie/^ 

B.  P.  Moors.  Theorie  der  Bascule. 

A.  J.  M.  Brogtrop.    Ueber  die  Ergäiizuuj,'  des  Repctondnms 
bei  Yerwandittng  gewöhnlicher  Brttche  in  Decimalbrüche. 

D.  J.  Körte  weg.  Auflösung  der  Preisfrage  11.  (Die  Ober- 
fläche eines  kegelförmigen  Keils  mit  elliptischer  Grundfläche  zu  be- 
rechnen.) —  Note  über  schiefe  Flilcheu.  —  Auflösung  der  Preis- 
frage 12.  (Ueber  eine  rotireude  Scheibe,  auf  deren  horizontaler 
oberen  Fläche  ein  Kügelchen  rollt.) 

y.  A.  Julius.  Ueber  die  Entwickelung  einer  Function  in  eine 
Reihe  von  Corinus. 

D.  B.  WiBselink.  McrkwOrdigo  Eigenschaft  einer  Determinante 
3.  Grados. 

A.  Benthem.  Die  Feriodicität  der  Functionen. 

N.  L.  \V.  A.  Gravelaar.  Ein  Satz  aus  der  Theorie  der  linea- 
ron  Substitutionen. 

W.  Kapteyn.    Einiges  über  die  Summe  der  gleichbohcu  To- 
tenzen  der  Wurzeln  der  allgemeinen  Gleichung  2.  Grades. 

D.  Bierens  de  Haan.  Einiges  Ober  die  Quadratwurzel  aus 
einer  vier(^edrigen  Wurzelgrösae.  H. 
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NoDTdle  Correspondance  math^matiqoe.  Rödigee  par  Eugöno 
Catalan,  Docteur  es  scienccs,  Professour  h  l'universite  de  Li6ge; 
avec  la  collaboration  de  MM.  Mansion,  Laisant,  Brocard, 
Neu  borg  et  tdouard  Lucas.  Tome  troisieme.  Liege  1Ö77. 
E.  Decq. 

Der  Inhalt  der  2.  Hftlfte  des  Bandes  an  Abhaadlongen  ist  fol- 
gender. 

E.  Lucas.  Von  der  Anwendung  der  Systeme  ti'icirculärer  und 
tetrasphärischer  Coordinaten  anf  die  Untersachnng  anallagmatischer 
Figoren. 

H.  Brocard.  Note  Aber  die  Kardioido. 

ReisR.  Theorie  des  Solitftrs,  frei  aos  dem  Deotschen  Übersetzt 
von  Ch.  Rnchonnet 

E.  Catalan.  lieber  die  geoinetrischo  Darstellung  der  ellip- 
tischen Integrale. 

H.  Brocard.  Grenzlage  einer  Pnnktreihc  der  Ebene. 
£.  Catalan.  Ucbcr  2  S&tze  von  Stnrm. 

G.  do  Longchamps.  Untersuchung  einer  Reihe  von  Kreisen, 
Geraden  oder  Punkten,  die  in  der  nou  u  Geraden  oder  Tunkten  in 
t'iner  Ebeuc  gebildeten  Figur  auf  recurrentc  Weise  aus  einander  her- 
vorgehen,  liebst  geometrischer  Anwendung. 

Laisant.  Schwerpunkt  eines  Kreisbogens. 

£.  Lncas.  Ueber  die  Theorie  der  nomerischon,  einfach  perio- 
dischen Fonetionen. 

P.  Mansion.  Auflösung  eines  Systems  von  n  Gleichungen  mit 
n  Unbekannten,  deren  eine  2.  Grades,  dio  übrigen  linear  sind. 

E.  Dubois.  Note  Uber  die  Kreise,  welche  3  gegebene  Kreiso 
berübrea. 

Protb.  Kote  Aber  eine  arithmologische  Frage. 

H. 

Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Zeichenlehrer.  Redactcur: 
Prof.  Dr.  IL  Hertz  er.  IV.  Jahrgang.  Berlin  1877.  Robert  Oppenheim. 

Biese  Zeitschrift  erscheint 'monatlich  zweimal,  mit  Aosfall  1  Nom- 
mer  im  Halbjahr,  jedesmal  1  Bogen  staric.  Sie  giebt  Nachweise  von 
Lehrmitteln  ond  andere  Anzeigen,  auch  mitonter  eine  Kritik.  Den 
grössien  Teil  aber  nehmen  die  Vercinsangelcgenheiten  ein.  H. 
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Anuali  di  matematica  para  ed  applicata  diretti  dal  prof  Fran- 
cesco Brioschi  in  Milano  colla  cooperazioiio  dei  professori:  Lnigi 
Cromo  na  in  Roma,  Enrico  Betti  in  Pisa,  Eagcnio  Bcltrami 
ia  Pavia,  Feiice  Casorati  in  Pavia.  Seriell.  Torao  VIIL  Mi- 
lane 1877.  G.  Bernardoni. 

Der  Inhalt  ist  folgender: 

Christoff cl.  Uebor  eine  besondere  Ciasso  von  ganzen  Func- 
tionen und  KetteubrUchon. 

Bertini.  Ueber  eine  Classe  eindeutiger  involntorischer  Trans- 
formationcu.  Berichtigung. 

Brioschi.    Ueber  eine  Classe  binärer  Formen. 

Clebsch.  Ueber  die  Theorie  der  binären  Formen  der  6.  Ord- 
nung und  die  Trisection  der  byperelliptischen  Functionen.  (Forti 
u.  Scbluss). 

Lucas.  Neue  Theorie  der  lieruoulii'scheu  und  Euler'schcn  Zahleu. 

Christoffel.  Untersuchungen  Ober  die  mit  dem  Fortbestehes 
linearer  partieller  DifferentialgleichuDgen  vertrilgKchoB  Unstetigkeiteii. 

Geiser.  Ueber  die  quadratischo  Glriiliung,  von  welcher  die 
ilauptaxcu  eines  Kegelschnitts  im  Räume  abhiiugeu. 

Dini.  Ueber  einige  Functionen,  die  in  einem  ganzen  InterraU 
keine  Derivate  haben. 

Betti.  Ueber  die  dreil'achen  Systeme  isothermer  und  ortbo- 
goualer  Flächen. 

Dini.  Ueber  die  geographische  Abbildung  einer  Fläche  asi 
einer  andern. 

Lucas.  Gruudformelu  tricircularer  uud  tetrasphärischer  Geometrie. 

Ghristoffel.  Ueber  die  Fortpflanzung  von  Stössen  durch  da- 
stische  feste  Körper. 

Bertini.  Untersuchungen  über  eindeutige  involutorische  Trans- 
fbrmaliouen  in  der  Ebene. 

Hirst  Note  ttber  die  Correlation  zweier  Ebenen. 

Betti.  Ueber  die  Be>Yegung  eines  Systems  von  beliebig  sich 
einander  anziehenden  oder  abstossendeu  Punkten. 

Jonquidres.  Note  ttber  einige  Fundamentaltheoreme  ui  der 
Theorie  der  algebraischen  Curven  und  Flächen,  und  Ober  ein  allge- 
mdncs  Gesetz,  aus  dem  man  sie  ableiten  kann. 

H. 


oiyiii^cG  by  Google 


LitUrürutiet  Berieht  CCXLVl 


13 


Litterarischer  Bericht 

CCXLVL 


Geodäsie. 

Die  Figur  der  Erde.  Ein  Beitrag  znr  eui  ui)äischen  Gradinesrang. 
Von  Dr.  Heinrich  Brans,  a.  o.  Professor  der  Mathematik  an  der 

L'uivcrsität  lierliu.   Berliu  1.S78.   l\  Staukicwicz.   4".    49  S. 

Es  wird  der  Nachweis  geführt,  dass  keine  Hypothese  Aber  die 
Erdoberfläche^  weder  in  geschlossener  Form  noch  in  Beihenentwicke- 
lang  möglich  ist,  welcho  den  Messungen  eine  genügende  Grundlage 
bietet,  dass  aber  die  vereinigten  McBsungsmittcl ,  nftmlich  einerseits 

astronomische  OitsbestimTmingon  (Polhülicii,  Längen,  Azimute),  Tri- 
iiii^iulatiuii  ( lluri/oiitalwiiikel ,  Gnimilinieii  j  und  trigouonietrisches 
N ivcllt'iiuMit  (Mcssuug  \on  Zeuilhdistanzeu),  andrerseits  geometrisches 
Tsivelh.-nient  verbunden  mit  Ijestimmungen  der  Inteusitüt  der  Schwere, 
ausreichend  und  zugleieli  sammtlich  notwendig  sind,  um  ohne  Hypo- 
these die  Gestalt  der  Erde  zu  bestimmen.  Die  Gestalt  der  Krde  wird 
defiuirt  als  das  System  der  Flächen  )r=  const»  wo  M'  das  Potential 
der  Schwere,  d.  i,  Kesultautc  von  Anziehung  und  Centrifugalkraft, 
bezeichnet  Eine  einzelne  dieser  Flächen  heisst  eine  Niveauflftche, 
gemftss  Gauss  nnd  Bossel.  Sic  ist  mit  der  Gleichgewichtsfläche  (als 
Oberfläche  gedacht)  nicht  identisch,  wird  aber  deshalb  zur  Bestim- 
nittug  gewählt,  weil  die  Besultatc  der  geometrischen  Nivellements 
direct  auf  sie  Bezug  haben.  Während  aber  Gauss  und  Bossel  mit 
Vernachlässigung  des  Unterschieds  eine  solche  Niveanfläche,  welcho 
deu  jMecressi)iogcl  rei)räspiitirte ,  als  mathematische  Figur  der  Erde 
betrachteten,  lässt  der  Verfasser  diese  Ideutiticirung  fallen,  dehnt  deu 
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Gogonstand  dor  TTntorsuchiing  auf  das  System  der  Niveautiächcu 
zwischen  den  Greuzou  dor  Messungen  und  nennt  dasselbe  ein  Gcotd. 
Dio  Niveauflächen  sind  in  2.  Ordnung  unstetig,  lassen  sich  aber  in 
stetige  Teile  zerlegen.  Entwickelt  man  das  Potential  der  Anziehung 
nach  fallenden  Potenzen  des  Radiusvectors  r  bis  zur  (--ö)ten,  so  er- 
hält man  nach  Yernachlüssigung  einiger  kleinen  Grössen ,  welche  die 
Differenz  der  2  kleinsten  Hauptträgheitsmomento  zum  Factor  haben, 
und  IlinzufUgung  des  Potentials  der  Centrifngalkraft,  statt  des  Poten- 
tials der  Schwere  die  Function: 

^  "  7  +  ^        -  2^')  +  ji^' +y') 

wo  üf  die  Masse,  A'-=  C-jU+i^),  A,  B,  C  die  Haupttrftgheits- 
momente,  «  dio  Rotationsgeschwindigkeit  der  £rdo  bezeichnet,  und 
(Aaaconst  drflckt  ein  System  von  FIftchen  aus,  welches  als  erste 
Näherung  dem  Gcoid  zu  Grunde  gelegt  werden  kann  und  hier  Sphft- 
roid  hcisst  Die  Abweichungen  des  Gcoids  vom  Sphäroid  sind  es 
dann,  was  allgemein  LotstGrungcn  genannt  wird.  Es  werden  nun  die 
Coefficientcn  M  und  Jl/JT,  so  wie  die  Abplattung  und  dio  extremen 
Werte  der  Schwere  theoretisch  in  BcUtion  gesetzt,  und  die  Erhebun- 
gen und  Senkungen  des  Gcoids,  desgleichen  dio  Lotablenkungcn  be- 
stimmt Hierauf  worden  einzeln  die  astronomischen  und  trigonome- 
trischen Messungen,  dann  das  geometrische  Nivellement  bebandelt 

H. 

. Universal 'Nivellir- Instrumcut  als  Tacheometer.  Von  Johann 
Szczcpauiak,  Ingeniour.  Mit 2 Tafeln.  Wien,  Pest,  Leipzig.  1878. 
A.  Uarüeben.  55  S. 

Der  Verfasser  hält  die  Vdrliamlcnen  Schriiteii  ül)ir  Taelieomctrie 
für  liiiireiehend  dem  r»ctliirl'iii>s  zu  genügen,  das  ilazu  am  meisten 
geeignete,  ;:l(iehlalls  hi-rcit-s  beKaniite  lustniment  liinire^en  sull  hier 
zum  erstenmal  zum  Gegenstand  liesoudcrer  Erörterung  gemacht  wer- 
den. Das  Bueli  besteht  aus  einem  theuretisi  hcu  und  praktisehen  Teile. 
In  ersterem  wird  zuerst  die  Theorie  von  Stampfer's  Elevatioussebraube 
dargelegt.  Hierauf  folgt  die  Geschichte  der  Tacheometrie.  Die  Theorie 
des  Universal -NivcUir-Iusti'uments  erforderte  vor  allem  Erklärung 
von  Keiebenhacirs  Fadenmikrometer.  Zur  Ausführung  der  Rechnungen 
wird  der  logarithnüschc  Ivecheuschieber  in  Anwendung  gebracht,  auf 
dessen  Einrichtung  und  Gebrauch  die  Schrift  näher  einjjeht.  Der 
letzte  Gegenstand  ist  der  Transporteur.  Der  praktische  Teil  handelt, 
in  IJctreff  der  Feldarbeit,  vom  allgemeinen  Verfahren,  von  der  Ope- 
'^Mionslinie,  Detailcotimng,  Feldnotizbnch  und  Skizzen,  in  Betreff  der 
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Hansarbeit,  von  der  Berechnvng  der  Fcldablesnugen,  vom  Auftragen 
aof  s  Papier,  Interpolation  der  Schichten  und  Ausfertigung  der  Pläne. 

Anleitung  zum  £ntwerfen  grapliischer  Tafeln  und  zu  deren  Ge- 
brauch beim  Schncllrechncn  sowie  beim  Scbuellquotiron  mit  Ancroid 
und  Tachymeter  fQr  lugeiiieure,  Topographen  und  Alpenfreunde.  Ton 

\)T.  Ch.  August  Vogler.  Mit  sechs  Licbtdrucktafcln  und  vielen  in 
(leu  Text  eiugedrucktcu  llülzschuitteu.  Utiiiu  1877.  Ernst  u.  Koru. 
196  S. 

Die  Verwendung  von  Diagrammen  zum  Ausdruck  von  Functio- 
nen, namentlich  empirisch  ermittelten,  von  einem  oder  zwei  Argu- 
menten ist  Innt^its  eine  so  manniehfaltige,  dass  eine  Behandlung  der- 

setben  iu  grösstnKiv'lifhcr  Vollständigkeit  als  Bedürfaiss  erschieuen 
ist.  Das  Yorlicgcmlc  üiicli  bringt  eiuc  solche  /.um  erstenmal  zur  Aus- 
führung und  gi(-))t  im  /weiten  Abschnitt  die  Auwcudung  auf  Baro- 
meter- und  Aneroidniessuugen,  im  dritten  auf  Tachynietric,  Haupt- 
säcidich  sind  es  die  Functionen  zweier  Argumente,  die  eine  umfang- 
reichere Theorie  erfordern.  Iiier  wcrdcu  zur  Darstellung  beide 
Argumente  als  Coordiuatcn  aufgetragen,  und  die  Isopletheu,  d.i. 
diejenigen  Curvon,  welche  die  Punkte;  von  gleichem  Fuuctiouswert 
verbindou,  gezogen.  Ein  grösseres  Feld  frei  gewählter  Anordnung 
eröffnet  sich  dadurch,  dass  man  die  aufgetragenen  Stflcke  der  2  Axen, 
welche  den  Einheiten  der  Argumente  entsprechen,  ungleich  machen 
kann.  So  hat  man  es  in  seiner  Hand,  einesteils  die  Isopletheu  zweck- 
gemäss  zu  gestalten,  andenitcils  die  Argumente  zu  Functionen  neuer 
Argumente  zu  machon.  Ein  besonderer  Fall  davon  ist  die  logarith* 
mische  Teilung.  Auf  ähnlichem  Prineip  beruht  der  logarithmische 
Rechenschielier .  dessen  Tiieorie  liier  -kichlalls  dargelegt  wird.  Da 
die  Isopletheu  nur  von  Kiidieil  zu  Kiidieit  des  Functionswerts  gezogen 
werdrii  können,  so  waren  noch  die  Mittel  zu  erörtern,  durch  welche 
das  Augenniass  iu  der  Abschätzung  der  Bruchteile  unterstützt  werden 
kann.  Soviel  sieh  vor  der  Hand  überseheu  lässt,  entspricht  die  ge- 
genwärtige Bearbeitung  allen  Aul'orderuugen  in  befriedigender  Weise. 

H. 


Mechanik. 

Die  wichtigsten  Sätze  der  neuern  Statik.  Ein  Versuch  elemen- 
tarer Darstellung  vou  Dr.  J.  B.  Goebcl,  diplomirtem  Ingenieur. 
Hit  einer  lithographirten  Tafel  ZOrich  1877.  Meyer  u.  Zeller.  61 S. 
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Die  hier  im  Zusammenhang  vorgetragene  „neuere  Statik"  ist 
eine  Transfonnation  des  Priucips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
durch  gleichzeitige  und  gemeinsame  Zerlegung  der  Kräfte  und  der 
Verrückungen  in  Translation  und  Rotation.  Dasselbe  Ver&hren,  nach 
welchem  Poinsot  mit  so  viel  Glück  mechanische  Probleme  auf  Über- 
raschende Weise  gelöst  hat,  lässt  sich  allgemein  auf  die  Principien 
der  Mechanik  anwenden,  woraus  dann  eine  Theorie  entspringt,  an 
deren  Gestaltung  ausser  ihm  Möbius,  Chasles  u.  A.  mitgewirkt  haben. 
Die  P'orm  der  Darstellnng  ist  die  einfach  analytische  im  vollen  Sinne, 
ausgehend  von  der  allgemeinsten  Auflassung,  die  in  keiner  Weise 
durch  saccessiTes  Aufisteigen  gewonnen,  sondern  geradezu  Torausge- 
setzt  whrd.  Nach  Angabe  des  Yerfassers  werden  yorausgesetzt  die 
Elemente  der  Mechanik,  der  darstellenden  Geometrie  und  der  ana- 
lytischen Geometrie  der  Ebene  und  des  Baumes.  In  der  Tat  wird 
wol  Jeder,  der  hiermit  völlig  vertraut  ist,  auch  das  GegenwftrÜge  leicht 
vmteheo,  aber  nur  sofern  er  es  in  seinen  Gedanken  bereits  umspannt 
und  alles  Einzelne  unter  seine  Begriffe  zu  ordnen  weiss.  Dass  aber 
ein  solcher  Standpunkt,'  wie  der  Verfasser  meint,  auf  jeder  polytech- 
nischen Schule  mit  Leichtigkeit  in  den  ersten  beiden  Semestern  er^ 
reicht  werden  kann,  davon  sind  dio  publicirtcn  Httlfsmittel  fttr  diese 
Schulen  weit  entfernt  ein  Zeugniss  geben;  es  werden  höchstens 
einige  besonders  begabte  Schfllor  dazu  gelaugen.  Was  also  derTer^ 
fasser  damit  meint,  dass  er  seine  Darstellung  eine  olcmentare  nennt, 
ist  nicht  zu  ersehen.  Selbst  Poinsot  nimmt  zur  Ilinführun}?  auf  den 
hier  geforderten  Staiuipuukt  einen  synthetischen  Aulaii};.  Iiier  ist 
zur  Anleitung  gar  nichts  j,'L'scbeliL'u.  Soll  vielleiclit  die  Bozoichuiiug 
sich  darauf  stützen,  dass  keine  Differential-  und  Integralrechnung 
vorkommt,  so  liept  es  in  der  Natur  des  Gegenstandes,  «lass  bei  De- 
duction  des  Priucii)s  wie  auch  l)ei  der  Transt'ornuUion  dieselben  nicht 
gebraucht  werden;  dieser  Unibtaud  lasst  sich  unmöglich  der  gegen- 
wärtigen Bearbeitung  zurccluien.  Aus  dem  Umstände  folgt  indes 
nicht,  dass  zum  Vci-ständniss  der  Diffen  iitialbegriff  uuenti»ehrlich 
wäre.  Das  Princip  der  virtuellen  (iesciiwiiidigkoiten  wird  hier  das 
Princip  der  mechanischen  Arbeit  genannt.  Diese  wie  die  übrigen 
terminologischen  Einführungen  der  Vorgänger  sind  iu  der  Tat  recht 
passend  gewählt;  nur  ändern  sie  an  der  Sachlage  nichts  und  konneu 
keine  sonst  mangelnde  Einsicht  ersetzen.  Arbeit  ist  ciuo  geläufige 
Vorstellnng;  zur  cxactcu  Auffassung  gchOrt  aber  der  Begriff  der 
Variation,  und  die  Darlegung  im  coucreteu  Falle,  die  doch  zum  Be* 
weise  des  Verständnisses  gefordert  werden  muss,  verlangt  die  nur 
scheinbar  vermiedene  Differentialrechnung,  deren  Elemente  demnach 
auch  zu  den  notwendigen  Vorkenntnissen  gerechnet  werden  massen. 
Hiermit  ftllt  auch  diese  vermutete  Bechtfertigung  des  Attributs  „ele- 
mentar^'  weg.  Abgesehen  von  diesem  unbegründeten  Anspruch  ist 
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das  ^'o^liogcudc  als  übcrsiclitlichc  Znsaninicnstolluug  dessen,  was  der 
Verfasser  bereits  fertig  vorgefunden  liat,  worauf  wir  daher  keinen 
Aulass  haben  näher  ciuzugcbco,  eino  Arbeit,  die  gewiss  Vielen  will- 
kommen  sein  wird.  H. 


Optik. 

Bestimmung  der  Interferenzen  von  mehreren  isochronen  und  in 
gleicher  Phase  schwingenden  Lichtcentreu.  Von  der  i)hilosophischen 
Faeultät  zu  Jena  gekrönte  Preisschrift  Von  Dr.  Alfred  Eich- 
horn. Mit  zwei  Figurontafcln.  Jena  1878.  Gustav  Jbischer.   34  S. 

Die  Schrift  enthalt  eine  Reihe  analytischer  Entwickelungen,  deren 
Ziel  nach  den  Worti  ii  der  Einleitung  folgendes  ist.  Ks  sollen  Licht- 
centra  in  bestimmter  Anzahl  und  Gruppirung  innerhalb  einer  Ebene 
liegen  und  Schwingungen  von  gleicher  Schwingungsdauer  und  über- 
einstimmender Phase  von  ihnen  ausgehen.  Das  Zusammenwirken  dieser 
Schwingungen  soll  iu  einer  zweiten,  der  ersten  parallelen  Ebene  be- 
stimmt werden,  deren  Abstand  von  der  £bene  der  Lichtcentra  im 
Vergleich  mit  den  Abständen  der  letzteren  nnter  einander  sehr  gross 
sei,  and  swar  unter  der  Einschränkung,  dass  die  Wirkung  nur  in 
solchen  Punkten  betrachtet  werde,  deren  Verbindangslinie  mit  sänimt- 
Hchen  lichtcentren  sehr  kleine  Winkel  mit  der  gemeinsamen  Nor- 
malen zu  beiden  Ebenen  einschliessen.  Die  |in  dieser  Formnlinuig 
ausgesprochene  Aufgabe  enthftlt  die  Theorie  einer  Classe  Ton  Inter* 
feronzphftnomenen,  die  sich  experimentell  leicht  herbeiAihren  lassen 
nnd  welche  zugleich  bei  vielen  optischen  Wirkungen  ungesucht  auf- 
treten. Es  wird  dabei  an  die  Herbeiführung  dnrch  Stab-  und  Kreuz- 
gitter gedacht,  und  besonders  die  Fälle,  welche  solchen  von  90^'  und 
(UJ"  entsprechen,  der  niathematisclien  Discussion  unterzogen.  Die  zu- 
grunde gelegte  Beobachtungsmethode  compensirt  die  Verschiedenheit 
der  Wellenlängen,  so  dass  das  luterferenzbild  für  alle  Farben  das 
nämliche  wird,  also  auch  bei  Anwendung  weissen  Lichts  keine  Far- 
benerscheinnngen  eintreten.  Der  Rechnung  gehen  2  Hülfssätze  vor- 
ans.  Dann  werden  nach  einander  folgende  Fälle  nntersncht:  2  Licht- 
centra, 3  äquidistante  linear  liegende  Lichtcentra,  «-{-1  nicht  äqni- 
distante  Lichtcentra  mit  angleichen  Intensitäten  in  einer  Geraden 
liegend,  3  Lichtcentra  gleicher  Intensität  in  den  Ecken  eines  gleich- 
scitigen  Dreiecks,  3  Lichtcentra,  ebenso  liegend,  von  denen  2  dieselbe, 
das  dritte  eine  bedeutend  grössere,  dann  bedeutend  kleinere  Intensität 
hat,  6  in  den  Ecken  eines  regulären  Sedisecks  liegende  Lichtcentra 
von  gleicher  Intensität,  11?  Lichtcentra  gleicher  Intensität  in  den  Ecken 
zweier  regulären  Sechsecke,  4  Lichtcentra  gleicher  luteusität  iu  den 
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Ecken  eines  Quadrats,  8  Lichtocntra  gleicher  IntcnsiUt,  3  Lichtcentra 
gleicher  Intensität  in  den  Ecken  eines  rechtwinkligen  Drdecks,  4 
Lichtcentra  derselben  Intensität  in  den  Ecken  eines  Bechtecks. 

H. 


Das  Brachy-Telcskop.  Erfunden  und  construirt  von  J.  Forst  er 
nnd  K.  Fritsch.  Für  Freunde  der  Astronomie,  Militärs,  Touristen 
etc.  verfasst  von  K.  Fritsch,  Optiker  und  Mechaniker,  Wien,  VI. 
Gumpendorferstr.  Nr.  31.  Mit  5  Holzschnitten  nnd  1  Lichtdrnck- 
tafeL  Wien  1877.  Selbstverlag.  16  S. 

Von  der  Leistung  des  neuen  Instruments,  dessen  Erfindung  für 
den  Zweck  bestimmt  ist^  weniger  Bemittelten  für  das  praktische  Stu- 
dium der  Astronomie  mit  Entbehrlichkeit  grosser  Femzdhrc  zu  dienen 
und  zugleich  Traußport  und  AnfsteUnng  ohne  jegliche  Umstände  zu 
ermöglichen«  sagt  der  Verfasser,  dass  es  so  klein  und  leicht  ist,  dass 
es  von  der  Hand  eines  Kindes  getragen  werden  kann,  während  ein 
Mann  Mflhe  hat,  ein  lustmment  gleicher  Leistung,  aber  nach  Ims- 
herigen  Systemen  verfertigt,  zu  tragen.  Die  Schrift  geht  zuerst  die 
Reihe  der  successiven  Verbesserungeu  und  Spiegelteleskope  bis  zum 
Herscherscheu  durch,  und  beschreibt  dann,  wiewol  sehr  ungenügend, 
das  erfundene,  welches  gleichfalls  ein  solches  und  zwar  mit  zweimali- 
ger Ketlexion  ist.  so  dass  das  Auge  den  Stern  direct  vor  sich  hat. 
Beide  Spiegel  hiud  von  versilbertem  Glas.  Der  grössere,  auf  den  der 
Strahl  zuerst  auffällt,  ist  parabdüseh  geschlitien  und  bctindet  sich 
neben  dem  Ocularrohr,  der  zwLite,  kleinere,  ein  Planspiegel,  in  eini- 
ger Entfernung  vor  demselben.  Hierauf  wird  von  der  liehaudlung 
des  Api)arats,  dann  eist  im  allgemeinen  von  den  Vorzügen  der  lu'- 
Heetoren  vor  den  Kefraeturen  gesprochen,  dann  insbesondere  folgende 
Vorzüge  des  gegenwürtigcn  IJrachyteluslvops  genannt.  Der  grosse 
Si)iegel  ist  nicht  durehbroehen,  daher  das  Bihl  eine  grosse  Lichtstarke 
und  Schärfe  be>itzt.  Der  kleine  Spiegel  steht  nicht  mitten  ira  Strab- 
lengange  des  grossen,  welcher  Umstand  ebenfalls  zur  Vermehrung  der 
Helligkeit  und  Prücision  des  Bildes  beiträgt.  Das  lustrumeut  ist  viel 
kOrzcr  als  ein  Newton  schos.  Der  Gegenstand  ist  vor  dem  Beobach- 
ter, nicht  links  von  ihm  oder  gar  hinter  ihm,  was  für  die  Orieutirung 
angenehmer  ist.  Im  Anhang  empliehlt  der  Verfasser  eiu  Spectro- 
mcter  mit  Doppelaxen -System,  welches  in  Lichtdruck  abgebildet  isL 

H. 
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Astronomie. 

Die  Entstehung  des  Sonnensystems.  Nach  der  Lap1aco*8chen 
Hypothese,  iu  Tcrscbiedenon  neuen  Richtungen  ansgoführt  Eine 
mathematische  *  Abhandlung.  Von  Ferdinand  Herz,  Oberst  and 
Commaudeur  des  Grossherzoglich  Hessischen  Gendarmerie  -  Corps. 
Zweite,  günzlieh  neu  bearbeitete  Auflage.  Darmstadt,  lb77.  II.  L. 
Schlapp.  S. 

Die  Bahnen  der  Kometen  and  die  Monde  des  Mars.  Ein  Nach- 
trag zur  „Entstehong  des  Sonncn^tems^^  Von  Ferdinand  Herz, 
Oberst  and  Gommandcnr  des  Grossherzoglich  Hessischen  Gendarmerie- 
Corps.   Darmstadt,  1878.   II.  L.  Schlapp.   68  S. 

Das  Sonnensystem,  bestehend  ans  Sonne,  Planeten  and  Trabanten, 
mit  Ansschlnss  also  der  Kometen  nnd  anderer  sein  Ranmgebict  krea- 
zondor  Meteore,  wird  in  der  erstem  Schrift  isolirt  von  der  ttbrigea 
Welt  betrachtet  Der  Umstand,  dass  alle  dazu  gehörigen  KOrper 
Umlauf  und  Rotation  in  gleichem  Sinne,  geringe  Neigung  der  Bahnen 
und  geringe  Excentricitäten  haben,  sowie  die  Regelmässigkeit  in  der 
Scala  der  Abstände,  fordert  zur  Erklärung  seiner  Entstehung  aus 
gemeinsamer  Ursache  auf.  Hierzu  hat  Laplace  einen  Weg  angegeben, 
und  die  gegenwärtige  Stlirift  macht  es  sich  zur  Aufgabe,  denselben 
im  einzelnen  zu  verfolucn.  8u  umfassende  Unternebmungon  haben 
znfülgc  dor  zuhh'cichen  Erscheinungen  im  Gebiete  der  koj^mischen 
Fra(»<Mi.  welche  aus  Unkenntuiss  und  Selbstüberschätzung  hervorgeben, 
nicht  darauf  za  rechneu  einer  gaten  Meinung  zu  begegnen.  Um  so 
mehr  ist  es  anzuerkennen  und  hervorzuheben,  dass  das  vorliegende 
Buch  nicht  zu  dieser  Classe  gehört.  Es  zeugt  von  angewOhniicher 
Rohe  and  Besonnenheit,  von  zwar  nicht  tiefer,  doch  vielseitiger  Konnt- 
niss  der  einschlagenden  Arbeiten,  einer  wirklich  zn  eigen  gemachten 
Kenntnias  mit  der  Ffthigkeit  sie  zur  Prfiiang  richtig  za  gebraachen; 
ohne  den  Ehrgeiz  weitgreifender  Schlfisse  bleibt  die  Darstellung  immer 
anf  das  Nächstliegende  bedacht  Dennoch  ist  eine  Schwäche  in  der 
Auffassung  der  Principien  der  Mechanik  sehr  wol  merklich,  deren 
Einfluss  weit  grösser  sein  würde,  wenn  die  Behandlung  der  Fragen 
mehr  auf  quantitative  Bestimmung  eingegangen  wäre.  Der  Verfasser 
hat  es  sich  nicht  zur  Klarheit  gebracht,  dass  Ccntrifugalkraft  keine 
Kraft,  souderu  eine  für  Bewegung  substituirte  Kechnuugsgrö^sc  ist. 
Nicht  einmal  von  der  Wirkung  der  Kraft  auf  Veränderung  der  Be- 
wegung findet  mau  eine  klare  Vorstellung.  Erst  wird  die  Buhe  als 
Aufangszustand  vorausgesetzt,  wobei  nur  die  unnötige  Deschränkaag 
anf  diesen  Fall  auffällt;  dann  aber  wird  die  Voraussetzung  vergessen 
nnd  aas  der  blossen  vorgefundenen  Bewegung  aaf  die  Kraft  als  deren 
Entstehnngsgrund  geschlossen.  Der  Titel  „mathematische  Abbandlang" 
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ist  ganz  unzatreffeDd',  mathematische  üntersacbiiDg,  wozu  natariich 
reprodncirte  Rechnung  ond  entlehnte  Resoltate  nicht  gehören,  kommt 
in  so  geringem  Masso  vor,  dass  damit  der  Inlialt  in  keiner  Weise 
charakterisirt  sein  kann.  Solche  mitgeteilte  Rechnungen  von  Laplsce 
n.  A.  stehen  hier  ganz  isolirt,  als  sollten  damit  blossi  etwaige  Nach- 
fragen befriedigt  werden.  Die  dem  Ganzen  zngmndo  liegende  Vor- 
stellung ist  ,  dass  das  Sonucnsystem  anftiiiglich  aus  einer  rotirenden 
Kelielniasse  bostolit,  die  sich  noch  weit  iil)t*r  die  (MitftTüteston  riaue- 
teu  hinaus  «TStreckt  und  dann  sich  allmählich  zusaianicn/.ieht,  wubci 
sich  Schalablageruugon  bilden,  die  sich  von  der  unter  sie  herab- 
sinkenden Nebelmasse  ablösen.  Die  Schale  zieht  sich  in  einen  Riog 
zusammen,  der  sich  unter  Umstunden  an  einer  Stolle  zu  einem  Pla- 
neten verdichtet  und  vom  ttbrigon  Teile  trennt.  Hierbei  gewinnt  er 
eine  Rotation  um  eine  eigene  Axe,  und  es  beginnt  ein  analoger  Vor- 
gang, aus  dem  die  Monde  entstehen.  Bio  Vorstellung  liess  nun  olfen- 
har  eine  grosse  Anzahl  Punkte  der  Erklärung  bedfirftig;  der  Vei^ 
fasser  bemflht  sich  ftlr  jeden  einzeln  eine  Erklärung  zu  finden.  Unter 
allen  Argumentationen,  die  ihr  Ziel  in  der  Herstellung  bekannter  Ge- 
setze haben,  befindet  sich  auch  eine,  welche  auf  ein  neues,  dem  Ver- 
fasser eigentümliches  Resultat  ausgeht.  Durch  Betrachtungen,  deren 
Angaben  jedoch  unzureichend  sind  um  sie  ohne  Gefahr  den  Gedanken 
des  Verfassers  zu  verfehlen  wiederzugeben,  gelangt  er  zu  dem  Schluss, 
dass  unterhalb  einer  bekannten  Ablagerung  nur  eine  begrenzte  Anzahl 
solcher  möglich  sei,  und  zu  einer  Formel,  welche  diese  Zahl  zum 
Radius  der  Ablagerung  und  zur  Kotationsaxe  des  Hauptkörpers  in 
Relation  stellt.  Hiervon  wird  Anwendnm;  auf  die  Anzahl  der  mög- 
lichen Monde  jedes  Planeten  gemacht.  In  der  zweit  genannton  Schrift 
kommt  er  darauf  zurack  um  die  Entdeckung  der  Monde  des  Mars  is 
dieser  Bichtang  zu  verwerten.  Vom  18.  Capitel  der  ersten  Schrift  in 
wird  das  Gebiet  des  anfänglich  dcfinirten  und  bis  dahin  festgehaltenen 
Sonnensystems  überschritten  und  die  Kometen  etc.  in  Betracht  ge- 
zogen, deren  Entstehung  er  durch  Ausschleuderung  von  Nebelmassen 
zu  erklären  sucht.  Mit  diesen  beschäftigt  sich  dann  gleich&Us  die 
zweite  Schrift  H. 


Erklärung  in  Betreff  des  im  244.  litt.  Bericht  S.  46.  besprochraen 

Buches : 

Die  Schule  der  Geometrie  und  Trigonometrie  der  Ebene.  Von 
Professor  G.  Hellwig,  Oberlehrer  an  der  Realschule  1.  Ordnnqg  zn 
Erfurt.  Erster  Cursus. 

Da  der  Verfasser  besorgt,  dass  der  erste  Satz  jener  Rcceusion 
so  Torstanden  werden  könnte,  als  ob  die  in  dem  Buche  enthaltonen 


LiUeraruekMr  Bericht  CCXLVJ. 


21 


BetrachttiDgeii  des  inneren  Zosammonliangs  entbehrten,  so  komme  ich 
dem  Wunsche  des  Verfassers,  eine  kurze  Inhaltsan^^  der  Schrift 
veröffentlicht  sn  sehen,  hierdurch  nach.   Die  ersten  5  Capitel  sind 

der  Erklärung  der  elementaren  Begriffe  gewidmet.  Dann  folgen  die 
Lehrsätze  über  die  Winkel,  erst  überhaupt,  dann  über  die  Winkel 
am  Dreieck,  und  über  dessen  Seiten,  dann  die  Lehre  vom  Kreise, 
zunächst  in  Betrachtungen,  seine  Anwendung  zur  Construction  der 
Dreiecke,  dann  die  Sätze  über  die  Congrucnz  der  Dreiecke  und  die 
gleichschenkligen  Dreiecke,  dann  die  Lehre  von  den  Vierecken,  Pa- 
rallelogrammen, Trapezen;  dann  kommt  das  Buch  zurück  auf  die 
Kreisicbro  und  behandelt  die  Sehnen  und  Tangenten  in  Verbindung 
mit  den  Winkeln;  den  Schluss  des  \.  Curaus  bilden  das  Sehnen-  und 
Tangenten-Viereck.  Der  Grund  sur  Besorgniss  des  Verfassers  ist  aus 
den  Worten  des  Berichts,  deren  keins  auf  einen  Mangel  des  Zusam- 
menhangs Bezug  bat,  die  in  den  ersten  Sätzen  Oberhaupt  keinen  Tadel 
enthalten  und  die  unterschiedene  Art  der  Darsteliung  als  berechtigt 
anerkennoi,  nicht  ersichtlich.  Auch  in  Betreff  der  weiterhin  wirklich 
gemachton  Ausstellungen  ist  am  Schlüsse  ausdrflcklich  bemerkt,  dass 
sie  nur  Verbesserungsvorschläge  sein  sollen.  Ein  geringschätzendes 
Urteil  über  diese  neue  Arbeit  konnte  nm  so  weniger  im  Sinne  dos 
Ueferonteu  liegen,  als  sich  der  Verfasser  bereits  durch  so  niaiuho 
OriginaluntersiK  hungen  verdient  gemacht  und  die  Achtung  der  Mathe- 
matiker erworben  hat  H. 


oiyui^ca  GoOglc 


Preisaufgaben 

der 

^Fürstlich  Jabiouowski'scheu  (ieäelläcliait 

in 

Leipzig. 


Mathematisch-naturwissenschaftliche  Section. 

1.    Jb^  ü  r  das  Jahr  1878. 

Die  Eatwiclceltnig  des  rßciprolcen  Werthes  der  Entftrnung  r  zweier 
Punkte  spielt  in  astronomischen  nnd  physilcaliBchen  Problemen  duc 
hervorragende  Rolle.  In  der  Theorie  der  Transformation  der  ellip* 
tischen  Functionen  wird  die  zuerst  von  Caucby  entdeckte  Gleichung 
bewiesen  • 

'Ul  +  ^ß"'^^ +2e~  ^ +2e  ~>''+2«  j  = 

in  welcher  mit  R&cksicht  auf  die  zu  erzielende  Genauigkeit  die  posi- 
tive wiUkfirlicho  Constante  a  so  gross  gewählt  werden  kann,  dass  dio 

EzponentialgrOsse  e"     vernachlässigt  werden  darf.  Alsdann  hat  man 

-/I*  4,7»*  ».7»' 

-  =  1  -\-2e~     +  2c"       +  2c"  «'  -f  . . . 

eine  Reihenentwickelung  von  ungemein  rascher  Convergcnz.  Es  steht 
zu  erwarten,  dass  eine  auf  die  vorstehende  Formel  gegründete  Eut- 
Wickelung  der  St^rungsfunction  in  dem  Problem  der  drei  Körper  sich 
für  die  numerische  Rechnung  als  vortheilhaft  erweisen  werde.  ^ 

Die  Gesellschaft  wünscht  eine  unter  dem  augc- 
dottteten  Gesichtspunkte  ausgeführte  Bearbei- 
tung des  Störungsproblems  zu  erhalten. 
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lodern  sie  dem  Dearbciter  die  Wahl  des  besondcru  Falles  über- 
lässt,  in  wdchcm  die  iiumerischo  Auwcüdbarkeit  des  Verfahrens  ge- 
zeigt werden  soll,  setzt  sie  voraus,  dass  das  gewählte  Beispiel  hiu- 
läDglicheu  Umfang  ttiid  Wichtigkeit  besitze,  um  die  Tragweite  der 
voigescblagenen  Methode  imd  ihr  Yerhftltniss  zu  den  Häher  ange- 
wandten hervortreten  zn  lassen.  Preis  700  Mark. 


2.   Fttr  das  Jahr  1879. 

Durch  die  in  den  Abhandlungen  der  Kgl.  Sftchs.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  von  W.  Hankel  verOfifentlichten  Untersuchungen  ist 
nachgewiesen  worden,  dass  die  Thermoelektricität  nicht  nur  auf  den 
hemimorphen  Erystallen  auftritt,  sondern  eine  an  allen  Krystallen 
wahznnehmendo  Eigenschaft  ist,  soweit  deren  krystallinische  Struetur 
und  materielle  Beschaffi'uheit  überhaupt  eiu  Entstehen  und  Anhftnfen 
der  Elektricität  bis  zu  einer  durch  unsere  Instrumente  nachweisbaren 
Stärke  gestatten.  Die  erwähnten  Abhandlungen  umfassen  ausser  den 
hemimorphen  Krystallen  des  Boraeitt's  und  Quarzes  die  symmetrisch 
gebildeten  Krystallo  des  Idokrases,  A])ophyllits,  Kalkspathes,  Berylls, 
Topases,  Schwerspathes ,  Ara^'onites,  Gypses,  Diopsids,  Orthoklases, 
Albits  und  Periklius,  und  lehren  nicht  nur  die  Yertheilung  der  Elek- 
tricität auf  den  in  den  verschiedenen  Formen  vollkommen  ausgebil- 
deten, sondern  auch  auf  den  durch  Anwachsen  und  sonstige  Hinder- 
nisse in  ihrer  Entwickclnng  gehemmton  Individuen,  sowie  auf  den 
dwch  Bruch  oder  Anschlagen  der  Durchgänge  ]{flnstlich  erzeugten 
Begrenzungsflächen  kennen.  Es  scheinen  nun  unter  allen  zwischen 
der  Wärme  und  der  Elektricität  beobachteten  Beziehungen  die  thermo- 
elektrischen  Erscheinungen  am  geeignetsten,  eine  nähere  Eenntniss 
des  Znsammenhanges  zwischen  A&k  genannten  beiden  Agenticn  zu  er^ 
möglichen,  und  es  wird  daher  von  der  Fürstlich  Jablonowski'schen 
Gegellsehatt  für  das  Jahr  187Ü  als  Preisaufgabe  gestellt: 

Auf  streng  physikalische  Versuche  gestützter 
Nachweis  der  Entstehung  der  auf  Krystallen 
bei  steigender  und  sinkender  Temperatur  her- 
vortretenden Elektricität  (Thermoelektricität,  Pyro- 
elektricität,  Krj'stalielcktricität)  und  der  durch  Bil- 
dungshcmmnisso  oder  äussere  Verletzungen 
derselben  in  der  normalen  Yertheilung  ent- 
stehenden Aenderungen. 

Preis  700  Mark. 
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a.  Ebenfalls  fttr  das  Jahr  1879. 


Die  hintcrlassene  Abhandlung  Hansen'?  „Ucbrr  (i'io  Störuugctt 
der  grossen  Planeten,  insbesondere  des  Jupiter',  abgedniekt  im  XI. 
Baude  der  Abhandlnn}jen  der  matheraatisch- physischen  (  lasse  der 
Kgl.  Sächs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  enthält  als  Anwendung 
der  daselbst  gelehrten  ^[otbode  zur  Entwickelung  der  planetarcn  Stö- 
rungen die  numerische  Berechnung  derjenigen  Störungsglieder  in  der 
Bewegung  des  Jupiter,  welche  unter  der  Berücksichtigung  der  ersten 
Glieder  ihrer  analytischen  Entwickelung  abgeleitet  werden  können. 
Fttr  die  Berechnung  der  durch  den  Saturn  bewirkten  Störungen  der 
Länge  und  des  Radiusvcctors  dagegen  erscheint  die  angeführte  Me- 
thode nicht  geeignet,  und  Hansen  verweist  in  dieser  Beziehung  auf 
seine  fritheren  Arbeiten  aus  der  Störungstheorie,  welche  die  erforder- 
lichen Vorschriften  enthalten.  Ein  grosser  ThcU  der  numerischen 
Bechnungcn  findet  sich  bereits  in  der  im  Jahre  1830  von  der  Berliner 
Akademie  i^ekrönten  Preisschrift  „Ueber  die  gegenseitigen  Störungen 
des  Jupiters  und  Satnms'*  ausgefabrt  £s  ist  jedoch  der  Theil  der 
Rechnung,  welcher  die  Glieder  höherer  Ordnung  in  Bezug  auf  die 
Massen  betrifft,  nicht  vollendet  worden.  Sofern  diese  Glieder  von 
Einfluss  werden  können  auf  die  vollständige  Berechnung  der  Säcular- 
inderungen ,  sowohl  in  Bezug  auf  die  Länge  und  den  Radiusvector, 
als  in  Bezug  auf  die  Breite,  sind  auch  die  in  der  nachgelassenen 
Abhandlung  Hanse  n '  s  enthaltenen  Werthe  dieser  Säenlari^eder  nidit 
als  definitiv  anzusehen. 

In  den  letzten  Jahren  ist  die  Theorie  der  Jupitersbewegung  durch 
die.  umfangreichen  Arbeiten  von  Leverrier  ihrem  Abschlüsse  ent- 
gegengefahrt worden.  Da  jedoch  der  bertthmte  französische  Astronom 
sich  wesentlich  anderer  Methoden,  wie  Hansen,  bedient  hat,  so  bleibt 
es  dringend  wfinschenswerth  und  von  hohem  wissenschaftlichen  Inter- 
esse, dass  die  vollständige  Berechnung  der  Jupitemstörungen  auf  Grund 
der  Hansen'schen  Theorie  zu  Ende  geftthrt  werde.  Die  Gesellschaft 
stellt  daher 

die  ergänzende  Berechnung  der  v ollstäudigeu 
Jnpitersstörungen  nach  den  von  Hansen  ange- 
gebenen Methoden 

als  Preisaufgabe  für  den  Termin  des  30.  November  1879.  Preis 
7Ü0  Mark. 

4.   Für  das  Jahr  1880. 

Nachdem  durch  die  embr}'ologischen  Untersuchungen  der  letzten 
Jahre  der  Nachwds  erbracht  ist,  dass  der  Körper  sämmtlicher  Thiere 
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—  mit  Aasschlius  der  sog.  Plx>tozoeii  —  in  ähnlicher  Weise  ans 
einigen  wenigen  EcimUattem  sich  anfbant,  entsteht  die  Frage,  ob 
der  Anthcil,  welchen  diese  Blätter  an  der  Entwickelnng  der  einzelnen 

Organe  und  Gewebe  nehmen,  überall  genau  der  gleiche  ist  oder  nicht; 
eine  Frage,  die  dann  iiiiturgi'uiäss  weiter  zu  der  Untersuchung  führt, 
oh  dieser  Antheil  durcli  die  specitischen  Eigenschaften  der  Keimblätter 
oder  durch  peNvisse  secundäre  Momente  (etwa  die  Lagenverhältnisse 
der  späteren  Organe)  bedingt  sei.  In  Anbetraclit  der  grossen  Bedeu- 
tung, welche  die  Entscheidung  dieser  Fragen  für  die  Auffassang  der 
thierischen  Organisation  hat,  wünscht  die  Gesellschaft 

eine  auf  eigene  Untersuchungen  gegründete 
Kritik  der  Lehre  von  der  Homologie  der  Keim- 
blätter. 

Pr^s  700  Hark. 

5.  Fttr  das  Jahr  1881 

wird  die,  ursprünglich  für  1877  gestellte,  in  diesem  Jahr  aber  nicht 
beantwortete  Preisfrage  wiederholt 

Der  nach  Encke  benannte  und  von  diesem  Astronomen  während 
des  Zeitraumes  \on  IHlli— isi.s  soi-gtaltig  uutersuclite  Comet  I,  1819, 
hat  in  seiner  Bewegung  Anomalien  gezeigt,  welche  zu  ilirer  Erklärung 
auf  die  Hypothese  eines  widerstehenden  Mittels  geführt  haben.  Da 
indessen  eine  genauere  Untcrsuchun^r  der  Bahn  nur  über  einen  be- 
schräDlitcn  Theil  des  Zeitraums  vorliegt,  über  welchen  die  Beobach- 
tungen (seit  1786)  sich  erstrecken,  und  die  von  Asteii'schen  Unter- 
snchongcn,  wenigstens  so  weit  dieselben  bekannt  geworden  sind,  noch 
zn  keinem  dofinitivcn  Resultate  geführt  haben,  so  ist  eine  yoU- 
st&ndige  Kcnbcarbeituag  der  Bahn  des  Encke'schen  Comcten  um  - 
so  mehr  wünscheoswerth ,  als  die  bisher  untorsuditen  Bewegungen 
anderer  periodischen  Cometen  keinen  analogen  widerstehenden  Ein«- 
fluss  verrathen  haben.  Die  Gesellschaft  wünscht  eine  solche  vollstän- 
dige Keubearboituug  herbeiiuführeu,  und  stellt  desshalb  die  Aufgabe: 

die  Bewegung  des  Encke'schen  Cometen  mit  Be- 
rücksichtigung aller  störenden  Kr&fte,  weiche 
von  Einfiuss  sein  können,  vorläufig  wenigstens 
innerhalb  des  seit  dem  Jahre  1848  verflossenen 

Zeitraums  zu  untersuchen. 

Die  ergftnsende  Bearbeitung  für  die  frühere  Zeit  behält  sich  die 
Gesellschaft  vor,  eventuell  zum  Gegenstand  einer  spätem  Preisbewer- 
bung  zu  machen.  Preis  700  Mark. 
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Dio  anonym  einzureichenden  Boweibnngsscbriften  sind,  wo  nicht 
die  Gesellschaft  im  besondern  Falle  ausdrilcklich  den  Gebrauch  einer 
andern  Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  fran- 
zösischer Sprache  zu  Terfiuscn,  mftssen  deutlich  geschrieben  und 
l)agiuirt,  femer  mit  einem  Motto  Versehen  und  von  einem  ver- 
siegelten Gouvert  begleitet  sein,  das  auf  der  Aussenscite  das  Motto 
der  Arbeit  trägt,  inweinlig  den  Namen  und  Wohnort  des  Verfassers 
angiobt.  Die  Zeit  der  Einsoudung  endet  mit  dem  30.  November 
des  ;in gegebenen  Jahres,  nud  die  Zusendung  ist  an  den  SecretÄr 
der  Gesellschaft  (für  das  Jahr  lö7H  Prol".  der  Geschichte,  Dr.  Georg 
Voigt)  zu  richten.  Die  Resultate;  der  Prüfung  der  eingegangenen 
Schriften  werden  durch  die  Leijiziger  Zeitung  im  Marz  oder  April 
des  folgcudcn  Jahres  bekannt  gemacht. 

Die  gekrönton  Bowcrbungsschrifton  worden  Eigenthum  der  Ge- 
sellschaft. 


» 
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Methode  luid  Priiicipieu. 

Die  Aiisdclumngslohre  von  IHM  oder  Die  liuoalo  Ausdclnuings- 
lehre  ein  neuer  Zweig  der  Mutheniatik  dargestellt  und  durch  An- 
\\eudungi'n  auf  die  ührigeu  Zweige  der  Mathematik,  wie  auch  auf  die 
Statik,  Mechanik,  die  Lehre  vom  Magnetismus  und  die  Krystallononiie 
erläutert  von  Hermann  Grassmaun.  Zweite,  im  Text  unveräu- 
dcrt6  Auflage.  Mit  1  Tafel.  Leipzig  187d.  Otto  Wigand,  aoi  S. 

Der  Verfasser  will  durch  einige  Kinführniigcu  zu  einer  einfachem, 
mehr  harinuni>clieu  Gestaltung  der  Elemente  der  Mathematik  und  der 
genannte  Zweige  gelangt  sein.  Als  Summe  von  Punkten  betrachtest 
f'r  ihren  Schweri)unkt,  als  l'roducte  von  L\  3,  1  Punkten  bzhw.  die 
Verbiuduugsstreckc,  die  Drcicckstlächc,  den  Tetraederiuhalt,  als  Pro- 
dttcte  vo»  Linien  und  Ebenen  «leren  Schnitte.  Bei  Vertauschuug  der 
Factoren  müsse  das  Vorzeicheu  beider  gewechselt  werden.  Der  Winkel 
9oU  erst  im  2.  Teile  vorkommen,  der  noch  zu  erwarten  ist.  Da  das 
Bach  in  1.  Auflage  bereits  genügende  Aufmerksamkeit  und  Würdigung 
er&hren  hat,  so  möchte  es  aberflüssig  sein  die  Frage,  ob  es  einen 
wirklichen  Fortschritt  enthalte,  aufs  neue  zu  beleuchten.  Wenn  je- 
nuMd  sich  lieber  mit  Symbolen  als  mit  eigentlichen  Grössen  und  Ge- 
bilden besch&ftigt,  so  müssen  wir  ihm  das  als  Geschmackssache  über- 
lassen,  jeden  Versuch  aber  damit  einen  Einfluss  auf  den  Elementar- 
unterricht zu  üben  als  verderblich  bezeichnen. 

H. 
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Lehrbücher,  Sammkuigeii  und  Tabellen. 

Lehrbuch  der  Algebra  flBr  dio  oberen  Klassen  der  Mittolschnleu. 
Von  Dr.  F.  J.  Studni<-ka,  o.  0.  Professor  der  Mathematik  an  der 
k.  k.  Universitftt  zn  Frag.  Mit  11 1  i^^uren  in  Holzschnitt.  Prag  1878. 
Ed.  Gregr.   212  S. 

Das  Lehrbuch  ist  fOr  Classen  der  Oberabteiluug  der  Mittel- 
schulen, von  unten  herauf  wieder  mit  erster  bcginneiul,  bestimmt, 
und  der  Lehrstoff  auf  Je  2  Semester  verteilt.  Der  Verfasser  ent- 
wickelt im  Vorwort  seine  Ansicht,  der  gemäss  er  einer  Anzahl  The- 
mata eine  yerftnderte  Stellung  im  Lehrcorsus  gegeben  habe.  Den 
binomischen  Satz  will  er  in  die  Anfangsgrflndo  der  Potenzlehre  auf- 
genommen wissen.  Sollte  man  hiernach  erwarten,  dass  er  eine  so  loicht- 
fassliche  Methode  gefunden  habe,  den  Satz  in  voller  Allgemeinheit 
flar  den  betreffenden  Standpunkt  zum  Verständniss  zu  bringen,  so  giebt 
uns  die  Ausfahrung  Anfechluss  nach  ganz  anderer  Seite  hin.  Gleich 
im  Anfang  ist  es  auffällig,  dass  manche  sehr  allgemeine  B^riffe  ohne 
Erklärung  als  geläufig  vorausgesetzt  werden.  Bald  aber  abersteigt 
die  Hinw^etzung  über  die  pädagogischen  Erfordernisse  alles  Mass. 
Operationen  mit  Summen-  und  Productzeichen  werden  unbedenklich 
wie  in  der  Analysis  Yollzogeu,  Eridärung  und  Anleitung  geht  nicht 
voraus.  Sollten  die  nötigen  Vorkenntnisse  in  der  Unterabteilung  der 
Mittelschule  crworbeu  sein,  so  müsstcu  die  Schüler  derselben  auf  Uni- 
versitäten stiulirt  lialxMi.  Bei  einem  so  uubedachteu  Zuwerkegehen 
erklärt  es  sich  lrt'ili«  li.  dass  aiicli  der  binoniische  Salz  in  den  Ele- 
menten der  Potcnzleliic  Thit/  liiidon  konnte.  Der  Verfasser  will  da- 
gegen die  Lehre  von  dtm  Kettt  ubrüchen  von  den  Elementen  fem 
halten,  weil  zu  deren  Bewältigung  ein  reiferes  Urteil  nötig  sei.  Da- 
bei ist  aber  uicht  beachtet,  dass  die  'J'heorie  der  Ktttenbruclie  kein 
vollendetes  Ganze  ist,  von  dessen  Bewältigung  schlechthin  die  Ked(j 
sein  könnte.  Sofern  die  Kcttenbruchdarsteiiung  gemeiner  Brüche  zur 
Ermittelung  des  gemeinsamen  Factors  von  Zähler  und  Nenner  dient^ 
lässt  sie  siel!  mit  der  Lehre  von  den  Brüchen  sehr  wo!  mit  Nutzen 
veri)inden  und  wird  durch  die  leichte  Anwendung  verständlich.  Um 
nicht  durch  sie  das  Pensum  der  Arithmetik  Ix  schwi  ron  zu  mtlssen, 
geben  numche  Lehrbücher  die  Keduction  der  Brüche  unvolLständig, 
vielleicht  aus  gleichem  Grunde  die  Addition  der  Brüche  ganz  mangel- 
haft. Dennoch  will  der  Verfasser  nicht  bloss  die  Lehre  von  den  Dc- 
cimalbrUcben,  was  gewiss  ganz  berechtigt  ist,  sondern  auch  die  von 
den  gewöhnlichen  Brüchen,  ausschliesslich  auf  die  Unterabteilung  ver- 
weisen. Dann  fragt  raau  doch,  ob  er  dal)ei  jenen  dürftigen  Unterricht 
im  Sinne  hat,  und  ein  Bcdttrfniss  in  der  Oberabteilung  darüber  hin- 
aus zu  gehen  nicht  kennt  Femer  empfiehlt  der  Verfasser  dio  Auf- 
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nähme  der  Lehre  von  den  complexeu  Zalilen.  die  Anfänge  der  Deter- 
minaotenlehrr  und  des  Gtd)rauelis  von  Symboleu.  Die  einzcluon  Ab- 
teilttogen  des  Lehrhuchs  iKliaudcln  die  uicdcreo,  die  höheren  Rech- 
nungsarten, die  complexen  Zahlen,  die  Logarithmen,  die  Yerfafiltnisse 
und  Proportionen  nebst  Benntzang  in  der  national  -  ökonomischen 
Arithmetik,  die  Gleichungen  1.  und  2.  Grades,  die  arithmetischen  und 
geometrischen  Reihen  ersten  und  nten  Grades,  die  Kcttenhrflcho,  die 
Complexionen  (CombinatiousrechnuDg)  und  die  Wahtscheinlichkeits- 
rechnnng.  Die  Logarithmen  sind  nicht  etwa  bloss  aus  didaktischem 
Grunde  von  den  licclninngsarteu  gclrcmit,  sondern  in'i  den  Iiuersionon 
geradezu  vergessen,  und  e^^  wird  ausdriickiich  dii'  sich  natiiilicli  er- 
gel)ende  Zahl  der  lieclmuimsart*  ii  ;int'  «•  angegeben.  Die  grometri- 
schen  Reihen  »ten  Grades  .^iiid  nacii  Analogie  der  aritbiiu  tisi  ben  er- 
dacht ohne  ersichtliche  Anwendung.  Von  Anfang  bis  Knde  lliidet  sich 
keine  Sjmr  von  methodiselier  Dei  iicksiclif  iguug  des  Fassungsvermögens 
der  Schüler  Der  Ycrfass  r  l)i  absii  htigt  mit  der  Uerausgabc  des 
gegenwärtigen  Lehrbuchs  überhaupt  für  neue  Ideen  in  der  Methode 
Bahn  zu  brechen  und  würde  es  seinem  Zwecke  entsprechend  linden, 
wenn  es  den  Anlass  bOte,  dass  recht  viele  Versuche  die  Methode  zu 
bessern  ans  Licht  träten.  Obwol  diese  Absicht  sehr  anerkennenswert 
ist,  so  möchte  doch  mit  dem  Vorliegenden  schwerlich  ein  Schritt  zu 
weiterer  Nachfolge  getan  sein.  Ii. 


Leitfaden  der  Arithmetik  nebst  Uebungsbeisidclen.  Von  Adolf 
Sickenberger,  Studieniehrer  am  Ic.  Ludwigs-Gymnasiuni  in  Müneheu. 
Zweite  Antlage.   München  187{:>.   Theodor  Ackermann.    180  S. 

Die  1.  Auflage  ist  im  228.  litterarischen  Bericht  S.  33.  besprochen. 
In  der  zweiten  ist  als  Vermehrung  zu  nennen,  dass  die  Multiplication 
und  Division  der  gemeinen  Brüche  ausftthrlicher  bchaud^lt,  und  das 
Princip  der  Mischungsreehnung  auf  Terminrechnung  ausgedehnt  ist. 

Ausserdem  siud  in  den  Aufgaben  Fehler  berichtigt,  und  in  eini^^en 
unwichtigen  Punkten  Verbessernngsvorschlage  berücksichtigt.  Die 
Autgaben  siud  dieselben  geblieben.  H. 

Decimalbrttche  nebst  einigen  Andeutungen  über  abgekürztes  und 

praktisches  Rechnen  für  Gyninasi(^n,  Realschulen,  Seminarien  und  Ele- 
mentarschulen. Von  \)v.  KibenhuLh.  Halle  1878.  Buchhandlung 
des  Waisenhauses.   t»7  S. 

Das  Buch  behandelt  die  Lehre  von  den  Dccimalbracben  für  den 
Standpunkt  der  untern  Classen  vollständig  und  mit  Zuziehung  aller 
Lmstuude,  welche  beim  elementaren  Kechueu  zustatten  kommen,  mit 
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AuafÖbrliclikeit ,  Sorgfalt  und  exaetcni ,  verständliohein  Ausdruc  k. 
Uiitorsclioideiul  aber  ist  .  dass  hier  die  Deciiiialbrüclic ,  sowie  iii  der 
Krklaruiig  als  auch  iu  allen  Ilerleitungen  und  Beweisen,  aus  den  ge- 
meinen Drüelien  licrvorgelicn.  Warum  der  Verfasser  diesen  beschwer- 
lichen Weg  gewählt  hat,  ist  im  Vorwort  nicht  ausg<'Si)rochon.  so  dass 
man  nicht  umhin  kann  zu  vermuten,  er  habe  die  in  den  meisten 
neueren  Lehrbüchern  befolgte  Methode,  welche  die  Decimalbruch- 
rechnung  durch  Ausdehnung  des  Decimali>nncii»9  ohne  alle  Ueflexiou 
auf  gemeine  Brüche  cutwickelt,  übcrhaujit  nicht  gekannt  Doch  diesü 
brauchte  er  kaum  gekannt  zu  haben;  die  eigene  Erfahrung  beim  Be- 
arbeiten des  Buchs  musste  ihm,  wie  man  dcnkea  sollte,  die  einfachere 
Methode  an  die  Hand  geben;  denn  jeder  der  umstäudlicheu  Beweise 
lässt  es  in  die  Augen  fallen,  dass  die  Brüche  im  gewöhnlichen,  all- 
gemeinen Sinne  darin  ein  überflüssiges  Element  und  einzige  Ursache 
der  Umständlichkeit  sind.  Die  hier  gewühlte  Metbodo  ist  indes  nickt 
bloss  beschwerlich,  sondern  aucb  mit  Nachteilen  für  den  Erfolg  vcr- 
bimden.  Auffallend  ist  schon,  dass  dio  Einfabrang  der  Nennerform 
ziemlich  nnmotivirt  erscheint  und  ihr  Grund  wol  vielen  Anftngcni 
luium  deutlich  werden  kann.  Wichtiger  aber  ist  es,  dass  die  Dccimal- 
bruchrechnung  sich  so  dem  Schiller  nicht  in  ihrer  natOrlichen  Ein- 
fachheit  darstellt,  dass  daher  der  Unterricht  nicht  dazu  dienen  kann 
ihr  Eingang  im  Volke  zu  schaffen,  wie  es  bei  dem  Reichs -Mass- 
nnd  Manzsystem  gewQnscbt  werden  muss.  Dieser  letztgenannte  Ge- 
sichtspunkt hat  andere  Bearbeiter  dazu  bestimmt  das  Pensum  der 
Decimalhrflche  vor  das  der  gemeinen  Brache  zu  setzen,  woraus  dann 
die  Methode  selbstverständlich  folgte.  Hiervon  ist  gewiss  kein  Grund 
wieder  abzugelten.  Möchlen  wir  denn  ein  in  diesem  Sinne  mit  dem 
Gaben  und  dem  Floisso  des  Ver&sscrs  bearbeitetes  Lehrbach  be- 
sitzen. H. 

Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  f&e  Unteii^ymnasien  nnd  ver- 
wandte Lehranstalten.  Von  Jos.  Schräm,  Professor  am  Communal-, 
Real-  und  Obergymnasinm  in  Mariahilf.  Wien  1878.  Alfred  Holder. 
115  S. 

Das  hier  Vorgetragene  ist  eine  Auschauungslehre;  in  dicserKigoen- 
bchatt  niuiiiit  das  Buch  eine  hervorragende  Stelle  ein.  A'or  allem 
muss  die  vnllkoniiiu'iu'  Originalität  der  Bearbeitung  aner);anut  werden  ; 
sie  lehnt  sich  an  kein  friilieres  l>/ougniss  ähnlichen  Inhalts  an;  alles 
ist  selhstdurehdai'ht,  die  Methode  mit  eigner  Ertindsandieit  dem  Zwecke 
entsprechend  frei  gewählt.  Besondern  Wert  erhält  aber  diese  Eigen- 
schaft durch  den  Tact  und  die  Umsicht,  welche  sich  in  der  Wahl  des 
Lehrstofts  und  in  der  Behaudlungsweisc  kunil  giebt ;  der  Lehrstt)tf 
bleibt  bei  reicher  Entfaltung  immer  in  den  Grenzen  eines  vom  ScbUler 
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bebemchbaren  Gebiets,  und  in  der  Bchandliin^jsweise  ist  das  Bcdttrf- 
niss  einer  ihm  leirlit  zugänglichen  Bogrüiidung  sorgfältig  biTücksick- 
t'gt.  Hierzu  koiimit  die  Einfachheit  und  G(Miaulgkoit  des  Ausdrucks, 
Mclchc  im  Ganzen  waltet.  Einiu'o  Ausstellungen  mögen  zum  Schluss 
verspart  \Ycrden;  für  jetzt  sei  Tadellosigkeit  vorausgesetzt,  indem  wir 
mit  Bezugnahme  auf  folgende  Acusserung  des  Verfassers  im  Vorwort 
auf  die  Frage  eingehen,  oh  durch  eine  derartige,  noch  so  vorzügliche 
Anschauiingslehrc  der  Zweck  des  mathematischen  Elementarunterrichts 
erfüllt  werden  kann.  Y.v  sagt:  ,,Auf  die  Zustimmang  solcher  Leser, 
welchen  die  Euklidische  Methode  fttr  Unterrichtszwccko  volle  Befiie- 
dignog  gewährt,  werden  die  leitenden  Ideen  des  Verfassers  verzichten 
mflssen,  denn  sie  werden  hier  die  jener  Methode  oigentQmlichen  star- 
ren Formen  der  Demonstration,  welche  nus  historisch  Qberkommen, 
aber  keineswegs  mit  dem  Wesen  der  Geometrie  notwendig  verknüpft 
sind,  schwer  vermissen.'^  Schon  öfters  in  verschiedenen  Zeiten  ist  die 
hier  ausgesprochene  Meinung  zu  Tage  getreten,  die  Euklidische  Me- 
thode würde  nur  darum  fr-stgelialten.  weil  man  sich  vom  l'eherkomme- 
nen  nicht  lo->maihen  konnte,  ihre  Manuel  nielif  in  Hetraelit  u<zogen 
und  sieh  nie  ilariilier  Kecle  ns«  liaft  gegehcn  hiittt%  <d)  ihre  I-'/iuentüm- 
liehkeit  dem  Wesen  der  (iconu'trie  ent^jjrechen«!,  notwendiLj  tVir  den 
Unterricht  wiüe.  Jedesmal  ward  die  Behauptung  leichtfertig  hinge- 
worfen; auch  der  Verfasser  des  Gegenwärtigen  denkt  nieht  daran  sie 
2tt  begründen-,  es  fällt  ihm  nicht  ein,  dass  die  Unaufmerksamkeit  eben- 
sogut auf  seiner  Seite  lieg(  n  kann,  und  nach  dem  Grande  zu  fragen, 
warum  bis  heute,  wo  die  freieren  methodischen  Ideen  hinreichend  be- 
kannt sind,  und  es  ihnen  an  Eiufluss  nicht  gefehlt  hat,  doch  im  ganzen 
die  Euklidische  Form  noch  bewahrt  und  cultivirt  wird  selbst  von  Sol- 
chen, die  selbständig  in  der  Keform  der  Methode  vorgehen.  Der  Sinn 
des  Gegensatzes,  den  der  Verfasser  macht,  wird  durch  die  Ausführung 
unzweifelhaft  FrQhere  Bearbeitungen,  welche  es  an  Begründung  fehlen 
Hessen,  gahcn  noch  der  Üeutung  Kaum,  als  ob  es  sich  um  deren 
grösseren  oder  geringeren  Wert  handelte.  Diese  will  der  Verfasser 
nicht  l)eeinträf;htigen;  nur  die  Verkettung  der  Sätze  nach  ihrer  Be- 
VYcisfäliigkeit  ist  die  starre  Form,  die  er  als  nieht  notwendig  bei  Seite 
setzt.  Durch  die  hier  entfaltete  Methode  wird  al>o  der  Seliuler  nicht 
bloss  orientiirt  in  jenem  kleinen  Gebiete  elementarer  Gebilde  und  in 
die  Lage  versetzt  dieselben  zu  bcobachtou  und  ihre  Eigenschaften  zu 
studiren,  sondern  es  gelangen  auch,  dass  lässt  sich  annehmen,  die  im 
Lehrbuch  berührten  Sätze  zu  wirklicher  Evidenz.  Wird  er  aber, 
nachdem  ihn  die  Kunst  des  Lehrers  an  aller  Schwierigkeit  des  Be- 
weissuchens vorbeigefahrt  und  mit  dem  Einblick  in  die  Werkstfttte, 
nämlich  eben  jene  Verkettung  der  Beweise,  verschont  hat,  je  in  den 
Stand  gesetzt  werden  die  Leitung  des  Lehren  zu  entbehren?  Von 
Anfang  bis  Ende  hat  er  nur  gelernt  alles  Wissen  durch  Figurbetrach- 
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tnng  zu  gowiuncn ,  alles  ist  ibm  sofort  oder  nach  geringer  Uebcr- 

legung  sicher  erschienen.  Hat  er  also  keinen  andern  geomctrischou 
Unterricht,  so  wird  er  nur  überall  ein  gleiches  tan  wollen;  die  Fälle 
bieten  sich  bald  geiiu;j;,  wo  ihn  die  Figurbetrachtnng  irre  leitet;  als- 
dann aller  fehlt  ihm  jedes  Milte!  sich  Khirheit  zu  vcrschaft'en,  und  er 
gehiugt  nie  zu  einem  slegesgcwis^em  Vertrauen  zu  seinem  Verstände. 
Mit  einem  Worte,  die  logisclie  !■  ;ilii'^keit  hh'ibt  unentwickelt;  diese 
wird  nur  dnreli  Uei)erwiudung,  nicht  dureh  Vermeidung  tier  Schwie- 
rigkeit crw()rl)en,  und  um  sie  zu  entwickeln  und  iju  IJewusstscin  zu 
erhalten,  ist  die  logische  C(»ntinuitiit  unentbehrlich  und  darf  nicht  so 
sehr  venb'ckt  werden,  als  es  in  der  Ansclianungslehre  durch  die  Menge 
der  Betrachtungeil  gesehieht.  .Mit  dem  Vorstehenden  wird  nicht  he- 
haujitet.  da>s  die  An.schauuuirslehrt^  überhaupt  für  deu  geometrischen 
Unterricht  unijeeignet  sei,  wol  aher  ge/eiut,  wie  sie  durchaus  unzu- 
reichend ist  dessen  /weck  zu  erfüllen.  Nicht  alle  Bearbeiter,  die 
von  ihr  Verwendung  nuxchen,  liahen  sie  sd,  wie  der  Verfasser  er- 
klärtermassen  es  tut.  ;in  die  Stelle  der  Kuklidischen  Metliodo  setzen 
wollen;  vielmehr  ist  a;n  Ii  der  Versuch  gemacht,  von  ihr  aus  in  die 
letztere  einzulenken.  In  soIcIumu  und  vielleicht  manchem  andern  Sinne 
lässt  sich  ihre  Aufstellung  wol  rechtfertigen.  Das  Lehrbuch  behan- 
delt nach  einander  die  Gerade,  die  Kreislinie,  den  Winkel,  die  Pa- 
rallelen, das  Dreieck,  Viereck,  Violeck,  <lie  Kreisfläche,  die  centrische 
Lage,  centrische  Gebilde,  die  symmetrische  Lage,  symm.  (Gebilde,  die 
Projectiou,  Eigcnschafteu  geschlossener  Pignren,  die  Flftchengleicb- 
hcit,  Verwandlung  und  Teilung.  Längeumessung,  Flächenmessung,  Pro- 
l»ortionalitiit,  die.  ähnliche  Lage,  die  Congrucnz,  die  Aehulichkeit. 
Hierauf  folgt  eine  Sammlung  von  Uebungsaufgaben,  eine  Auweisung 
des  geometrischen  Ik^stecks  und  2  alphabetische  Verzeichnisse,  der 
Fremdwörter,  abg<>leitet  und  verdeutscht,  und  der  im  Bnche  erklärten 
Ausdrucke.  Man  sieht,  dass  der  gewöhnliche  Jjehrstoif  volüit&ndig 
einbegriffen  ist.  Nicht  alles  ist  bewiesen,  sogar  einiges  aus  böhercii 
Zweigen  ohne  Beweis  augefahrt,  nomorkenswert  ist,  dass  z.  B.  bei 
den  Congmenzsätzen  die  Beweise  ersetzt  werden  durch  die  vorher 
gelösten  entsprechenden  Oonstructiousaufgahen.  Im  Anfang  ist  eini- 
ges, wiewol  verschwindend  weniges,  selbst  vom  Gesichtspunkt  der  An- 
schauungslehrc  zu  tadeln.  Was  aber  entgegengesetzte,  sich  aufhebende 
Bewegungen  gesagt  ist,  ist  zum  Verständniss  unzulänglich,  sogar  con- 
fus.  Erst  bedeutet  „Strecke^*  absolut  den  Abstand,  mithin  ist  AB 
und  BA  nur  eine  und  dieselbe  Strecke;  bald  darauf  heisscn  dieselben 
entgegengesetzte  Strecken,  die  sich  aufheben,  und  anmittelbar  nach- 
her wieder  wird  bei  Addition  der  Strecken  keine  Rücksicht  hieranf 
genommen.  Die  Erörterung  des  Gegenstands  war  unzweifelhaft  not- 
wendig; dann  aber  niusste  sie  auch  zur  Klarheit  gefördert  werden; 
einerseits  durfte  keine  Zweideutigkeit  bestellen;  die  I^lrocke  musste 
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gleich  anfangs  und  durchweg  im  Sinno  einseitiger  Richtung  criclärt 
und  gebraucht  werden;  andrerseits  durfte  der  Satz  nicht  fehleu,  dass 

AU  BC-\-  CD  +  DK  bei  jeder  Lage  «Irr  Punkte  AE  ist,  wenn 
es  um  A'ldition  von  Strecken  hamlclt.  Die  Saelic  wiederholt  sieli 
bei  andern  Geliiidcn  un  1  wird  da  ebi'uso  iliiiltig  behandelt.  Ferner 
ist  es  eine  unülterle^'te,  Collisiou  sehaliViitle  EinführnuLj,  dass  das 
Wort  „Strahl"  die  unbegrenzte  Gerade  mit  2  Uiehtnngen  bezeichnen 
Süll,  >v;)s  weder  mit  dem  sonstigen  Gebrauch  uoch  mit  den  vulgären 
Vorstellungen  stimmt.  Der  Strahl  (radius.  rayon)  gelit  immer  vou 
einem  Punkte  (Lichtcjuelle)  aus.  Auch  ist  kein  Bcdürfniss  fttr  den 
Namen  in  jenem  Sinne.  ^Gerade'^  bezeichnet  eine  Eigenschaft  der 
Idnie,  die  mit  den  Grenzen  nichts  zu  tun  hat.  Kinc  Gerade  schlecht- 
hin ist  daher  immer  eine  unbegrenzte.  Der  zweite  Name  für  dieselbe 
Sache  ist  vom  Uebel.  In  manchen  Punkten  ist  die  Terminologie  hier 
correcter  als  in  vielen  Lchrbachem.  „Kreis'*  statt  ^Kreisfläche'^  zu 
sagcu,  lässt  jedoch  der  Verfasser  zu,  weil  der  Sinn  aus  dem  Zusam- 
menhang erhollo.  Ueberlogt  man  aber,  dass  nach  richtigen  Benen- 
nungsgrundsätzeu  nur  die  Linie  ..Kreis''  h.'issen  kann,  dass  dies  auch 
mit  dem  vulgären  Sinne  stimmt,  und  dass  die  gesammte  ivrrislehre 
mit  Ausnahme  der  Flärhcumcssung  bloss  v<iu  der  FJuie  handelt,  so 
muss  es  als  Torheit  er-rliriucn,  um  d<  r  Abkiir/uiig  in  den  wenigen 
Fallen  willen  den  Doppelsiun  des  kur/en  Worten  überall  hindurcli/n- 
schieppcu.  An  dem  ^iislirauch  ist  hier  Euklid  schuld^  der  ja  für  das 
Gegenwärtige  lieiuc  Autorität  ist  H. 

Lehrbuch  der  EleinentAr-Geometrie  für  den  Sehulgebrauch.  Von 
Johann  Karl  Becker,  Professitr  der  ^Mathematik  und  Physik  am 
Gymnasium  in  Wertheim  am  Main.  Erstes  Buch:  Das  Pensum  der 
Tertia  uud  Untersccunda.  Planimetrie,  erste  Stute.  Mit  IK)  in  den 
Text  eingedruckten  Uolzschuitteu.  Berlin  1877.  Weidmann.  148  S. 

Dieses  Lehrbuch  bildet  den  2.  Teil  des  Gesammtw^ks  „Lehr- 
buch der  Elcnientar-Mathematik"'  dessen  l.Tcil,  enthaltend  die  Arith- 
metik, im  211.  litt.  Ber.  S.  41.  besprochen  worden  ist.  In  noch  nä- 
herer Beziehung  aber  steht  es  zu  der  Schrift:  ,,Die  Elemente  der 
Geometrie  auf  neuer  Grundlage  etc.'\  worüber  ebenda  S.  4o.  I)ie  in 
jener  entwickelten  und  durchgefültrteu  Grundsätze  sind  jetzt  in  der 
Bearbeitung  eines  wirklichen  Scliulbuchs  in  Anwendung  gebracht. 
Hier  wie  dort  wird  der  uumittolbaren  Evidenz  vor  der  durch  Beweis 
gewouucnen  der  Vorzug  gegeben ,  doch  lilsst  sich  der  Verfasser  zu 
lieiucr  Einseitigkeit  verleiten.  C  harakteristisch  sind  in  dieser  r>e- 
xicbnug  zwei  Aeusserungeu  (nicht  im  Vorwort,  sondern  an  die  Schuler 
gerichtet).  Erstlich,  viele  Sätze,  die  des  Beweises  nicht  bedOrftcu, 
i^den  sich  glcichwol  unter  den  bewiesenen  Lehrsätzen,  weil  es  an 
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sieb  von  Wichtigkeit  sei,  die  Sätze  als  Folgcu  von  einander  zn  ver- 
stehen. Deingeiiiäss  zeigt  auch  die  ganze  Bearbeitung,  dass  das  Kr- 
lerneii  der  niathmiiat Ischen  Logik  als  ein  wesentliches  Ziel  des  Uuter- 
ricbts  betrachtet  wurden  ist.  Dass  dies  bei  der  genannten  Hevor- 
zu;4ung  erkannt  ist ,  zeugt  von  grosser  Umsicht.  Zweitens  wird  den 
SchiUern  vorgehalten,  dass  mau  hei  obei tlächiiclur  Betrachtung  ott 
etwas  als  selbstverständlich  ansieht,  was  nicht  einmal  allgemein  wahr 
ist.  Aus  diesem  Ciruude  sei  es  üblich''  die  Axiome  auf  die  kleinst 
müglichc  Zahl  zu  l)eschräukeu.  Factisch  bat  auch  der  Verfasser  es 
ratsam  gefunden,  ein  gleiches  zu  tun.  Was  ist  nun  mit  „obertiäch- 
licher  Bctracbtuug"  gemeint  ?  Soll  es  eine  accidcntelle  Schwäche  be- 
zeichnen, die  bei  gehöriger  Aclitsamkeit  zu  vermeiden  wäre?  Wie  der 
Verfasser  wiederholt  an  die  Grcnzim  des  ithilosophischen  Gebiets 
Streift,  aber  stets  zur  rechten  Zeit  innehält,  wo  ein  Mehreres  der 
Eis&icht  nicht  förderlich  sein  würde,  so  auch  hier,  doch  geschieht  es 
diesmal  au  eiacr  sehr  schlüpfrigen  StcUo.  In  de  r  Tat  wird  durch  den 
leicht  hingeworfenen  Tadel  seine  Meinung  scheinbar  gerettet,  eigent- 
lich sei  die  Beschränknug  der  Axiomenzalil  ganz  unnötig.  Ist  denn 
aber  je  eine  Betrachtung  von  Seiten  der  Schüler,  ist  diejenige,  zn 
der  das  Lelirbuch  anleitet,  nicht  obertiüchlich?  Das  allein  macht  es 
ja  möglich,  Anfänger  von  der  Richtigkeit  der  Axiome  zn  überzeugen, 
dass  sie  schon  hei  oberflächlicher  Betrachtung  einleuchten,  eine  tiefe 
Betrachtung  darf  niemand  voraussetzen.  Das  Axiom  III.  ist  ein 
schlagender  Beleg  dafür:  „Durch  jeden  Punkt  einer  Ebene  geht  zu 
jeder  nicht  durch  ihn  gehenden  Geraden  in  derselben  immer  eine  und 
nur  eine  Parallelc*\  DiestT  Satz  wird  vielleicht  bei  sehr  oberfläch- 
licher, nicht  eben  achtsamer  Betrachtung  selbstverständlich  scheinen. 
Dabei  ist  er  erfahrnngsmässig  allgemein  wahr,  sogar  apodiktisch  rich- 
tig, letzteres  aber  nur  auf  Grund  von  Eigenschaften  der  Ebene,  die 
nicht  auf  der  Hand  liegen.  Es  ist  für  den  Schüler  kein  Grund  er- 
sichtlich, warum  die  zweite  Gerade  bei  Drehung  von  der  ParaUelo 
aus  sofort  auf  einer  von  beiden  Seiten  die  erste  schneiden  mflsste. 
Der  Verfasser  baut  also  selbst  auf  eine  nicht  nur  oberflächliche,  son- 
dern auch  unachtsame  Betrachtung,  wenn  er  dem  Satze  unmittelbare 
Evidenz  zuschreibt.  Sein  Aussprach,  von  dem  wir  ausgingen,  hat 
demnach  eine  durchgängige,  nicht  auf  Fülle  von  momentanem  Lapsus 
beschränkte  Gültigkeit.  Nicht,  wenn  einmal  die  Betrachtung  ober- 
flächlich ist,  sondern,  weil  sie  bei  unmittelbarem  llinleiuhlen  ^tets 
nur  oberflächlich  sein  kann,  ist  man  der  Gefahr  ausgesetzt  für  selbst- 
verständlich zu  halten,  was  nicht  einmal  allgemein  wahr  i^t.  Die 
uumittelbare  Evidenz  der  Axiome  ist  nichts  als  ungeprüfte  Meinung, 
mithin  eine  ganz  falsche  Rechtfertij^ung  für  sie.  Diesen  l'mstand  hat 
der  Verfasser  in  seiner  iUjerall  bewics(Mien  und  höchst  woltuendcn 
Otieuheit  verraten,  aber  sehr  geschickt  wieder  verhüllt.   Die  wirkliche 
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Recbtfertignng  der  Axiomo  ist  nicht  schwer  zu  fiaden,  doch  brauchen 
wir  daraiif  nicht  einzugehen,  weil  der  Verfasser  seiner  nicht  haltbaren 

Ansicht  iu  der  Bearbeitnng  keine  Folge  gegeben  hat  Der  Vortrag 
charakterisirt  sich  durch  eine  unij^ewöbulichc  Ausführlichkeit;  doch 
steht  darin  jedes  Wort  an  sciuer  Stelle,  und  wird  jedes  Thema  in 
einer  Weise  behandelt,  die  keine  Frage  tlbrig  lässt  Die  Haupt- 
abschnitte sind:  Einleitung  und  (irundbegrifte,  ebene  Figuren  aus  2 
und  3  Geraden,  Vierecke  und  Vielecke,  Vergleichung  d«n-  Vielecke 
nach  Fläche  und  Umfang,  metrische  Kelatioucn  zwischen  Strecken, 
Aehnlichkeit  der  Dreiecke,  Berechnuug  des  Kreises.  H. 

« 

Geometrische  Constmctions- Aufgaben.  Herausgaben  von  Dr. 
H.  Lieber,  Oberlehrer  an  der  Friedrich  Wilhelmsschole  (Bealschnlo 
Iter  Ordnung)  in  Stettin,  nnd  F.  von  Lfthmann,  Oberlehrer  am 
Progymnasinm  in  Gartz  a.  0.  Vierte  Auflage.  Hit  einer  Figoren* 
tafel.  Berlin  1878.  Leonhard  Simion.  185  a 

Die  Abschnitte  des  Buchs  sind  folgende:  Dreiecks-  und  Vicrccks- 
Constmctions-Aufgaben,  vermischte  Aufgaben,  Kreis-Anfgaben,  Ver- 
wandlangs-  nnd  Teilungs-Anfgaben,  Aufgaben  welche  durch  algebrai- 
sche Analysis  zu  lösen  sind  —  und  3  Anhänge:  Aufgaben  für  Coor- 
dinatenmethode,  Aufgaben  zur  Einttbung  des  goldenen  Schnitts,  geo- 
metrische Oerter.  Die  Sammlung  ist  ungemein  reichhaltig;  es  möchte 
darin  wol  keine  bis  jetzt  entdeckte  Art  von  Interesse  übergangen  sein. 
Manche  Arten  sind  tiberhaupt  alle  Fälle  erschöpfend,  und  dann  iu 
grösst  möglicher  Abkürzung  zusniiiincugestellt.  Zum  Teil  sind  die 
blossen  Data  in  Zeichen  aufgefühit,  zum  Teil  Anleitungen  und  Be- 
merkungen, sei  es  gemeinsam  für  eine  Art  oder  auch  für  die  einzelne 
Aufgabe,  beigefügt.  Die  successiven  Autlugen  unterscheiden  sich  wenig; 
von  der  dritten  an  ist  der  Anhan;,'  über  Oerter  hinzugekommen,  in 
der  vierten  sind  statt  der  meisten  frühem  Auflösungen  Analysen  ge- 
geben. Die  Figuren  sind  mit  gutem  Grunde  zum  grössten  Teil  den 
Schttlem  zu  zeichnen  Überlassen.  H. 

Die  Elemente  der  analytischen  Geometrie  des  Baumes.  Zum 
Gebrauche  bei  Vorlesungen  und  zum  Selbststudium.  Von  C.  Pre- 
diger, Professor  an  der  Königl  Bergakademie  zu  Glausthal.  Mit 
26  lithographirten  Tafeln,  aausthal  1878.  C.  A.  Loewe.  355  S. 

Das  Buch  ist  sichtlich  mit  Fleiss  bearbeitet  und  zeugt  von  einem 
gonflgendcn  Sachverständuiss;  doch  lässt  sich  ein  festes  Ziel,  ein  be- 
stimmender Gedanke,  ein  durchgehender  Charakter  darin  nicht  wol 
erkennen.  Da  es  hauptsächlich  fOr  Techniker  bestimmt  ist,  so  erklärt 
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sich  wahrscheinlich  die  besondere  Wahl  «los  Lehrgangs  in  allen  ciu- 
zelucu  Puukteu  durch  des  Verfassers  Erfahrungen  und  mag  dariu  ihre 
Rechtfertigung  finden.  Es  setzt  beim  Leser  den  Willcu  voraas,  den 
Gegenstand  gründlich  zu  studiren,  nicltt  aber  dicjeoigo  allgemeine  Auf- 
fassung der  Aufgabe  der  Geometrie  zu  gewitnieii,  welche  die  wissen- 
schaftliche Analysis  fordert.  Es  ist  dies  eine  Hesrhränkung,  die  sich 
in  deu  Anfangsgründen  kund  giebt  und  durch  keine  Fortsetzung  dos 
Stadiams  ttbcr  die  beobachteten  Grenzen  hinaus  würde  gehoben  wer- 
den können.  Die  Grenzen  des  Lehrstoffs  lassen  sich  cinigermassen 
ans  den  Inbaltstiteln  entnehmen:  Coordinatonsystemc,  Gleichungen 
des  Punkts,  der  geraden  Linie  und  der  Ebene,  Determinanten,  Pro- 
joctionon,  Aufgaben  Aber  die  gerade  Linio  und  die  Ebene,  Transfor- 
mationen der  Coordinaten,  geometrische  Oertcr,  Flächen  der  2.  Ord- 
nung, im  allgemeinen,  speciello  Betinchtungen  über  sie,  ihre  BerOh- 
mngsebenen,  Normalen,  Normalebenen,  Polarebonen  nnd  Kreisschnitte, 
Classification  nnd  Transformation  numerisclier  Gleichnngcn,  Erzeugung 
der  Flftchcn  durch  die  Bewegung  einer  Linie.  Differential-  und  In- 
tegralrechnung soll  nicht  ausgeschlossi'U  sein,  findet  aber  natQiüch 
kaum  nennenswerto  Anwendung.  H. 


Vermischte  Schriften,  Zeitschriften. 

NouTcllc  Corrcspondance  Math^matitiue,  redigee  par  Eugene 
Catalan,  ancien  ^Idvo  de  l'flcole  Polytechnique,  Docteur  ^s  sciences, 
Professenr  £i  Tuniversit^  de  Liege-,  avec  la  collaboration  de  MM. 
Mausion,  Laisant,  Brocard,  Ncubcrg  et  fidonard  Lucas. 

Tome  IV.   Liege  1878.  E.  Decq. 

Der  Inhalt  der  ersten  Uftlftc  des  Bandes  an  Abhandlungen  ist 
folgender. 

E.  Lucas:  Ueber  dir  Tlieorio  der  einfach  periodischou  uuiuc- 
rischeu  Functionen.  (Fortsetzung.) 

E.  Catalan:  Ueber  das  Problem  der  Parteien. 

E.  Dubois:  Von  einigen  Eigenschaften  der  Ellipsenbogen. 

H.  Van  Anbei:  Note  betreffend  die  Mittelpunkte  der  ttbcr  deu 
Seiten  eines  beliebigen  Vielecks  construirten  Quadrate. 

H.  lirocard:  Xoten  über  verschiedene  Artikel  der  N.  C.  (Fort- 

sct/ung.) 

P.  Mansiou:  lieber  das  Fennal'scho  Ihcorcni.  (Bemerkung 
des  Kcdact.) 
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G.  Lo  Paige:  üeber  eine  Transformation  von  Def^rminanton. 

G.  de  Longcliainps:  Ucbcr  ilie  Fuuttiouen  r«,  r„  von  E.Lucas. 
K.  C  Uta  lau:  Sätze  vou  Sniitli  und  Mansion. 

E.  Dewiilf:  Note  über  die  Frage  IT."».  iBctreffeiul  ein  Drdcck 
ans  glcicbst;itig-liyi)erboUschcn  oder  paraboUsclictt  Bogen.) 

J.  Nottberg:  Einige  fiigenscliaftcn  des  Dreiecks. 
£.  Catalau:  Uebcr  die  Kethodo  der  Isoi>crinieter. 

H.  Brucard:  Klenicütärü  liciin'ikuugcn  über  duü  Pcclscho 
Probkiii. 

K.  Lucas:  lieber  eiu  Gniudprincip  der  Geomctno  uud  Trigo- 
uonietrie. 

C.  Lo  Paige:  Uebor  einen  Satz  von  Mansion. 

F.  Proth:  Eigenschaft  der  Zahlioi  von  der  Form  €bi;-{-l. 
C.  de  Polignac:  Arithmetischer  Satz. 

II. 


Nieuw  Aitbicf  voor  Wisitnnde.  Deei  iV.  Afflslerdam  1878. 
Woyttngh  en  Brave. 

Der  Libalt  ist  i'ulgeudcr. 

P.  M.  Heringa:  Betrachtungen  Über  die  Theorie  der  CapiUar- 
Erscheinnngen. 

11.  Onnen:  Bemerkungen  betreffend  die  wesentlichen  Gleichungen 

der  ebeuen  Curvcn. 

N.  L.  A.  W.  Gravelaar:  Eine  besondere  Gleichung. 

J.  D.  C.  M.  d  e  Tx  (MX :  Finigrs  Uber  gekoppelte  Krückenbewegung 
(Bewegung  verbundoucr  btangeo). 

G.  J.  Michaelis:  Bemerkungen  Aber  die  Theorien  der  cloktro* 
dynamischen  Erscheinnngen  von  Weber,  Riemann  und  Clausins. 

Kleinere  Mitteilungen. 

W.  Mantel:  Beantwortung  (hr  Preisfrage  N.  12.  über  die  Teil- 
barkeit durch  eine  Primzahl  und  die  Giiederzabl  der  Periode. 

G.  A.  Oskamp:  Beantwortung  der  Preisfrage  Nr.  3.  Bewegung 
einer  an  einem  aufgerollten  Faden  aufgehängten  Kugel. 

(i.  A.  Oskanip:  Heautwortung  der  Preisfrage  Nr.  12. 

1).  Bierens  de  Haan:  Eiuigrs  über  die  «.Theorie  des  fonctions 
de  variables  imaginaires  per  M.  Maximilien  Marie^.  (Fortsetzung, 
Schluss.) 
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T.  J.  Stioltjes  Jr:  £iii8  and  das  audre  aber  das  Integral 

1 

0 

P.  H.  Schonte:  Die  Erzongnng  von  Cnnrcn  mittelst  projectivi- 
scher  CarrcubOndol. 

C.  L.  Landr^:  Ueber  Polyeder. 

F.  J.  van  dcu  Berg:  Ucbcr  die  augeuähorto  Koctiticatiou  ciucs 
Krüiöbogcus. 
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Lehrbücher,  Sammlungeii  und  Tabellen. 

Lehrbnch  der  elementaren  Mathematik.  Von  Victor  Schlegel, 
Oberlehrer  am  Gymnasinm  in  Waren.  Erster  Theil.  Arithmetik  nnd 

Combinatorik.   Wolfenbüttel  1878.   Julius  Zwissler.    181  S. 

Die  hier  befolgte  Methode  ist  die  rein  arithmetische  mit  sncces- 
siver  Erwdtemng  des  Zahlhegrififo.  Höchster  Gesichtspunkt  ist  die 
systematische  Gestaltung  des  Lehrstoffs,  welche  mit  einer  Gonsequenz 
nnd  in  einer  Ausdehnung  durchgeführt  ist,  wie  wol  in  keinem  andern 
Lehrbuch.  Das  systematisirende  Streben  scheitert  oft  an  dem  Mis- 
grilV,  tlass  ein  Princip  a  jiriori  nach  einseitigen  Betrachtungen  oder 
vorgefnsstcu  Meinungen  gewählt  wird,  welches  den  Lihrgang  beein- 
trächtigt und  den  Gegenstand  entstellt,  daher  in  manchen  Punkten, 
wo  dies  zu  augenfällig  sein  würde,  wieder  verlassen  werden  niuss. 
Das  gegenwärtige  System  und  Ürdnuugsprincip  ist  ganz  unter  An- 
leitung der  Praxis  des  algebraischen  Rechnens  ausgcd)ildet  und  kann 
daher  mit  der  Nator  des  Stoffes  nirgends  in  Widerspruch  treten. 
Dies  ist  um  so  mehr  anzuerkennen  nnd  Hess  sich  nach  dem  Anfang 
des  Bu<^s  um  so  weniger  erwarten,  als  letzterer  nach  Ideen  Grass- 
mann's  bearbeitet  ist,  der  die  Grundbegriffe  durch  Keduction  auf  All- 
gemeineres erklären  will,  und  das  Ziel  erreicht  zu  haben  meint,  wenn 
er  auf  einen  Punkt  gehingt,  wo  man  nichts  mehr  emsieht,  daher  auch 
nichts  bezweifeln  kann.  So  weit  ist  nun  der  Terfasser  nicht  mit 
Grassmann  gegangen.  Jener  Anfang  besteht  aus  philosophischen, 
keineswegs  unanfechtbaren,  jedenfalls  aber  sehr  undeutlichen  Auf- 
stellungen, welche  die  Erklärung  der  Grundbegriffe  vertreten  zu  sol- 
len scheinen.  Er  läset  sich  geradezu  überschlagen  j  denn  nach  wenigen 
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Seiten  nimmt  das  Lehrbach  einen  filr  sich  verständlichen,  den  ge- 
wöhnlichen elementaren  yorstoUnngeu  angemessenen  Anfang.  An  der 
Bearbeitung  ist  die  Absicht  des  Verfassers  zu  erkennen  im  System 
keinen  leeren  Platz  zn  lassen  und,  wo  ein  leeres  Fach  (eine  Ansnahme) 
durch  die  Katur  der  Sache  bedingt  ist,  wie  z.  B.  beim  Divisor  null, 
darttber  Erklftrnng  und  Nachweis  zu  geben.  Um  so  mehr  erstaunt 
man,  wie  gleichwol  so  grosso  Lflcken  im  System  bleiben  konnten. 
Die  Lflcko  von  weitestem  Um&ng  ist  wol  dio  folgende.  Auf  jede 
Erörterung  einer  Operation  folgt  unter  dem  Titel  „Rechnung  mit 
Resultaten die  Combiuation  der  bis  dahin  crklürton  Oj)crationcii 
Hier  ist  aber  uliein  berücksichtigt  die  neue  Operation  mit  Kesultaten 
der  alten  und  zwar  unter  den  bis  dabin  ge^cbebeneu  Krwt  itciungeu 
des  Zahlbegritfs.  nii  ht  aber  das  Unigekehitc  Es  ist  durchweg  ver- 
gessen, dass  es  sii  li  aucli  liaiidelii  niuss  um  die  alten  Ojierationen  mit 
Kcsultaten  der  neuen,  iiaiiientlieli  um  Nachweis  der  Gültigkeit  der 
frühem  Aufstellungen  nach  der  neu  eiiigelührten  Erweiterung.  Ins- 
besondere ist  deshall)  die  algebraische  Addition  der  Drüchc  gar  nicht 
erwähnt  W(»rden.  Das  Fehlende  in  Ausführung  zu  bringen  war  zwei- 
mal Gelegenheit  und  Aidass:  ( r-(  bei  deu  eiuzelnen  Operationen, 
hernach  im  Abschnitt  15.  betitelt  „die  relativen  Zahlen'".  Der  letztere 
bandelt  ausdrücklich  und  im  ganzen  von  den  Erweiterungen,  der  Null, 
deu  negativen  Zahlen,  der  Eins,  den  umgekehrteu  Zahlen,  den  irratio- 
nalen Zahlen;  er  ist  aber  ganz  dürftig  uu«l  geht  auf  keine  der  theo- 
retisch wichtigen  Fragen  ein.  Eine  Vergesslichkeit  ist  es  auch,  dass 
der  Verfasser  erst  die  Vorschrift  giebt  durch  keine  Zahl  zu  dividireu, 
die  auch  null  sein  kann,  später  aber  s(lb>t  dagegen  fehlt,  indem  er 
Gleichungen  durch  Division  durch  die  Unbekaunte  £  auf  niedcrn  Grad 
reduciren  lässt  ohne  von  Ausschluss  der  Wurzel  x  ^  0  qIü  Wort  zu 
sagen.  Die  Vorschrift,  wie  sie  ausgesprochen  ist,  kann  leicht  in 
praktischer  Hinsicht  zu  weit  gehend  gedeutet  werden;  gerade  da  aber, 
wo  sie  ihre  Hauptanwenduug  hat  und  wo  der  Wortlaut  genau  passt, 
wird  sie  ausser  Augen  gesetzt.  Ferner  ist  viel  vergossen  bei  der 
Reduction  der  Gleichungen.  Die  Lücke  tritt  schon  in  dem  vorberei- 
tenden Abschnitt  über  die  Polynome  auf  und  zwar  in  vielfacher  Weise. 
Hier  wird  aufgestellt:  Joder  nur  mittelst  der  6  ersten  Rechnungsarten 
zusammengesetzte  Ausdruck  heisst  algebraisch,  jeder  andere  transcen- 
dent  Nur  Logaritfamen  werden  ausgeschlossen,  an  irrationale  Fxpo- 
nenten  hat  der  Verfasser  nicht  gedacht.  Hierbei  ist  zu  beachten,  dass 
jeder  Bnchstab  alle  erklffl'ten  Bedeutungen  zu  haben  fthig  sein  nnies. 
IrrationakEahlen  sind  als  Wurzeln  nnd  Logarithmen  erklftrt,  es  Umbon 
also  nach  Ausschluss  der  letztem  die  irrationalen  Wurzeln.  Bei  Er- 
klärung der  Polynome  wird  nun  die  im  Anfang  beobachtete  All- 
gemeinheit fallen  gelassen,  so  dass  am  Wortlaut  der  Sfttzc  nichts 
weiter  zn  vermissen  sein  wttrde  als  die  Bedingung,  dass  die  Espononten 
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rational  sein  müssen.  Dorh  als  ouiq  solche  Solbstboschrüukung  er- 
scheint die  Pülynoiiitorni  in  (Ut  Lclirc  von  den  Gleichungen  nicht 
melTr.  Hier  wird  behauptet,  jede  algchraisclie  Gleichung  (im  vui  igen 
allgemeinsteu  Sinne)  Hesse  sich  dnrcli  die  erklärten  Transformationen 
auf  die  pol}'Tiomische  Grundform  bringen.  Es  wird  nur  erklärt,  wie 
man  einen  Nenner,  eine  Wurzelgrösse  entfernt.  Für  mehrere 
Warzeigrössen  ist  die  Kegel  nicht  ausreichend;  ebendarum  durfte 
aber  auch  der  Grund  nicht  fehlen,  warum  sie  für  melirere  Neuner 
ausreichend  ist.  Es  ist  daraus  ersichtlich,* dass  der  Verfasser  den 
Fall  gar  nicht  beachtet  hat.  Das  oben  genannte  Princip,  dass  Jeder 
Bnehstab  alle  erklärten  Bedeutungen  zu  haben  fähig  sein  muss,  so 
dass  die  algebraischen  Operationen  keine  Beschränkungen  erleiden, 
wendet  der  Yerfosser  zur  Motivirung  der  eingeführten  Bechnungs- 
grdssen,  der  Null,  der  negativen,  umgekehrten  und  irraUonalen  Zah* 
len  an.  In  der  Tat  ist  damit  der  richtige  Weg  zur  Erklärung  der- 
selben betreten,  aber  mit  dem  (iesagten  die  Sache  nicht  erledigt. 
Es  war  zu  zeigen,  wie  sie  als  Rechnnngsresultatc  Bedeutung  haben, 
sofern  kein  licsultat  das  letzte  ist,  und  nuih  Vollzug  beliebig  vieler 
Operationen  an  ihnen  immer  wieder  ijositive  ganze  Zahlen  erhalten 
werden  können,  und  dass  dann  jedes  positiv  ganzzahligc  Resultat 
richtig  sein  muss.  Ebenso  verhält  es  sich  heruach  bei  dcu  com- 
plexen  Zahlen,  die  bei  den  quadratischen  Gleichungen  erörtert  wer- 
den. Die  Determinanten  werden  nur  bis  zu  3.  Ordnung  an&teigend 
unter  den  Eliminationsmethoden  entwickelt,  worauf  dann  eine  un- 
bewiesene Behauptung  Aber  die  höheren  Ordnungen  folgt  Schon 
dieser  unbefriedigende  Ausgang  zeigt,  dass  dies  Znwerkegehen  nichts 
instmctiTes  hat.  Die  Determinantenlchre  ist  einmal  ein  G^enstand, 
der  ohne  Entstellung  und  Verhüllung  der  einfachen  Gesetze  nicht 
anders  als  vom  allgemeinsten  Anfang  aus  getrieben  werden  kann; 
ne  gehörte  in  den  letzten  Abschnitt,  die  Combinatorik.  Auf  die 
Gleichungen,  behandelt  bis  zum  4.  Grade,  wozu  noch  die  Exponential- 
gleichung kommt,  folgen  die  Ueiiieu  und  Kettenbrüche,  endliche  und 
unendliche,  welche  hinsichtlich  der  in  Betrachtung  gezogenen  Objecto 
sehr  tief  in  das  (lebiet  der  Analysis  hineinfuhren.  Gleichwol  hat 
der  Verfasser  den  elementaren  Standpunkt  nie  überschreiten  wollen. 
Für  einen  solchen  Zweck  hätte  sich  gar  manches  tun  lassen,  um 
wenigstens  klare  Begriffe  zu  erzielen,  was  hier  nicht  geschehen  ist; 
das  Gelieferte  ist  ungenügend.  Dio  Dccimalrcchuung  wird  als  au- 
gewandte Arithmetik  aufgeführt;  hieran  schlicsst  sich  noch  die  Zins- 
rechnung. Dann  folgt  die  reine  und  angewandte  Combinatorik,  letz- 
tere enthaltend  die  Binomialreihe  und  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Zum  Zweck  der  Uebung  wurd  auf  Hofmann's  An%abensammlang  und 
einige  andere  im  einzelnen  verwiesen.  Um  ein  Gesammturteil  über 
das  Weric  zu  geben,  so  ist  der  Plan  und  Augriü'  originell  und  vor- 
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trel'iücb,  dio  Ausführiin*.'  hingcgon  in  vielen  Punktea  mangolbaft;  fast  ' 
alles  daran  Auszusct/euUe  ist  aber  derart,  dass  es  nur  Ergünznog, 
nicht  Abänderung  fordert.  H. 


Li-rons  d'aritIiinL'ti<iiR'  guitle  ä  rusage  des  profcsscurs.  Premiere 
partie:  calcul  iniiiu''ri(j[ii('  avec  de  n()iiil>reux  pmlilrmes.  Par  G.  01- 
traniare,  i)rrjte^seiir  ä  rmiivtrsitr  de  (ieiieNe.  Secoude  edition. 
Gcuuve-lialc-Lyou  Iö7i5.   11.  Georg.   Paris  Gautbier-Villars.   162  S. 

Das  Yorlicgendo  ist  oin  Lohrbach,  welches  dio  Grenzen  des 
bürgerlichen  Rechnens  nicht  wesentlich  überschreitet;  nnr  enthält  es 
anch  einiges  wenige  von  Potenzen  und  Wurzelausziehnng.  Ein  be- 
sonderes Capitcl  bildet  cino  Sammlung  von  Aufgaben,  deren  Lösung 
nidit  durch  directo  Operationen  erfolgen  kann,  welche  vielmehr  ohne 
Anwendung  von  Gleichungen,  dio  sich  als  sehr  einfache  lineare  leicht 
darbieten  würden,  durch  Uoberlcgung  gelöst  werden  sollen.  Zugabe 
ist  eine  Tafel  der  Primzahlen  bis  20000  und  eine  Tafel  der  Quadrat- 
wurzeln, Kubikwurzeln,  etc.  bis  zur  sechsten  Wurzel  aus  den  Zahlen 
2  bis  131,  die  Quadratwurzeln  auf  10,  dio  übrigen  auf  5  Bruchstellen. 
In  erläuterndem  Vortrag  worden  die  gewöhnlichen  Regeln  entwickelt, 
dann  formulirt,  mitunter  zur  Erlüuterung  ein  I}eisi)iel  angewandt. 
Anlass  zur  Desi»rechuug  bieten  einige  in  der  Vorrede  bcrülirtc  i)riuci- 
piellc  Fragen.  Die  erste  betrillt  den  L'ntersfhied  /.wischcu  Arithmetik 
und  xVlgebra.  Diesen  siclit  der  Verfasser  darin,  dass  die  Arithinetik 
mit  bewiissten  Zaliicii  rt  cliue,  die  Algt  l)ra  mit  Klementen,  um  deren 
In'dt'uliuig  sie  sieh  nicht  kümiiKre.  Hierin  giebt  sich  eine  durchaus 
falsclir  Aullassiuig  tler  Algebra  zu  erkennen,  die  auch  einen  gewissen 
Kintluss  anl"  die  An>iiht  iiber  die  Arithmetik  hat.  Die  Algebra  ist 
keine  rein  iurmelle  Theorie  imd  würde  als  sulclie  Itetraditet  nie  ha- 
ben erfunden  wcrdrn  können.  Sie  hat  in  der  Tat  danach  zu  fragen, 
ob  ihre  Klenicntc  (irüs.sen.  unter  Umstäiulen,  ob  die  (irüssen  reell, 
ob  sie  stcti'.'-  odrr  discrct  sind,  n  s  \\.  Xnr  das  ist  ihi  eigen,  dass 
die  Kleniente  alle  diese  IJedeutnngcn ,  aber  wul  zu  njcrkeu  nnr  er- 
klarte, bewusste  liedt'ntunu'i  ii  zu  umfassen  i'aliig  siml,  worauf  ihre 
Geltung  für  Geometrie,  jNlechanik  u.  s.  w.  bcruljl.  Sic  bedurfte  zum 
Zweck  dieser  liedingnng  zu  g<  nügen  einer  nicht  geringen  Ausbildung, 
hat  sich  diesem  Zwecke  gemäss  entwickelt  und  gestaltet,  uud  muss 
also  ihren  uulerschiedliehen  IJegriff  in  diese  ihre  Fähigkeit  setzen. 
Der  Verfasser  stützt  aui'  jene  irrige  Dctinition  seine  Bevorzugung  der 
heuristischen  Lehrweise  in  der  Lösung  von  Aufgaben;  doch  geht  er 
darin  wenigstens  nicht  so  uubesonncn  zuwcrke,  wie  es  oft  geschielrtL^ 
Viele  Lelirer  nämlich  geben  den  Schülern  die  Reihe  von  Bctrachtun»^^^ 
gen,  welche  zur  Lösung  von  Aufgaben  eiucr  Art  führen,  an  einem 
Beispiele  und  lassen  dieselben  nur  an  andern  Zahlen  wiederholen; 
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sie  belumpton  und  soclioii  dio  Meinung  zu  erwecken,  auf  diesem  Wege 
gewönnen  die  Schüler  Einsicht  in  den  Grund  des  Verfahrens,  der 
beim  Gleichnngsansatz  im  Dunkeln  bliebe.   In  der  Tat  aber  verhält 
C8  sich  umgekehrt  Der  Schüler  hat  im  Grunde  nur  je  eine  Aufgabe 
Idsen  gelernt,  wozu  ihm  der  Lehrer  das  Verfahren  vollständig  gesagt 
hat   Wie  er  dazu  kommt,  gerade  diese  Reihe  von  Betrachtungen 
anzustellen,  bleibt  ihm  unliewusst.  und  da  er  in  jedem  neuen  Falle 
die  ausreichend»'  Illilte  liiuh  t,  lernt  er  nie.  dass  er  nach  der  L«isnng 
suchen  mnss.    Was  nun  hifr  dem  Schüler  verhori^'en  hleiht,  der  Grund 
dos  Verfahrens,  dua  eben  /ei'it  die  Theorie  der  rJIeicliun<iou .  deren 
Transformationen  auf  siclitliche  Wei^e  /nm  verständlichen  Zi'  lc  liiliren. 
Allerdings  ist  es  ganz  gerechtfertigt,  wenu  mau  den  KiieUru  die 
sichere  Methode  vorenthält^  so  dass  sie  eine  gewisse  Fertigkeit  er- 
werben ohne  im  selben  Augenblicke  zu  wissen,  ^vie.    Nur  s(dl  mau 
ihnen  nicht  durch  verkehrte  Darstellung  eine  falsche  Einbildung  bei- 
bringen.  Zu  vernünftigerem  Grundsatz  bekennt  sich  der  Verfasser, 
indem  er  sagt:  Es  giebt  keine  Methode  alle  Aufgaben  zu  lOscn;  der 
Schaler  mnss  verschiedene  Betrachtungen  versuchen,  bis  er  eine  er- 
folgreiche findet  Weiter  geht  die  Vorrede  auf  die  Frage  ein,  woran 
man  erkennt,  ob  eine  Frage  eine  aritlinictische  ist  oder  nicht.  Da 
es  ein  solches  Kriterium  vor  der  Lösung  nicht  giobt,  so  entscheidet 
er  sich  daiiU ,  jede  Frage  eine  aritlimetischo  zu  nennen,  deren  Data 
bestimmte  Zahlen  sind,  und  falls  sie  nicht  nrilhmetiseh  gelost  werden 
könne,  den  zeitweiligen  niederen  Staiidi)unkl  der  Ausbildung  der  Arith- 
metik zu  coiistatiren.    Kiu'entlkhes  31otiv  der  Scheidung  war  die  Me- 
thode; dasselbe  wird  jedoch  dadurch  hinfällig,  dass  der  Verfasser  ja 
keine  arithmetische  Methode  aufstellen  kann.   Die  Auskunft  aber,  die 
er  trifft,  ist  ebenso  unfruchtbar-,  »e  nu  sciteu  ist  der  Sinn  einer  Auf- 
gabe und  die  Aufsuchung  der  L(>sung  von  den  speciell  gegebeneu 
Zahlen  abhängig.  Zwar  weist  der  Verfasser  hier  auf  zahlcntheoretischo 
Fragen  hin,  doch  diese  fallen  nur  zum  kleinsten  Teil  in  das  (icbict 
der  hier  behandelten  elementaren  Arithmetik.    Endlich  wird  noch 
entgegengesetzt  die  algebraische  Wurzelausziehungsmethode  (d.  i.  offen- 
bar die  aus  der  Entwickelung  von  (a-j-d)"  hervorgehende)  und  dio 
arithmetische,  der  Bearbeitung  zufolge  bestehend  in  der  sogen.  Fehler- 
rechnuug,  durch  die  man  bekanntlich  jede  numerische  Gleichung 
approximativ  auflösen  kann.  Wie  der  Verfasser  zu  der  Behauptung 
koniiiit,   erstere  ^Methode  sei  nur  auf  (^»uadrat-  und  Kubikwurzeln, 
dartiber  hinaus  uicht  mehr  auwendbar,  ist  nicht  wol  bcgreiliich. 

H. 

Mathematische  Aufgaben  zum  (iebrauche  in  ilen  ob  'r>ten  Klassen 
höherer  I^ohrauätalteu.    Aus  den  bei  Abiturieuteu-Prüiuugou  au 
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prenssischen  Gymnasien  und  Bcalschnlen  gestellten  Anfgabcn  ansge» 
wählt  nnd  mit  Hinznftlgang  der  Resultate  (II.  Theil)  zu  einem  Uebnngs- 
bacho  vereint  von  H.  jC.  K  Martns,  Professor  an  der  Königstftdti- 
Bcben  Realschule  in  Berlin.  Erster  Theil:  Aufgaben.  Vierte  Auflage. 
Leipzig  1878.   C.  A.  Koch.   210  S. 

Die  3.  Auflage  der  Aufgaben  ist  im  223.  litt  Der.  S.  21).,  die  der 
Resultate  im  231.  1.  B.  S.  36.  besprochen.  Die  4.  Auflage  bringt  als 
wünschenswerte  Ergänzungen  15  ucuo  Aufgaben.  Die  vom  Baudes- 
rate des  deutschen  Reichs  festgesetzten  Zeichen  für  die  Namen  der 
Masse  sind  im  Buche  angewandt  und  am  Schluss  des  Inhaltsverzeich- 
nisses zusammengestellt.  Eine  üebersetzung  in  ungarischer  Sprache 
von  Prof.  Dr.  Csaszdr  ist  zu  Pest  187tJ  im  Verl.  v.  Franklin-Täs- 
snlat  erschienen.  U. 


Geometrie. 

Anfangsgründe  der  beschreibenden  Geometrie  nebst  einem  An- 
hang Aber  Kartcnprojection.  Ein  Leitfaden  beim  Unterrichte  an 
höheren  Lehranstalten.  Ton  Wilhelm  Mink,  Oberlehrer  an  der 
städtischen  Realschule  1.  Ordnung  zu  Grefeld.  Mit  vielen  in  den  Text 
gedruckten  Holzschnitten.  Berlin  1878.  Nicolai.  47  S. 

Das  Buch  behandelt  (abgesehen  vom  Anhang)  ausvschliesslicli  die 
Darstellung  durch  Orthogonalprojectiou  auf  2  Ebenen.  Der  erste 
Abschnitt  giebt  die  allgemeinen  Erklärungen  über  die  Darstelluugs- 
wcisc.  Hierin  ist  eine  Undeutlichkeit  zu  erwähnen,  der  mau  in  Lehr- 
büchern häutig  begegnet,  die  nämlich  dadurch  entsteht,  dass  von  der 
Bildebene  nichts  gesagt  ist.  Das  Einzige,  was  darauf  Bezug  hat,  ist 
das  nicht  erklärte  Wort  „Hcrabschlagen^S  Dieses  baut  auf  die  nicht 
ausgesprochene  Voraussetzung,  dass  eine  der  Projcctiousebcuen  in 
der  Bildebene  liegt.  Es  wflrde  nicht  viel  Worte  gekostet  haben,  in 
diesem  Punkte  den  Forderungen  der  Klarheit  und  Bestimmtheit  des 
Ausdrucks  zu  genfigon.  Es  folgen  dann  die  elementaren  Aufgaben 
aber  Punkte  und  Gerade,  über  die  Ebene  an  sich  nnd  in  Verbindung 
mit  Punkten,  Geraden  nnd  Ebenen;  dann  wird  die  Darstellung  ebener 
Figuren,  ebenflAchiger  Körper,  des  Cylinders  und  des  Kegels  erOrtert 
und  eino  Anzahl  Aufgaben  darüber  ausgeführt;  den  letzten  Abschnitt 
bilden  Aufgaben  Aber  die  ebenen  Schnitte  eines  Körpers  nnd  die 
Durchschnittsfiguren  zweier  Körper.  Im  Anhang  werden  die  verschie- 
denen gebrftnchlichen  Projectionsarten  der  Erdoberfläche  einzeln  in 
den  verschiedenen  Lagen  genügend  erläutert  H. 
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Gruudlagcn  der  Ikonognosie.  Mit  I5riÜLk.siclitigung  ihres  Ver- 
hältnisses zu  audereu  exucten  Wisseuscliafteii,  insbesondere  zur  Geo- 
metrie desoriptivc.  Von  Franz  Til^^er,  Professor  am  k.  k.  hulimi- 
seheu  Polyti  cliiiikuni  in  PniLr.  I.  Aljtheilung.  Mit  5  litliogr.  Tafeln. 
(Ans  d.  Abh.  d.  k.  buLm.  Ges.  d.  Wiss.  VI.  Folge.  I».  Band,) 
(Math.  uat.  Classe  Nr.  3,).  Prag  lölö.  Verl.  d.  k.  böhm.  Ges.  d. 
Wiss.         88  S. 

Die  vorliogende  Sehrift  behandelt  im  Anselilnss  au  Monge,  Geo- 
metrie deseriiiti\c  das  Ganze  der  deserii)tivnu  Geometrie  in  allgemciu- 
ster  Anirassuiig  ilircr  Aufgabe  mit  voller  Anwendung  der  neuern  syn- 
thetischen GcuniL'trie.  Wenn  auf  dem  Titel  von  einem  Verhiiltniss 
zur  descriptiven  (Jconietrio  din  Rede  ist,  so  kann  der  Verfasser  damit 
wol  nur  auf  die  neue  ilehandlungsform  gegenüber  der  von  Monge  liiu- 
dcuten.  Am  wenigsten  kann  der  Name  Ikonognosie  (der  in  der  Schrift 
nicht  vorkommt)  oinen  nencn  Wissenschaftszweig  bezeichnen;  denn 
die  Erkennung  des  Dargestellten  ans  dem  Bilde  ist  ein  untrennbares 
Element  der  descriptiven  Geometrie.  Zum  Verständniss  wird  nicht 
allein  Bekanntschaft,  sondern  völlige  Vertrautheit  mit  der  Doctrin  des 
Gegenstandes  selbst  und  mit  der  neuem  Geometrie  erfordert,  da  der 
hier  entfaltete  Apparat  an  Einffthrungen  einen  so  enormen  ÜrnÜBing 
hat,  dass  ein  gehöriger  Einblick  schon  vorhanden  sein  muss,  um  ihn 
beherrschen  zu  können.  Auf  Anwendungen  geht  die  Schrift  nicht  ein; 
es  sind  in  der  Tat  die  Grundlagen  der  Tiicorie  allein,  die  sie  auf- 
stellt. Die  jetzt  erschienene  1.  Abteilung  hat  den  Titel:  Von  den 
wesentlichsten  naturgeniüssen  Mitteln,  der  Unzulänglichkeit  der  Ent- 
w  ickehmg^-Elemeute  der  descriptiven  Geometrie  abzuhelfen.  Ihre 
liau])tabschnittc  sind  folgende.  Von  den  Principien  der  Determination 
der  GebiUlc  des  Kaumes  und  ihren  wesentlichsten  Elementen.  Von 
den  Piiucipicn  der  Ableitung  der  Projcctioucn  determiuirter  Gebilde 
des  liaumcs  und  deren  wichtigsten  Gruudgebilden.  Von  den  Grund- 
sätzen der  Construction  der  Bilder  dcterminirtcr  Projectionen.  Hier- 
auf folgen  Schlussbemerkungen.  Die  Benennungen  und  Formuliruugen 
sind  in  böhmischer  Sprache,  manche  auch  in  den  europäischen  Haupt- 
sprachon  beigefügt.  H. 


Trigüuometrie. 

Traitd  de  trigonom^trie  analytiquc.  Par  Mantel,  Membre 
de  la  Societd  Math^matiqne:  „Eon  onvermoeide  arbeid  komt  alles  te 

boven,"  a  Amsterdam.   Aruhcm  1877.   P.  Brander.   125  S. 

Die  Yorliegende  Arbeit  Iftsst  sich  wol  am  besten  als  inethodische 
Studien  bezeichnen.  Zu  einem  Lehrbuch  kann  sie  nicht  bestimmt 


L/iyiii^cG  by  Google 


41 


UtUrwrM»  B»uM  CCXtVllL 


sein;  denn  sie  hat  keine  begrenzte  Basis  voranssosetzender  Vorkenntr 
nisse,  betrachtet  vielmehr  jeden  überhanpt  bekannten  Satz  als  aolfts- 
sigcn  Sttttzpankt  Ebensowenig  ist  sie  anf  wesentlich  neue  Entdeckung 
gerichtet.  Dagegen  z^gt  die  Einleitung,  dass  es  dem  Ver&sser  vor 
allem  um  FOrdcrnng  der  Methode  zn  tun  war.  Es  werden  darin 
namentlich  zwei  Punkte  besprochen.  Zuerst  wird  der  Fehler* in  Bo- 
weisfEÜimngcu  selbst  angesehener  Mathematiker  gerügt ,  welche  den 
Grenzwert  der  Summe  von  n  Termen,  die  selbst  von  n  abhängen,  fttr 
n » OD  mit  der  Summe  der  Grenzwerte  identificirt  haben.  Es  wird 
erstlich  die  Frage  auf  eine  Form  gebracht,  in  welcher  es  in  die  Augen 
fällt,  dass  beide  Grüssen  nur  znfiUlig  gleich  sein  können;  dann  wird 
iu  sehr  instructiveu  Beispiolen  uozeigt,  dass  jede  von  beiden  couver- 
giren  kann,  wührejid  die  andre  ins  nneudlicho  wächst,  dass  aber  nicht 
einmal  die  beiderseitige  Convergenz  zur  Gleichheit  hinroiclit,  viehncbr 
YcrscliieiU'ne  endliche  Grössen  resnltiren  Ivönnon.  Dieser  schlagende 
Nachweis  niörlite  wol  das  Yi)rzü,i,diohste  der  gesammten  Arbeit  seiu. 
Der  Verfasser  eiiii)tielilt  für  solche  l'iille  die  Methude  der  Grenzen- 
einschliessung, die  er  selbst  \iel  anwendet.  Der  zweite  Puukt  betrifft 
die  Bevorzugung  von  Methoden.  Der  Tcrfasser  verwirft  schlechthin 
jeden  Kunstgriti"  und  will  allein  den,  so  bezeichneten,  natürlichen 
Deductionsgang  ^dti  n  lassen;  nur,  wo  dieser  zur  Zeit  noch  nicht 
gefunden  sei,  niii'^se  man  sich  vorläufig  mit  küii^^tlichea  Methoden  bc- 
guiigen.  Der  nattirlidic  Weg  wird  aber  durch  nichts  ebarakterisirt 
als  durch  die  Forderung,  dass  der  Sdiüler  von  jedem  angewandten 
jNIittel  vorher  den  Grund  einsehe,  eine  Forderung  die  schon  von  Vielen 
zur  Anpreisung  ihrer  Methoden  ausgesprochen  worden  ist,  die  aber 
auf  reiner  Illusion  beruht.  Sic  ist  hier  so  wenig  wie  von  irgend  je- 
mand erfüllt,  bedingt  den  didaktischen  Erfolg  in  keiner  Weise  und 
wird  ohne  Beachtung  des  Zieles  des  Unterrichts  willkürlich  herbei- 
gezogen. Niemand  wird  in  Abrede  stellen,  dass  der  Schüler  willig 
nud  aufmerksam  dem  Lehrgang  folgen  mnss,  ehe  er  die  Sache  und 
mit  ihr  den  Grund  des  Verfahrens  verstehen  kann.  Kommt  ihm  dann 
ein  Erfolg  unerwartet,  so  wird  er  um  so  mehr  Anlass  haben  den 
Grund  des  Erfolges  zu  beachten,  nicht  aber,  wie  der  Verfasser  be- 
hauptet, das  blosse  Ilesultat  ohne  den  Weg  zu  merken;  letzteres  wOrdo 
vielmehr  der  Fall  sein,  wenn  ihm  der  Weg  selbstverständlich  schiene, 
noch  dazu,  wenn  es  ein  langer  war.  Der  Verfasser  will  trotz  der 
Länge  seinen  Grundsatz  aufrecht  erhalten:  ein  hundertmal  längerer 
natürlicher  Weg  sei  besser  als  ein  kOnstlicher.  Die  hier  gebrauchten 
Deductionswcge  sind  nicht  übermässig  lang,  doch  geben  sie  auch  von 
dem  obigen  Grundsatz  des  Verfassers  wenig  Zeugniss.  Unter  die 
künstlichen  Mittel  rechnet  er  auch  die  Differentialrechnung  und  die 
imaginären  Grössen.  Erstere  schliesst  er  formell  ganz  aus,  zugunsten 
derer,  welche  sie  nicht  kennen,  letztere  rückt  er  ans  Ende  des  Boefas 
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um  die  MethoUcu  auf  reeller  Basis  desto  vollständiger  zu  cultiviren, 
ein  Gosiclitspunkt  der  gewiss  in  hohem  Grade  berechtigt  ist.  In  dem 
Ausschluss  der  DitiVrcntialrechuung  hingegen  verbirgt  sich  eine  von 
Vielen  geteilte  Illusion.  Alles,  was  man  der  Differenlialrechuung  etwa 
künstliches  Mittel  ueuneu  könnte,  kommt  reichlich  in  Anwendung,  nur 
ist  diese  stets  speciell.  Es  hätte  also  heisBeo  mflssen;  Die  AUgemeiii- 
heit,  die  Theorie  verwerfen  wir.  Dies  ist  es  denn  auch,  was  die 
DedactioDen  der  spfttem  Teile  des  Buchs  chaiakterisirt  Je  weiter 
man  sie  verfolgt,  desto  nnerqnicklicher  werden  sie  dnrdi  den  Mangel 
an  theoretischem  Fortschritt,  durch  die  immer  nea  anlmgende  Be- 
grftndnng,  durch  die  Yemachlftssigang  gemeinsamer  Gesichtsponkte. 
Sie  gehen  ganz  in  die  bekannte  unnatürlich  gezwungene,  schwerftUige 
Form  der  algebraischen  Aual}  sis  Ober.  Gute  Holfonng  erweckt  die 
erste  Deduction.  Es  wird  der  Ausdruck  von  8in(a,-|-a»+  •••  ^»O  in 
sin  und  cos  der  Teilbogen  entwickelt,  die  Form  charaktorisirt  und 
nach  Gleichsetzung  der  Teile  durch  combinatorische  Formeln  die  Coef- 
fideuteu  der  Entwickeiung 

SiUfUB  Zc8iu*-cco8*»-*« 

bestimmt.  Die  nächst  folgenden,  als  Quellen  von  Formeln  aufgeführten 
Methoden  sind  die  Zerlegung  von  Functionen,  die  sich  iu  rationalen 
Functionen  einer  Yariabohi  darstellen,  und  die  für  die  hinreichende 
Anzahl  von  bekannten  Werten  derselben  verschwinden,  in  lineare 
Factoien  —  und  die  Zerlegung  in  Partialbrflche.  Anwendung  whrd 
nur  auf  Beispiele  gemacht.  Bekannt  sind  alle  3  Methoden  hinrei» 
chend;  vielleicht  sind  de  auf  das  eine  und  andre  Beupiel  bisher  noch 
nicht  in  Anwendung  gebracht  worden.  Von  da  an  scheint  das  SSel 
der  Arbeit  zu  sein,  alle  bekannten  einfachen  Resultate  im  Gebiete 
der  endlichen  und  unendlichen  Reihen  für  Kreisfunctioncn  zu  gc^s in- 
nen. Strenge  Bündigkeit  der  llerleitungen  ist  rühmlichst  anzuerken- 
nen. Irrig  ist  die  Angabe,  die  Ungleichung  sinac  <^  a;  <C  tgo;  (für 
0  <^ K)  sei  geometriscli  bewiesen.  Sie  zu  beweisen  ist  geome- 
trisch auf  Grund  der  gewöhnlichen  geometrischen  Definition  nicht 
möglich,  wol  aber  rein  analytisch  auf  Grund  rein  analytischer  De- 
finition. Druckfehler:  S.  19.  Z.  3.  v.  u.  de  la  gronpe  statt  da  gronpe 

—  S.  57.  Z.  2.  V.  u.  cos"y  statt  cos"*^  «  H. 


Vermisclite  Schriften,  Zeitscliriften. 

American  Journal  of  Mathematics  pure  and  applied.  Editor  in 
chicl,  J.  J.  Sylvester,  LL.  D.,  F.  R.  S.,  Corr.  Mcm.  Inst,  of  France. 
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Associatc  editor  iu  chargc,  William  ii.  Story,  ph.  D..  (Loip?ic.) 
With  thc  co-operation  of  Benjamin  Pcircc,  LL.  D.,  F.  R.  S, 
Professor  of  mathcniatici  in  Harvard  l'uivcr:fity,  in  inecliaoics,  Si- 
mon NcwGomb,  LL.  B.,  F.  R.  S.,  Corr.  Mem.  Inst  of  France, 
Superintendent  of  tbe  Amerian  Epbemcris,  in  astronomy,  and  H.  A. 
Bowiand,  C.  E.,  in  pbysics.  Poblishcd  under  tbe  anspices  of  thc 
Jobns  Ilopkins  University.  Tolnme  L  Nnmber  1.  Baltimore  18T& 
B.  WcBtennann  a.  C.  New  York.  4".  104  S. 

Dieses  neue  matbematiscbe  Jonmal  ersebeint  in  Heften  in  Qnart- 

format,  deren  4  einen  Band  von  ungefähr  :i84  Seiten  bilden  sollen, 
zunächst  alle  3  Monate  eins,  eine  Zeit  die  indes  nicht  fe3t>teiit. 
Die  Hefte  schliossen  nicht  mit  dem  Ende  eines  Artikel^.  Es  enthalt 
hauptsäc  hlich  Original-AhhandluuLTn ,  manclimal  aucli  An^/iige  aus 
wichtigen  Arbeiten,  die  dr-n  amerikanischen  Studentin  sciiwer  zugäng- 
lich sind-  Auch  kritische  Artikel  und  bibliograjddsche  Notizen  sind 
in  Aussicht  geuommen.  Dagegen  werden  Aufgaben  zur  Lösung  ab- 
gelehnt und  zur  Einsendung  solcher  die  amcricanischcn  Journale  em- 
pfohlen: „The  Analyst'^  edited  and  published  by  J.  E.  Hendricks, 
Des  Meines,  Jowa,  und  „The  Matbematical  Yisitor'',  edited  and  pn» 
blisbed  by  Artemas  Martin,  Erio,  Pa.  Beiträge  werden  vom  In- 
nnd  Ausland  angenommen.  Zu  adressiren  ist  in  allen  Angelegcnbciton 
an  William  £.  Story,  Jobns  Hopkins  University,  Baltimore,  Md.  Der 
Subscriptionsprcis  ist  5  Dollar  f.  d.  Band. 

Das  1.  Heft  entbält  folgende  Abbandlungon. 

S.  Kewcomb:  Note  über  Transformationen  für  Fläcbeu  im 
Baume  von  mebr  als  3  Dimensionen. 

G.  W.  Hill:  Untersuchuugen  in  der  Linear-Theorie. 

II.  T.  Eddv:  Das  Theorem  der  Monu  nte  (ein  Balken  auf  ixleieh 
beben  Stützen  in  \  erscbiedeueu  Abstüudcu,  von  einer  zur  auderu 
gleicbmässig  belastet). 

G.  Weicbold:  Lösung  des  irredncibcln  Falles. 

Cayley:  Desidcrata  und  Vorschläge.  N.  L  Tbcorie  der  Gruppen. 

II.  A.  Kowlaud:  ^'oto  über  die  Theorie  der  dektrischeu  Ab- 
sorptiou. 

A.  Ferrero  (Florenz):  Darlegung  der  Metbodo  der  kleinsten 
Quadrate. 

J.  J.  Sylvester:  Uebcr  eine  Anwendung  der  neuen  atomiscben 
Theorie  auf  die  graphische  Darstellung  der  Invarianten  und  Covari- 
anten  von  binären  Quantics.  Mit  3  Anhängen  und  einer  begleiten- 
den Tafel. 
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AohaDg  1.  Ueber  IMfferentiaDten  ausgedruckt  in  den  Differensen 
der  Warzeltt  ihrer  verwandten  Qnantics. 

Anhang  2.   Ueber  Uermite's  Keciprocitätsgesetz  (nnbeoDdigt). 

Dass  der  bereits  hinreichend  bekannt  gewordene  Artikel  über  den 

irrcducibclii  Fall  hier  die  lange  vergeblich  gesuchte  Aufnahme  ge- 
funden hat,  ^itibt  der  Aufmerksamkeit  der  Uedaction  kein  sonderliches 
Zcugniss.  H. 


Modell  füi*  den  ersten  Unterricht  in  der 

Goniometrie. 

Der  Unterzeichnete  gibt  bekannt »  dasa  jenes  Modell,  welches  er 
im  61.  Bande  dieses  ^^ArduTs'^  aof  S.  108.  beschrieben  n.  abgebildet 
hat,  von  ihm  käuflich  zu  beziehen  ist 

Preis  40  Mark. 

F.  Hoza, 
Professor  in  Köuiggräz. 

(Das  erste  Exemplar  wurde  an  die  Kantonschnlo  zu  St.  Gallen 
geliefert). 


Digitized  by  Google 


Matlieiiiatisclie 
und  physikalische  Bibliographie. 

CXLIII. 


Geschichte  der  Mathematik  iiud  Fhjsik. 

Häusel  manu,  L.,  Karl  Friedrich  Gauss.  Leipzig,  Duncker  &  H. 

2  Hlc.  40  Pf. 

Jahrbuch  flh.  d.  Fortsehritto  d.  Mathematik,  hrsg.  v.  C.  Ohrt- 
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